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4. LINEARIS LEKEPEZESEK

A diszkrét matematika IT targybol a kovetkezs fogalmakat kell tudni: homogén linearis
egyenletrendszer és annak megoldasaltere, vektorterek izomorfizmusa és automorfizmusa,
bézisdtmenet matrixa.

Az el6adashoz ajanlott jegyzet:

e Szabo Laszlo: Bevezetés a linedris algebrdba, Polygon Kiado, Szeged, 2003-2006.
o Klukovits Lajos: Klasszikus és linedris algebra, Polygon Kiadd, Szeged, 1999.

4.1. Definicié. Legyen U és V ugyanazon T test feletti vektortér. A ¢ : U — V leképezést
linearis leképezésnek nevezziik (vagy vektortér homomorfizmusnak), ha barmely u,v € U és
A €T esetén

(ut+v)p=up+vp e (Au)p = Aup).
Az U-bol V-be mend linearis leképezések halmazat Hom (U, V') jeloli. Az U-bél U-ba mend
linearis leképezéseket linearis transzformécioknak nevezziik. A bijektiv linearis leképezések

a vektortér izomorfizmusok, tovabba a bijektiv linearis transzforméaciok a vektortér auto-
morfizmusok.

4.2. Definicié. Legyen ¢ € Hom(U, V) linearis leképezés. A
Kero={ueU:up=0},
Imp={up:ueclU}

halmazokat rendre a ¢ linearis leképezés magjanak, illetve képterének nevezziik.

4.3. Tétel. Legyen U és V ugyanazon T test feletti vektortér. Tetszdleges p € Hom (U, V')
linedris leképezésre érvényesek a kovetkezdk:
(1) 0p =0,
(2) Ker ¢ altér U-ban,
(3) Im ¢ altér V -ben,
(4) ¢ akkor és csak akkor injektiv, ha Ker o = {0},
(5)

5) Ha uy,...,u generdtorrendszer U-ban, akkor uip,...,urp generdtorrendszer az
Im ¢ képtérben.
(6) Ha ujp, ... ,upp linedrisan figgetlen vektorrendszer V-ben, akkor uq, ..., uy lined-

risan figgetlen U-ban.

4.4. Tétel (Linearis leképezések dimenziététele). Legyen U és V' ugyanazon T test feletti
vektortér, és o € Hom(U, V). Ha U végesdimenzids, akkor

dim(U) = dim(Ker ¢) + dim(Im ¢).

4.5. Kovetkezmeény. Végesdimenzids vektortér linedris transzformdcidja akkor és csak akkor
injektiv, ha szirjektiv.

4.6. Kovetkezmény. Legyen T test, m,n > 1 és A € T™*". Az Ax = 0 homogén linedris
egyenletrendszer megolddsalterének dimenzidja (azaz a szabad vdltozok szima) n — r(A).

4.7. Tétel. Ha V a T test feletti n-dimenzids vektortér, akkor V izomorf a T™ vektortérrel.
Tehdat barmely két T-feletti n-dimenzids vektortér izomorf eqymdssal.



4.8. Definicié. Legyenek U és V ugyanazon T test feletti vektorterek. A p,1 € Hom(U, V')
linearis leképezések Osszegén, illetve a ¢ leképezés ¢ € T skalarral vald szorzatdn azt a
p+1:U—V, illetve cp : U — V leképezéseket értjiik, amelyekre

u(e+ 1Y) = up + u, u(ep) = c(up) minden u € U esetén.

4.9. Teétel. Tetszdleges U és V ugyanazon T test feletti vektorterek esetén Hom(U,V') a
fent definidlt miveletekkel vektorteret alkot T felett.

4.10. Tétel. Tetszdleges U,V és W ugyanazon T test feletti vektorterckre érvényesek a
kovetkezdk:

(1) Ha ¢ € Hom(U,V) és ¢ € Hom(V, W), akkor ¢y € Hom(U, W).

(2) Ha ¢ € Hom(U, V) bijektiv, akkor =1 € Hom(V,U).

(3) Ha ¢ € Hom(U, V), ¢ € Hom(V,W) és c € T, akkor c(pv) = (cp)yp = p(ct)).
(4) Ha ¢,y € Hom(U,V) és 7 € Hom(V, W), akkor (¢ + )T = o1 + 7.

(5) Ha ¢ € Hom(U, V) és ¢, € Hom(V, W), akkor (¢ + 7) = o) + pT.

4.11. Tétel. Legyen U wvégesdimenzids, V pedig tetszéleges ugyanazon T test feletti vek-
tortér, eq,...,en € U bdzis és vy,...,v, € V tetszdleges vektorrendszer. Ekkor létezik egy
egyértelmien meghatdrozott ¢ € Hom(U, V') linedris leképezés, amelyre

€1Y = V1,20 = V2,...,EQQ = Up.

4.12. Definicié. Legyenek U és V végesdimenzios vektorterek a T test felett az & :
€ly..yem € U s F i f1,...,fn € V bazisokkal. Tetsz6leges ¢ € Hom(U, V) linearis
leképezésre 1éteznek olyan egyértelmiien meghatarozott a; ; € T skalarok, hogy

n
e = E a; ;i f; minden i = 1,...,m esetén.
7j=1

Az (@i j)mxn matrixot a ¢ linearis leképezés € és F bazisokban megadott matrixanak ne-
vezzik.

4.13. Tétel. Legyenek U és V wvégesdimenzios vektorterek o T test felett az € : e1,..., ey, €
UésF: f1,...,fn €V bazisokkal, tovibbd legyen A € T™*™ a ¢ € Hom(U,V) linedris
leképezés £ és F bdzisokban megadott mdtriza. Ha az v € U wvektor koordindtasora az £
bazisban x = (x1,...,Ty), akkor az up € V vektor koordindtasora az F bdzisban TA.

4.14. Tétel. Legyenek £, F és G rendre az U, V és W ugyanazon T test feletti végesdi-
menzids vektorterek bdzisai. Legyen A és B rendre a ¢, € Hom(U, V) linedris leképezések
mdtrizai az € és F bdzisokban, illetve C' a 7 € Hom(V, W) linedris leképezés mdtriza az F
és G bazisokban, és leqyen c € T. Ekkor

(1) A+ B a ¢+ linedris leképzés mdtriza az € és F bazisokban,
(2) cA a cp linedris leképezés mdtriza az € és F bazisokban,
(3) AC a ot linedris leképezés mdtriza az € és G bdazisokban.

4.15. Kévetkezmény. Ha U m-dimenzids és V n-dimenzids vektortér a T test felett, akkor a
linedris leképezések Hom(U, V') vektortere izomorf az m X n-es mdtrizok T™*™ vektorterével,
€s igy mn dimenzios.

/

4.16. Definicié. Legyen & : ey,...,ep és & 1 €),...,el, a T test feletti U vektortér

két bazisa. Az id € Hom(U,U) identikus lineéris leképezés € és &' bazisokban megadott
méatrixat az £ béazisrol az &' bézisra valo attérés matrixanak hivjuk.

4.17. Tétel. Legyen a T test feletti U wvektortér két bizisa £ és E', tovdbbd legyen P az
dttérés mdtriza az € bdzisrdl az E' bdzisra. Ekkor P nemelfajulé mdtriz, tovdbbd az &'
bazisrol az £ bdzisra vald dttérés mdtriza P~1.
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4.18. Teétel. Legyenek U és V ugyanazon T test feletti vektorterek, £ és &' az U, F és
F' pedig a V wvektortér bazisa. Jelolje P, illetve S az dttérés mdtrizdt E-rél E'-re, illetve
F-rél F'-re. Legyen ¢ € Hom(U,V) linedris leképezés, és legyen ¢ mdtriza az € és F
bazisokban A. Ekkor ¢ mdtriva az ' és F' bdzisokban P~1AS.

4.19. Definicié. Legyen T test és n pozitiv egész. Az A, B € T™*™ matrixok hasonlok, ha
létezik olyan nemelfajulo P € T™*" matrix, hogy A = P~'BP.

4.20. Kévetkezmény. Ugyanazon linedris transzformdcio két kilonbézd bdzisban felirt mdt-
riza hasonlo.

4.21. Definicié. A ¢ linearis leképezés rangjan a képterének dimenzidjat értjiik, azaz
r(¢) = dim(Im ).

4.22. Tétel. Véges dimenzids vektorterek kozotti linedris leképezés rangja megegyezik vala-
mely (bdarmely) bazisbeli mdtrizdnak rangjdval.

4.23. Kdévetkezmény. Legyen ¢ linedris transzformdcid valamely végesdimenzids vektortér-
ben. Ekkor ¢ akkor és csak akkor bijektiv, ha valamely (barmely) bdzisbeli mdtriza nemelfa-
Julo.

4.24. Tétel. Legyen U m-dimenzids és V n-dimenzids vektorterek ugyanazon T test folott,
és ¢ € Hom(U, V). Ekkor ¢ mdtriza az U ésV egy-egy alkalmas bdzisiban

ET‘ 0 e TmXTL

0 O ’
ahol r a ¢ rangja, E,. az r X r méretd eqységmdtriz, és a zérdk a megfeleld méretd zéromdt-
rizok.

4.25. Kovetkezmeény. Legyen T tetszdleges test. Ekkor minden A € T™*™ mdtrizhoz létezik
olyan nemelfajule P € T™ ™ és QQ € T™*™ mdtrizok, hogy

E, 0
PAQ:(O o)’

ahol v az A mdtriz rangja, és a jobboldalon dllé mdtriz ugyanaz, mint az el6z4 tételben.

4.26. Definicié. Legyen T test, V vektortér T felett, és ¢ € Hom(V, V). A X € T skalar a ¢
linearis transzformacié sajatértéke, ha létezik olyan nemnulla v € V' vektor, hogy vy = Awv.
A

{veV:ivp=X}
alteret a A € T skalarhoz tartozo sajataltérnek nevezziik. A nemnulla v € V vektor a
o linearis transzformacioé sajatvektora, ha valamely sajataltérben benne van, azaz létezik
olyan A € T', hogy vy = Av.

4.27. Definicié. Legyen T test, n pozitiv egész. Az A € T™*™ matrix sajatértéke, saja-
taltere és sajatvektora rendre a ¢ : T™ — T", x — x A linedris transzformécié sajatértéke,
sajataltere, illetve sajatvektora. Azaz A € T és x € T"™ akkor és csak akkor sajatérték,
sajatvektor par, ha A = A\z.

4.28. Tétel. Legyen V n-dimenzids vektortér a T test felett, e, ..., e, bdzis V-ben, ¢ €
Hom(T",T™) és A € T™™ a @ linedris transzformdcid mdtriza az €1, ..., e, bdzisban. Ek-
kor A € T és v € V akkor és csak akkor sajdtérték, sajdtvektor pdrja p-nek, ha \ és v
koordindtasora sajdtérték, sajatvektor pdrja A-nak.

4.29. Tétel. Legyen U tetszdleges vektortér a T test felett, \1,..., A\ € T pdronként kii-
lonbozd sajatértékei a ¢ € Hom(U,U) linedris transzformdcionak, és Uy, ..., Uy pedig ezen
sajdatértékekhez tartozo sajdtalterek. Ha Uy + ---+ Uy = U, akkor ¢ egyértelmilen meghatd-
T0Z011.
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4.30. Definicié. Az A € T™*™ matrix karakterisztikus polinomja az
fa(z) = [A—zE]|

determinanssal megadott T-feletti polinom. Az f4(x) polinom T-be es6 gyokeit az A matrix
karakterisztikus gyokeinek nevezziik.

4.31. Tétel. Legyen T test. A X\ € T skaldr akkor és csak akkor sajdtértéke az A € T™*"
mdatriznak, ha \ karakterisztikus gydke A-nak.

4.32. Tétel. Hasonlé mdtrizok karakterisztikus polinomja megegyezik.

s sz

polinomja a linearis transzformacio valamely (barmely) bazisban felirt matrixdnak karakte-
risztikus polinomja.



