MBX114E: Diszkrét matematika III.
(elsadasvazlat, 2007. aprilis 20.)

Mardéti Miklos

3. LINEARIS ALGEBRA ES A RANG FOGALMA

A diszkrét matematika IT targybol a kovetkezs fogalmakat kell tudni:

(1) A matrixalgebraval kapcsolatban: szamtest feletti matrixok fogalma, métrixok kép-
lettel valo megadasa, miveletek matrixokkal és azok elemi tulajdonségai, triangularis
métrixok.

(2) A determinansokkal kapcsolatban: a determinans fogalma, kifejtési tételek, a de-
terminédnsok elemi tulajdonséigai, a dualitds elve, a determinénsok szorzéstétele,
triangularis métrixok determinansa, matrix inverzének kiszamitésa determinénssal,
Vandermonde-determinans, elfajulé matrix.

(3) A lineéris egyenletrendszerekkel kapcsolatban: a linearis egyenletrendszer fogalma,
egyenletrendszerek matrixos alakja, b&vitett matrix, 1épcsds alakt egyenletrendsze-
rek, kotott és szabad valtozok, elemi soratalakitdasok, Gauss-eliminacio, Cramer-
szabaly, méatrixok determinansanak és inverzének kiszamolasa elemi soratalakité-
sokkal.

(4) Az absztrakt vektorterekkel kapcsolatban: szamtest feletti vektortér fogalma, a fon-
tos példak ismerete (77, TV, T™*" T[z], R¥, R vektortér Q felett) nullvektor,
miiveletek vektorokkal és azok elemi tulajdonsdgai, vektorterek izomorfizmusa, altér
fogalma, trivialis alterek, homogén lineéris egyenletrendszer megoldésaltere, linearis
kombindcio, trivialis linearis kombinécio, feszitett (generalt) altér, alterek dsszege és
metszete, az alterek haloja,

(5) Vektorrendszerekkel kapcsolatban: a vektorrendszer fogalma, linearisan fiiggetlen
és fiiggs vektorrendszerek, maximélis linearisan fiiggetlen vektorrendszer, generé-
torrendszer, minimalis generatorrendszer, végesdimenzios vektortér, bazis, standard
bézis, vektor koordinatai, kicserélési tétel, dimenzio fogalma, azonos dimenzi6s vek-
torterek izomorfak.

Az eladashoz ajanlott jegyzet:
e Klukovits Lajos: Klasszikus és linedris algebra, Polygon Kiadé, Szeged, 1999.
e Szabo Laszlo: Bevezetés a linedris algebraba, Polygon Kiado, Szeged, 2003—2006.

3.1. Tétel. Legyen T test, és A = (a; ;) € T™*" tetszdleges négyzetes mdtriz. Ekkor
Al = sgn(0) - a110 - G220+ Ao
CTESn
3.2. Példa. n = 2 esetén:

ail  ai2

= gen(id) - aj1a92 + sgn((1 2)) - ajpas; = a11a99 — a12a91.
Qo1 Qoo gn(id) - a11a22 gn((12)) - arzan 11022 12021

n = 3 esetén:

a1l a2 ais
a1 ag2 ag3| = sgn(id) - (110922033 + sgn((l 2)) -+ a12021G33 + sgn((l 3)) + 13022031
azr a3z as3

+ sgn((2 3)) - (11023032 + Sgn((l 2 3)) - 120923031 + sgn((l 3 2)) - 113021032
= a11022a33 + a12023a31 + (130210432 — (12021033 — (13022031 — (11023032,

ami éppen a Sarrus-szabély.



3.3. Kérdések. Az alabbi allitdsok koziil melyek igazak és melyek hamisak tetsz6leges T
testre?

(1) |A] > 0 tetszGleges A € T™*™ matrixra.
2) Tetszoleges A € T"*™ matrixra |A| € T.
) Ha A € T"* és B € TF*™ akkor AB € C™™,
) Ha A € T és B € T"*", akkor |AB| = |A| - |B|.
) Ha A e T"*" és B € T™*", akkor |A + B| = |A| + | B|.
) Ha A e T™™ és X € T, akkor |\T'| = A|T|.
aaz A€ matrix valamely oszlopdban csupa nulla elem van, akkor = 0.
H AeTmn i 1 | lopab lla el kkor |A| =0
aAe trianguléris, akkor a 164tlon elhelyezkeds elemek szorzata.
Ha A € T™*™ triangularis, akkor |A| a f6atlon elhelyezkeds elemek
z A€ matrix akkor és csak akkor invertalhato, ha .
Az A e T ix akk k akkor i lh ha |A| #0
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3.4. Példa. C vektortér R felett. Az 1, ¢ minimaélis generatorrendszer, tehat C dimenzidja 2,
azaz C izomorf R2-tel mint vektortér (de természetesen nem mint test).

3.5. Definicié. Az S halmazt a (T';+, ) test résztestjének nevezziik, ha

(1) 0 # S C T, (nemiires részhalmaz)
(2) (Vz,y e S)(z+y, v-yeS), (zart T miveleteire),
(3) (S;+,-) test, (testet alkot T miveletek megszoritasaval).

3.6. Példa. Hatérozzuk meg C legsziikebb résztestét (olyan nemiires részhalmazat, amely
zart az Osszeadas és szorzdsra nézve, és maga is test), amely tartalmazza a raciondlis szamo-

kat és a @ + 1i komplex szamot. Mivel a szorzésra zartnak kell lennie, ezért tartalmaznia

kell a ? )
(\/3 1) V31

Yo Y _Z
2 + 2 2 2

komplex szamot. Az Osszeadésra és a szorzésra valo zartsagbol kapjuk, hogy ez a résztest

nem lehet sztikebb mint az

T:{r—i-s-(\f—i-;i)—i-t (?—;0 17’737756(@}-

halmaz. Figyeljik meg, hogy T zart az dsszeadasra, az additiv inverz képzésre, a szorzasra,
a konjugélasra és a nemnulla racionélis szammal val6 osztasra nézve, tovabbéd 0,1 € T', azaz
tartalmazza C zérus- és egységelemét. Az egyetlen érdekes kérdés, hogy zart-e a multiplikativ
inverz képzésre is. De a

4 Z Z

2z |2
képlet miatt a multiplikativ inverz kiszamithaté konjugalas, szorzas és valos (esetiinkben
racionélis) szaimmal valo osztas segitségével, tehat 7' az multiplikativ inverzképzésre is zért.
Ezzel belattuk, hogy T résztest.

3.7. Tétel. Legyen S a T test résztestje. Ekkor T vektorteret alkot S felett.

3.8. Példa. Az elébbi feladatban kiszamolt T résztestnek Q tovabbi részteste. Tehat T
vektorteret alkot Q felett. Mivel az 1, @ + %i, § — %z vektorrendszer generatorrendszert
alkot (vegyiik észre T definidlasaban a linearis kombinéciokat), ezért T dimenzidja legfel-
jebb 3. Azt szeretnénk megmutatni, hogy a generatorrendszer linearisan fiiggetlen is, azaz

T dimenzi6ja pontosan 3. Tegyiik fel, hogy

EMEE

valamely 7, s,t € Q szamokra. A baloldal képzetes része %t, tehat a komplex szamok

kanonikus alakjanak egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy s — ¢ = 0, azaz s = t. Ekkor
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a baloldal valos része 7 + s -v/3 = 0. Ha s # 0, akkor kapnank, hogy /3 = —+ ami

ellentmondéas mert /3 irracionalis. Tehat s = 0 és igy r = 0. Ezzel megmutattuk, hogy

1, @ + 14, ? — 14 linearisan fiiggetlen, azaz bazis.

3.9. Példa. Az el6z6 példaban lattuk, hogy ha S részteste T-nek, akkor T vektortér S

felett. Ennek az allitdsnak a megforditdsa még szamtestek esetében sem igaz, azaz 1étezik
olyan Q C T C C szamhalmaz, amely vektorteret alkot Q felett a szokasos miveletekkel, de

nem test. Legyen
3 1
T:{r+s-(\2f+2i> :r,se(@}.

Konnyt ellenérizni, hogy T vektortér Q felett, és 1, @ + %z bazis T-ben. Ugyanakkor,

@ — %z ¢ T, mivel 1, § + %i, @ — %z linearisan fliggetlen vektorrendszer Q felett. Tehat

V3

2
(7 + %z) ¢ T, azaz T nem zart a szorzasra, csak a racionalis szamokkal vald szorzasra.

3.10. Kérdések. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak?

1)
2)
(3)
(4) C test.

(5) A valos fiiggvények R® halmaza test.

(6) R3 vektortér Q felett.

(7) R3 vektortér R felett.

(8) R3 vektortér C felett.

9) A valos fiiggvények R® halmaza vektorteret alkot R felett.

1) Q 1-dimenzios vektortér Q felett.
2) R 2-dimenzios vektortér Q felett.
3) C 4-dimenzios vektortér Q felett.
4) R 1-dimenzi6s vektortér R felett.
5) C 2-dimenzios vektortér R felett.
6) R végesdimenzios vektortér Q felett.
7) R2%2 2-dimenzios vektortér R felett.
8) R?*2 4-dimenzits vektortér R felett.

3.12. Kérdések. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak?

Az (1,0), (0,1) vektorrendszer bézis az R feletti R? vektortérben.
Az (1,0), (0,1) vektorrendszer bazis az Q feletti R? vektortérben.
A 2 vektorrendszer bazis a Q feletti Q vektortérben.
Az 1 vektorrendszer béazis a C feletti C vektortérben.

Az 1, v/2 vektorrendszer generatorrendszer a Q feletti R vektortérben.
Az 1,4 vektorrendszer bazis a C feletti C vektortérben.

3.13. Téetel (Alterek dimenziététele). Ha U és V wvégesdimenzids altér valamely vektor-
térben, akkor UNV és U +V is végesdimenzids, és
dim(UNV)+dim(U + V) = dim(U) + dim(V).

3.14. Példa. Az R* vektortérben megadjuk az (1,1,2,-1), (=2,1,0,1) és (—3,3,2,1)
vektorok altal generdlt alteret elemeinek megadasaval. Tudjuk, hogy a generalt U altér
ezen vektorok linearis kombinacidja, azaz

U={z-(1,1,2,-1)+x2-(-2,1,0,1) + x5 - (—3,3,2,1) : x1,x9,23 € R }.
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Tehat a (b1, ba, b3, by) € R* vektor akkor és csak akkor eleme U-nak, ha az

1 -2 -3 by
1 1 3 TN by
2 0 2 T2 = |y
101 1 T3 by

linearis egyenletrendszernek van megoldasa az © = (1, 22, z3) vektorra nézve. Felirjuk az
egyenletrendszer bévitett métrixat, és a Gauss-eliminacio segitségével megoldjuk:

—2 —3|n 1 -2 =3| b -2 -3 by
1 1 3 | by - 0 3 6 by — by - 0 0 0 by — b1 + 3(b4 + bl)
2 0 210 0 4 8 | bz —2b 0 0 0 | b3 —2b; +4(bgy + b1)

-1 1 1 b 0 —2| by +by 0 —2 by + by

Nem végeztiik el a Gauss-eliminacié minden 1épését, mert a bekeretezett elemeket tartalma-
z6 sorokat nem szoroztuk be egy olyan konstanssal, hogy a bekeretezett elemek mindegyike
1 legyen, masrészt sorcserékkel nem hoztuk a métrixot lépcsss alakra.

A kapott bovitett matrixrol mar latjuk, hogy x; és xo kotott valtozok (mert az elss és
mésodik oszlopban vannak a kitiintetett elemeink), és az egyenletrendszer akkor és csak
akkor oldhaté meg, ha

=~ W

by = by — 3(by + b1) = —2by — 3by, és
by = 2b; — 4(by + b1) = —2b1 — 4bs.
Tehat azt mutattuk meg, hogy
U = { (b1, —2by — 3by, —2by — 4by,by) : b1, by € R }.

Ellen6rzésképp megnézziik, hogy a generdld vektorok tényleg ebben az altérben vannak. Az
(1,1,2,—1) vektor esetén by = 1 és by = —1, tehat —2b; —3by = —2-1-3-(—1) = —2+3 =1
és —2by —4by = —2-1—4-(—1) = =2+ 4 = 2, ami éppen a helyes érték. Hasonloan
(-2,1,0,1)re =2-(-2) —3-1=4—-3=1¢és —2-(—2)—4-1=4—4=0. Végezetiil a
(—3,3,2,1) vektorra —2-(-3) —3-1=6—-3=36és —2-(-3)—4-1=6—-4=2.

3.15. Példa. Az elgbbi példa U altérénck az
U= { (bl, —2b1 — 3b4, —2b1 — 4b4, b4) : bl, by € R}

képlettel valé megadasabdl nagyon sok hasznos informaéaciora kovetkeztethetiink. ElGszor is,
U kétdimenzios mert by és by szabadon vélaszthato, és egy bazisat Ggy nyerhetjiik, hogy a

by = 1,bs = 0 esetén (bl, —2by — 3byg, —2b1 — 4by, b4) = (1, —2,-2, 0), és

by = 0,b4 = 1 esetén (by, —2by — 3bg, —2b1 — 4by, by) = (0, -3, —4, 1),
azaz az (1,—2,-2,0), (0,—3,—4,1) vektorrendszer bazisa U-nak. Az is konnyen latha-
to, hogy a (0,1,0,0) és (0,0,1,0) vektorok nincsenek az U altérben, és olyan W alteret
generdlnak, amelyre U N W = {0} é¢s U + W = R* (egy ilyen W alteret az U komplemen-

tuménak hivjuk). Vegyiik észre, hogy teljesiil az alterek dimenzidtétele, mert dim(U) = 2,
dim(W) =2, dim(UNW) =0 és dim(U + W) = 4.

3.16. Példa. Tekintsiik a (0,3,1,—1) és (1,—5,—9,1) vektorok &ltal generalt V alteret
az R* vektortérben, és adjuk meg a 3.14 példahoz hasonloan a V elemeit képlet segitségeé-
vel. A megfelel§ egyenletrendszer bévitett matrixa és annak Gauss-féle eliminacioval vald

atalakitasa:
0 1 Cc1 0 cl 0 c1
3 —5|c N 0 22 |cy—3c3 N 0 0 |cg—3c3—22¢
-9 c3 1 -9 cs -9 c3
-1 1 |4 0 —8| c4+c3 0 0 c4 + c3 + 8cy
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Azt kaptuk tehat, hogy az egyenletrendszernek akkor és csak akkor van megoldasa, ha
cag —3c3 —22¢1 = 068 cqg + ¢35+ 8c; = 0. Tehat a V altér elemeinek képlettel valo megadasa

V= { (61,363 + 22¢1,c3,—C3 — 861) ic1,Cc3 € R}.

3.17. Példa. A 3.14 és 3.16 példakat azért oldottuk meg, hogy az ott kiszamitott eredmé-
nyek felhasznélasaval az U és V' alterek metszetét kiszamitsuk. Eddig tudjuk, hogy

U= {(bl, —2b1 — 3b4, —2b1 — 4b4,b4) 1 by, by € R}, és
V ={(c1,3c3 +22¢1,c3,—c3 — 8¢1) : c1,c3 E R }.

Tehét ha vesziink egy kozos vektort a két altérbsl, akkor

(b1, —2by — 3by, —2by — 4by, by) = (c1,3c3 + 22¢1, 3, —c3 — 8cy),

azaz
bi = c,
—2by — 3by = 3c3 + 22¢4,
—2b1 - 4b4 = C3,
b4 = —C3 — 861.

Ez megint csak egy (homogén) lineéris egyenletrendszer, amit sokféle modszerrel meg tudunk
oldani, pl. Gauss-eliminacioval. Most csak a jol bevalt kdzépiskolas modszert alkalmazzuk:
c1 és cs-at kifejezziik by és by segitségével, és kapjuk, hogy
—2b1 — 3by = 3(—251 — 454) + 22b1 = 1667 — 12by4,
by = —(—le — 4b4) — 8b1 = —6by + 4b4.

Atrendezziik:

9b, = 18by,
—3by = —6by,

amelynek megoldésa éppen by = 2by, ahol by tetsz6leges szam lehet. Azt kaptuk tehat, hogy

uUnv = { (bl,—2b1 — 3by, —2b1 — 4b4,b4) b eRés by = 2b1}
= { (bl,—Sbl, —10b1,2b1) b € R}.

Igy UNV egydimenzios altér és az (1, -8, —10,2) vektor generalja.

3.18. Példa. Folytatjuk a 3.14 és 3.16 példakban bevezetett U és V alterek vizsgalatat.
Eddig tudjuk, hogy dim(U) = 2, dim(V) = 2, dim(U NV) = 1, tehat az alterck dimenzio-
tételébsl kapjuk, hogy

dim(U + V) = dim(U) + dim(V) — dim(UNV) =2 +2 —1 = 3.

Az el6z6 modszerekkel mar meg is tudjuk keresni U + V' béazisat. Tudjuk, hogy az U altér-
nek az (1,—2,-2,0), (0,—3,—4,1) vektorrendszer generatorrendszere (itt a bézist vettiik,
de vehettiik volna az (1,1,2,—1), (=2,1,0,1), (—3,3,2,1) generatorrendszert is), mig a
V altérnek a (0,3,1,—1), (1,—5,—9,1) generatorrendszere. Tehat az U + V alteret ezen
generatorrendszerek unidja generalja, azaz

U+V=](1,-2,-2,0),(0,-3,—-4,1),(0,3,1,-1), (1,—5,-9,1)].

Ennek az altérnek az elemeit megint képlet segitségével adjuk meg, amibdl a bazis mar kiol-
vashato. A megfelel lineéris egyenletrendszer bovitett matrixa és annak Gauss-eliminécioval
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val6 megoldasa:

0 0 1 |d¢ 1 0 0 1 dq
-2 =3 3 =5|dy 0 -3 3 =3|d2+2ds
2 —4 1 -9|ds| |0 4 1 —T|dz+2d
0 1 —1 1 |d4 0 -1 1 dy

1] o o 1 dy

0 0 0 0 |dy+2di+3dy
0 0 —3 | d3 + 2dy +4dy

0o [1] -1 1 dy

Azaz, az egyenletrendszernek akkor és csak akkor van megoldéasa, ha do + 2d; + 3dy = 0,
tehét

~

U+V = { (dl, —2d1 — 3d4, d3, d4) : dl, d3,d4 S ]R}
Ebbél mar kénnyen le tudjuk olvasni, hogy U+ V haromdimenzios vektortér, és (1, —2,0,0),
(0,0,1,0), (0,—3,0,1) egy bazisa.

3.19. Definicié. A T test feletti V' vektortér vy, ..., vy vektorrendszer linedrisan fiiggetlen

részrendszereinek maximalis hosszat a vektorrendszer rangjanak nevezziik, és (v, ..., vg)-

val jeloljiik.

3.20. Tétel. FEgy T test feletti vektortér barmely vy, ..., vy vektorrendszere esetén
r(vi,...,vx) = dimfvg, ..., vg].

3.21. Példa. Kiszamoljuk az (1,1,2,—1), (—=2,1,0,1), (—3,3,2,1) vektorrendszer rangjat.

Ez nem més, mint az altaluk feszitett altér dimenziéja. Ezt a 3.14 példaban mar kiszamol-
tunk, és azt kaptuk, hogy

r((1,1,2,-1),(-2,1,0,1),(=3,3,2,1)) = dim(U) = 2.
A 3.16 és 3.18 példakban szamoltak alapjan
r((0,3,1,—-1),(1,—5,-9,1)) = dim(V) = 2, és
r((1,-2,-2,0),(0,—-3,-4,1),(0,3,1,-1),(1,-5,-9,1)) = dim(U + V) = 3.
A 3.18 példaban mi egy 4-elemii generatorrendszerbdl indultunk ki, de tudjuk azt, hogy az

(1,1,2,-1), (-2,1,0,1), (=3,3,2,1), (0,3,1,—1), (1, —5,-9,1) vektorrendszer is az U + V'
alteret generalja. Tehét

r((1,1,2,-1),(-2,1,0,1),(-3,3,2,1),(0,3,1,—-1),(1,—-5,-9,1)) = 3.
3.22. Definicié. Két vektorrendszert ekvivalensnek nevezziik, ha ugyanazt az alteret gene-
raljak.
3.23. Definicié. A vektorrendszerek elemi dtalakitasai a kovetkezdk:
(1) tetszoleges v; vektor nemnulla A € T skalarral valo szorzasa
U1y, Vi—1, Ui, Vi1, ---,Uk ~ U]_,...,’Ui_]_,)\Uj,Ui+1,...,’Uk

(2) tetszGleges v; vektor tetszéleges A € T skalarszorosdnak egy masik v; (j # i) vek-
torhoz valé hozzédadéasa

Vlyewwy Vj—1,V5, Vjglyeee Uk vl,...,vj_l,/\vi+vj,vj+1,...,vk.
(3) nulla vektor elhagyésa
vl,...,vi,l,(),viﬂ,...,vk ~ VlyeooyUi—1,Vi41y+ -, VL.

3.24. Tetel. Két vektorrendszer akkor és csak akkor ekvivalensek, ha elemi dtalakitdsok
sorozatdaval eqymdsba alakithatok. Tehdt tetszdleges gemerdtorrendszer elemi dtalakitdsok
sorozatdval bdzissd alakithato.
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3.25. Kérdések. Az alabbi allitasok koziil melyek igazak és melyek hamisak véges dimenzios
vektorterekben?
(1) Ekvivalens vektorrendszerek elemszama megegyezik.
(2) Elemi atalakitasok megforditottja is elemi dtalakitas.
(3) Béarmely két linearisan fiiggetlen vektorrendszer elemi dtalakitasok sorozataval egy-
mésba alakithatok.
(4) Béarmely két generatorrendszer elemi dtalakitasok sorozataval egymésba vihetGk.
(5) Két azonos vektor koziil az egyiknek az elhagyasa elemi atalakitasok sorozatéval
megvalosithato.
(6) A C? vektortérben az (1,2), (i,1) ~ (1,2),(0,1 — 2i) ~ (1,2),(0,1) ~ (1,0),(0,1)
atalakitasok elemiek.
3.26. Példa. A 3.14 példa U alterének (1,1,2,-1), (—2,1,0,1), (—=3,3,2,1) generatorrend-
szerét elemi 4talakitasokkal bazissa alakitjuk.

(1,1,2,-1),(-2,1,0,1),(-3,3,2,1) ~ (1,1,2,-1),(-2,1,0,1),(-3,3,2,1) — (1,1,2,—-1) =
(1,1,2,-1),(-2,1,0,1),(—4,2,0,2) ~ (1,1,2,-1),(-2,1,0,1),(—4,2,0,2) — 2(—2,1,0,1)
=(1,1,2,-1),(-2,1,0,1),(0,0,0,0) ~ (1,1,2,-1),(—2,1,0,1).

Tudjuk, hogy U kétdimenzids, tehat a kapott kételemii generatorrendszer bazis. Nem ugyan-

azt a bazist kaptuk, mint a 3.15 példa megoldasandl, de természetesen ez a két bazis egy-
masba alakithato:

(1,1,2,-1),(-2,1,0,1) ~ (1,1,2,-1) + (—2,1,0,1),(—2,1,0,1)
=(-1,2,2,0),(-2,1,0,1) ~ —1-(-1,2,2,0),(—2,1,0,1)
=(1,-2,-2,0),(-2,1,0,1) ~ (1,-2,-2,0),(-2,1,0,1) + 2 - (1, -2, -2,0)
=(1,-2,-2,0),(0,—3,—4,1).

3.27. Definicié. Az A € T™*"-es matrix sorrangja az A sorai altal alkotott vektorrendszer

rangja, oszloprangja az A oszlopai altal alkotott vektorrendszer rangja.

3.28. Definicié. Legyen A € T™*" tetsz6leges T test feletti matrix és r < m,n egészek.
Az A métrix r-edrendi aldeterminansainak az A maétrix tetszGleges r sorat és r oszlopét
kijelolve, majd a kijelolt sorok és oszlopok taldlkozasaban 1évé elemekbdl alkotott r X r-es
méatrixok determindnsait nevezziik. Az A métrix determinansrangja a nemelfajuld (nem
nulla) aldeterminansainak a maximélis rendje.

3.29. Példa. Szamoljuk ki az

1 2 4 8 0
0 1 2 3 0
1 3 9 27 0

A=10 2 4 6 o
1 -1 1 -1 0

1 5 25 125 0

méatrix determinansrangjat. A rang maximum 4 lehet, mert ha az utolsé, csupa nulla oszlop
benne van egy aldeterminansban, akkor annak értéke 0. Viszont azokat a sorokat kivilasztva,
amelyek 1-gyel kezd6dnek az

1 2 4 8

13 9 27
1 -1 1 -1
1 5 25 125

aldeterminanst kapjuk, amely éppen egy Vandermonde-determinans, ezért értéke

B-=2)(-1-2)(6-2)(-1-3)(6-3)(5-(-1)) #0,

tehat az A matrix determinansrangja 4.



3.30. Tétel (Rangszamtétel). Tetszdleges mdtriz sor-, oszlop- és determindnsrangjai meg-
eqyeznek.

3.31. Definicié. A rangszamtétel szerint tetszéleges A métrix sor-, oszlop-, és determinéns-
rangja megegyezik. Ezt a szamot nevezziik az A matrix rangjanak, és r(A)-val jeloljiik.

3.32. Kdévetkezmény. Tetszdleges A € T™ ™ mdtrizra a kévetkezd dllitdsok ekvivalensek:

(1) [A] #0,
(2) A oszlopvektorainak rendszere linedrisan figgetlen,
(3) A sorvektorainak rendszere linedrisan figgetlen.

3.33. Tétel (Kronecker-Capelli-tétel). Tetszdleges T test, A € T™*™ és b€ T™ esetén az
Az = b linedris egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha r(A) = r(Alb).



