MBX114E: Diszkrét matematika III.
(eladasvazlat, 2007. junius 16.)

Maroti Miklos

8. HiBAJAVITO KODOLAS

A diszkrét matematika I és IT targyakbol a kovetkezs fogalmakat kell tudni: test, monoid,
vektortér, dimenzi6, méatrixok.

Az eladéshoz ajanlott jegyzet:
e Kiss Emil: Bevezetés az algebrdaba, Typotex Kiad6, Budapest, 2007.
e Czédli Gabor: Boole-fiigguények, Polygon Kiadd, Szeged, 1995.

8.1. Definicié. Az informécio tarolo vagy tovabbito rendszerek a kovetkezs 6t részre bont-
hatok:

(1
(2

informécio forras, pl. szoveges (TXT) vagy zenei (WAV) adat
kodolo, pl. tomorits vagy CD ird program

(3) kommunikacios csatorna, pl. internet vagy kompakt diszk

(4) dekodolo, pl. kitémorits vagy CD lejatszé program

(5) informéacio felhasznalas, pl. szoveges (TXT) vagy zenei (WAV) adat

~— — — —

A tovabbitandé informécio altalaban diszkrét egységekre bonthatd (szoveges adat esetén
karakterek sorozatéra, mono zenei adat esetén 16-bites elGjeles szamok sorozatéra), melyeket
lizeneteknek nevezziik. A kodolas egy ¢ : M — C bijektiv leképezés, ahol M az {izenetek,
illetve C' a kodszavak halmaza. Magat a C halmazt nevezziik kodnak. Mi csak olyan
kodolasokkal fogunk foglalkozni, ahol mind M, mind C a K = {0,1,...,k—1} szimbolumok
(k = 2 esetben bitek) feletti szavakbol all, azaz M,C C K*, ahol

K*={apa1---apn—1:n>0,a9,...,ap-1 € K}.
A dekodolas egy ¢ : K* — M parcidlis leképezés. Tébbfajta kodolas létezik (titkositas,

tomorites, stb.), de mi csak olyanokat vizsgalunk, melynek célja a hibajelzés és hibajavitas.

8.2. Definicié. A C C K* kod blokk-kod, ha minden kodszava ugyanolyan hosszi. A
kodszavak kozos n € N hosszéat a C kod hosszéanak nevezziik. Ekkor természetesen C C K™,

8.3. Definici6. A C'C K" blokk-kod elemeit idedlis esetben log x| |C| hossztsagu szavakkal
is meg tudnank kiilonboztetni, de mi n-hosszi szavakat hasznalunk. Tehat a C' blokk-kod
informécios ratdja (gazdasiagossagi egyiitthatoja)

log| k| |C]|

—

8.4. Peélda. A C = {000,111} C Z3 kod informacios rataja ‘22 = 1 ami durvan azt
jelenti, hogy egy bitnyi kodolt adat csak % bitnyi informaciét hordoz.

8.5. Definicié. A kommunikécios csatornat szimmetrikusnak nevezziik, ha

(1) a kodszavak hosszat nem valtoztatja meg, azaz a csatornan bemend és kijovs szim-
bélumok szdma ugyanaz,

(2) minden szimboélumot egyméstol fiiggetlen modon, sorrendben, azonos p > % valoszi-
niiséggel helyesen tovabbit, vagy 1 — p valésziniiséggel elront, és

(3) az elrontott szimbolumok azonos eséllyel keriilnek ki a helytelen szimbolumok koziil.

8.6. Példa. A K = {0,1,2} és p = 80% parameéterek esetén a szimmetrikus kommunika-
cios csatorna az 1 szimbolumot 10% valoszintiséggel tovabbitja 0-ként, 80% valoszintiséggel
1-ként, és szintén 10% valoszintiséggel tovabbitja 2-ként. Ezt a bejovd szimbolumok mind-
egyikére hasonlban, egymastol fiiggetleniil végzi el.



8.7. Definicié. Az u=wuy...u, ésv=1v1...v, € K" szavak Hamming-tavolsaga azoknak
az 1 < i < n koordinatdknak a szdma, ahol u és v eltér:
du,v) ={1<i<n:u; #v}.

8.8. Tétel. Legyen C C K™ blokk-kdd és v € C szimmetrikus kommunikdcids csatorndbol
kijovd szo. Ekkor a legnagyobb valdszindséggel azt az w € C kddszot alakitotta dt a csatorna,
amelynek Hamming-tdvolsiga minimdlis v-t6l. Ha tobb ilyen van, akkor azok mindegyike
eqyenld valdsziniséggel lehetett a bemend kddszd.

8.9. Példa. Ha a C' = {000, 111} kod esetén a szimmetrikus kommunikacios csatornabol
kijovs szo v = 010, akkor annak a legnagyobb a valészintisége, hogy az u = 000 kdédszd ment
be a csatornéba.

8.10. Definicié. Legyen C C K" blokk-koéd. Ha ismert a ¢ : M — C kodolas, akkor a
¥+ K™ — M dekddolashoz elég megadni azt a 7 : K™ — C parcialis leképezést, amelyre
7 = Y. Ha minden v € K™ beérkez6 szora

u, hau € C a v széhoz legkozelebbi kodszo, és
T =
— (nem definiélt), ha t6bb kdodszo van legkozelebb v-hez,

akkor a kapott dekodolast a standard hibajavité dekodolasnak nevezziik.

8.11. Példa. Legyen C' = {101,111,011} és v = 100 a kommunikacios csatornabol kijovs
sz0. Ekkor d(101,100) = 1, d(111,100) = 2, d(011,100) = 3, tehat a standard hibaja-
vito dekodolas a v szot az 101 kodszora javitja. Ha v = 001, akkor d(101,001) = 1 és
d(011,001) = 1, tehat a standard hibajavito dekodolas a v szot hibasnak jelzi.

8.12. Definicié. Legyen t > 0 és C C K™ A C kod t-hibajelzs, ha barmely kodszot
legfeljebb t helyen megvaltoztatva az eredmény nem lehet az eredetitdl kiilonb6z8 kodszo.
A C kod t-hibajavito, ha barhogyan is vesziink két u # v kddszot, és azokat legfeljebb ¢
helyen (kiilon-kiilon) megvaltoztatjuk, akkor a kapott u/,v" € K™ szavak kiilonboz6k.

8.13. Példa. A C = {000,111} kod 2-hibajelzs, de nem 3-hibajelzs, és 1-hibajavito, de
nem 2-hibajavito.
8.14. Definicié. A C C K" blokk-k6d minimalis tavolsagan a
d(C) = min{ d(u,v) : u,v € C,u # v}
szamot értjik.
8.15. Példa. A C' = {000, 111} kod minimalis tavolsaga 3. A C' = {000,011,101, 110} kod
minimélis tavolsaga 2.
8.16. Definici6. Tetsz6leges C blokk-kod d(C) — 1-hibajelz6, és {%J-hibajavim. Ezek

a szamok a lehetd legnagyobbak, azaz C' nem d(C')-hibajelzs, és nem {%J—hibajavité.

8.17. Példa. A C = {000,111} kod 3 — 1 = 2-hibajelz6 és 2/2 = 1-hibajavit6. A C =
{000,011,101,110} kod 2 — 1 = 1-hibajelz6 és [1/2] = 0-hibajavito.
8.18. Tétel (Hamming-korlat). Ha a C C K™ kdd t-hibajavits, akkor
¢
n .
s =iel- 3 ()0 - 1y
i=0

8.19. Példa. Kiszamoljuk, hogy maximum hény koédszot tartalmazhat egy 7-hosszi 1-
hibajavito binaris kod. Tehat |[K| =2, n=7,t=1, és

Z (Dumi-v=(5)+ (1) ==
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Ez azt jelenti, hogy minden koédsz6 koriili 1-sugart gomb pontosan 8 sz6t tartalmaz, és ezek
paronként diszjunktak. Azt kaptuk, hogy 27 = 128 > |C|- 8, azaz |C| < 16. Ebbdl azt is
megallapithatjuk, hogy C' informécios rataja legfeljebb 4/7 lehet.
8.20. Definicié. A t-hibajavito C' C K™ kod perfekt, ha minden v € K™ sz6hoz van téle
legfeljebb t Hamming-tévolsdgra levé kodszo (azaz a kod eléri a Hamming-korlatjat).
8.21. Példa. A C = {000,111} kéd perfekt 1-hibajavité kod, mert 23 = 2 - (1 + 3).
8.22. Definicié. Ha K test és C' C K" altere a K feletti K" vektortérnek, akkor C-t linearis
kédnak nevezziik.
8.23. Tétel. Legyen C < K™ linedris koéd. Ekkor
(1) |C| = |K|" valamely r egészre, tehdt linedris kédok esetében feltehetd, hogy M = K™
(2) létezik olyan ¢ : K" — C kddolds, amely linedris leképezés,
(3) C informdcids rdtdja -
8.24. Definicié. Legyen C < K™ r-dimenzios linearis kod. A G € K™ " métrixot a C
kéd generdtormatrixanak nevezziik, ha G sorainak rendszere a C vektortér bazisat alkotja.
Ekkor az u € K" {izenet G-szerinti kodolasa az uG € C kodszo.

8.25. Példa. A C' = {000,111} kod generatormatrixa G = (111) € Z3*3.

8.26. Definicié. A C linearis kod szisztematikus, ha van olyan generatormétrixa, amelyben
az elsG r oszlop az egységmatrixot alkotja, azaz G = [E H] valamely H € K™ (™~") matrixra.

8.27. Példa. A C = {0000,1010,0111,1101} kod szisztematikus, mivel C' egy generator-
métrixa G = (3919) € 23, Ekkor H = (19).

8.28. Definicié. A C, D < K™ linearis kodok ekvivalensek, ha létezik olyan 7 € S,, permu-
tacio, amelyre
a1as...ap € C < a17095...apx € D.

8.29. Példa. A C' = {0000,1010,0111,1101} és D = {0000, 1100,0111, 1011} kodok ekviva-
lensek, mert minden kédszoban a masodik és harmadik szimbolumot felcserélve (m = (2 3))
egymasba vihetdk.

8.30. Tétel. Minden linedris kéd ekvivalens eqy szisztematikus linedris kéddal.
8.31. Tétel. A C < K™ linedris kéd minimdlis tdvolsdga éppen
min{ d(u,0) : uw € C\ {0} }.

8.32. Definicié. Legyen C' < K™ r-dimenzios linearis kod. A P € K™*("=") matrixot a C
kod ellenérz6 matrixanak nevezziik, ha u € K™ akkor és csak akkor kodszo, ha uP = 0.

8.33. Tétel. Minden linedris kédnak van ellendérzé mdtriza, ami egyértelmien meghatdrozza
a kédot. A P € K™= mitriz akkor és csak akkor ellenérzé mdtriza o G € K™"
generdtormdtrizi linedris kédnak, ha oszlopvektorai linedrisan fiiggetlenek és GP = 0. Ha a
kod szisztematikus o G = [E H| generdtormdtrizal, akkor a kid egy ellendrzé mdtriza

—-H
P [ 1 } .
8.34. Példa. A C' = {0000,1010,0111,1101} szisztematikus kod generatormatrixa

1010
G:(0111>'

Tehét a kod ellen6rzé métrixa

R s T R e
— O = O



8.35. Definicié. Legyen K tetszsleges véges test, r > 2,
K7 -1

n=-———
|[K|—1"

éslegyen P € K™*" olyan matrix, melynek sorai a K" vektortér paronként linearisan fiigget-
len nemzéro6 vektorait tartalmazzak (pl. azon nemzéro vektorok, melyeknek az elsé nemnulla
komponense 1). Azt a C' < K™ linearis kodot, melynek P az ellenérzé métrixa, Hamming-
kédnak nevezziik, melynek dimenziéja n — r.

8.36. Példa. Megadjuk a K = Z test feletti (azaz binaris) 222%11 = 3-hossztt Hamming-
kédot. A kod egy lehetséges ellenérzématrixa,

P =

O = =
_ o

tehat H = (1 1) és a kod generatormétrixa
G=(11 1),
azaz C' = {000, 111}.

8.37. Példa. Megadjuk a K = Zj test feletti 3= = 4-hossztt Hamming-kodot. A K>

vektortér azon nemzéro6 vektorai, melynek az elsé nemnulla komponense 1, pontosan a (1,0),
(1,1), (1,2) és (0,1) vektorok. Tehat a kod egy lehetséges ellendrzémétrixa

11
1 2
P_lO’
01

és a kod generdtormétrixa

102 2
G_<o121)'

Ezért a kod 2-dimenzios, kilenc eleme van, mégpedig
C = {0000,1022,2011,0121,1110, 2102, 0212, 1201, 2220}.

A ko6d minimélis téavolsdga 3 (elég megnézni a nemzérd vektorok zérotol vald tavolsagat),
tehat C' 2-hibajelzé és 1-hibajavito, és informacios ratéja % = %

8.38. Példa. Megadjuk a 2% — 1 = 7-hosszt, binaris Hamming-kodot. A kod egy lehetséges
ellendrzématrixa

1 10
1 01
01 1
Pp=11 1],
1 00
010
0 0 1
tehat a kod generdtormétrixa
1000110
G- 0100101
1001 0 0 11
0001111
A ko6d 4-dimenzios, 16 eleme van, és informacios rataja %.

8.39. Tétel. Tetszdleges K test folott a Hamming-kdd tokéletes, 1-hibajavitd és 2-hibajelzd.
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8.40. Definicié. A C' C K™ blokk-kodot ciklikusnak nevezziik, ha minden aqas ... a, kod-
szbra az as . ..aya1 Sz6 szintén kodszo.

8.41. Megjegyzés. Legyen K tetszlleges test. Az ajasz...a, € K" szavakat azonositjuk
az ai + asx + ... apx™ ! polinommal.

8.42. Tétel. Legyen C' < K" nemtrwidlis (azaz C # {0}) ciklikus linedris kod és g € C
manimdlis fokszama fépolinom kddszé. Ekkor

(1) g egyértelmien meghatdrozott,

(2) minden h € K™ széra h € C <= g | h,
(3) g valddi osztéja az ™ — 1 polinomnak,
(4) C dimenzidgja pontosan n — deg(g).

8.43. Definicié. A C < K™ ciklikus linearis kodban egyértelmiien meghatéarozott minimalis
fokszamu fépolinomot a C kod generatorpolinomjanak nevezziik.

8.44. Tétel. Ha g a C < K™ ciklikus linedris kod generdtorpolinomgja, és r = n — deg(g),
akkor a C kdd egy generdtormdtriza

8.45. Példa. Tekintsiik a C' = {0000,1010,0101,1111} ciklikus linearis kodot. Ekkor a
generatorpolinom az 1010 széhoz tartozd g = 1 + x? € Zs[z] polinom, és C egy generator-

maéatrixa
(g _ (1010
G = (mg) o <0101 ’

8.46. Tétel. Ha a g € K|z| polinom wvalddi osztdja az ™ — 1 polinomnak, akkor a g dltal
generdlt C = {h € K™ : g | h} kdd ciklikus, linedris, és g a generdtorpolinomja.

8.47. Példa. Meghatéarozzuk az 6sszes 3-hosszu nemtrivialis ciklikus lineéris binéris kodot.
Az 23 — 1 € Zs[x] polinom irreducibilis felbontdsa 23 — 1 = (x + 1)(2? + x + 1). Tehat
23 — 1-nek pontosan harom valodi osztéja van: gy =z +1, go = 22+ 2+ 1 és g3 = 1. Ezen
generatorpolinomokhoz tartozé kodok rendre a Cy = {000, 110,011,101}, Cy = {000, 111}

és C = 73 ciklikus linearis kodok.
8.48. Tetel. Legyen f € K[x] n-edfoki irreducibilis polinom, § a Klx|/{f) test primitiv

eleme, és g € Klx| a B elem minimdlpolinomja. Ekkor g genmerdtorpolinomja egy %—

hosszi ciklikus Hamming-kédnak.

8.49. Példa. Legyen K =Zy, f =1+ x + a3 € Zo[z] és B = + 1 € Zs[z]/(f). Ekkor
G =(x+1)2=2a2+1,
B=@+1)(22+1)=a3+224+2+1 =22,

azaz 33+ 32 +1 = 22+ (22 +1) + 1 = 0 és ezért 3 minimalpolinomja g = 2® + 22 + 1.
Tehat a Hamming-kod hossza 23 — 1 = 7, és generatorméatrixa

1 1.0 0 0
G =

O OO
OO = O
o = O

11
01
10

—_ = O

0
0
1



8.50. Definicié. Legyen f € K|z| r-edfoku irreducibilis polinom, o a K[z]|/{f) test legalabb
n-edrendii eleme, d < n, és g € K[z] az a,a?,...,a%"! elemek minimélpolinomjainak
legkisebb k6z0s tobbszordse. Ekkor a g dltal generalt n-hosszu ciklikus lineéris kodot BCH-

kodnak nevezziik, ahol d a kod tervezett tavolséga.

8.51. Tétel (Bose, Ray-Chaudhuri, Hocquenghem). Legyen C az el6z6 definiciéban meg-
adott BCH-kéd. Ekkor C

(1) hosszan ésn < |K|" —1,

(2) minimdlis tdvolsdga legaldbb d,

(3) dimenzidja legaldbb n — r(d — 1).

8.52. Példa. Tervezziink binaris 1-hibajavito BCH-kodot. Mivel a kod 1-hibajavito, ezért a
minimélis tavolsdgdnak 3-nak kell lennie. Olyan véges testet kell tehat keresniink, amelyben
van legalabb harmadrendii elem. Tudjuk, hogy a GF(2*) testben van primitiv, azaz 2¥ — 1-
rendti elem, tehat a k = 2 jo vilasztds. A GF(22) testet az f = 22 +x+1 € Zs[z] irreducibilis
polinommal allitjuk el6. A Zs[z]/(f) testben konnyen leellenérizhets, hogy az o = T elem
rendje éppen 3, mert

=r2=x+1,

A =zz+l)=22+z=1.

Ebbdl azt is latjuk hogy 1+ a+a? =0, azaz a minimalpolinomja ¢ = 1 + + x2, és
1+a?+ (a?)? =1+a?+a=1, azaz o mlnlmalpohnomja szintén g = 1 + T+ 2? Tehat
a és o minimélpolinomjainak legklsebb kozos tobbszordse g = 1 + x + 22, igy a keresett
kod generdtormatrixa

G=(11 1),
azaz C = {000, 111}.

8.53. Tétel. A 3-minimdlis tdvolsigu BCH-kédok éppen a ciklikus Hamming-kddok.
8.54. Tétel. A GF(2F) test tetszileges o elemére o és o minimdlpolinomjai megegyezik.

8.55. Példa. Tervezziink binaris 2-hibajavitéo kédot. A d minimalis tdvolsagnak most 5-
nek kell lennie. Legalabb &todrendi o elemet kell keresiink és ilyen van a GF(23) testben.
Viélasszuk az f = 2% + 2 + 1 € Zg[x] irreducibilis polinomot. Tudjuk, hogy a Za[x]/{f) test
minden nemzéré elemének rendje osztoja 23 — 1 = 7-nek, azaz a 0-tol és 1-t6l kiilonboz6
elemek hetedrendtiek. Legyen tehat o = Z és n = 7. Ki kell szamolnunk az «, o?, o és o*
elemek minimélpolinomjat, amihez o hatvanyaira van sziikségiink:

1

a =7,
ot = 7,
a3:73 z+1,
=z +1)=22+z,

\ |
8

(z+
(24 z)=a+22=22+2+1,
(

(@2 +ax+1l)=3 422+ =02%+1,

a7:x(az2+1):x3+x:1.

Tehat o + o+ 1 = 0, azaz o minimalpolinomja 2% + x + 1, és az el6z6 tétel szerint ugyan
ez a minimélpolinomja az o? és o elemeknek is. Az o® minimaélpolinomja 23 + 22 + 1,
mivel o® +a%+1 = a?+a%+ 1 = 0. A minimélpolinomok legkisebb kozds tbbszérose
g=@+z+1)@*+22+1) =25+2°+2"+ 23+ 2%+ 2+ 1, igy a keresett kod
generdtormatrixa G = (1 11111 1). Ennek a kédnak a minimalis tavolsaga 7,
jobb mint a tervezett, de nem valami érdekes, mert dimenzidja csak 1, informécios ratija
pedig csak 1/7. A probléma abbol adodik, hogy tul kicsi testben szamoltunk.
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8.56. Példa. Megint binaris 2-hibajavit6 kodot terveziink, de most az f = z*+34+1 € Zs[x]
irreducibilis polinomot és a Za[z]/(f) testet hasznalva. Vegyiink az a = 7 = 0100 elemet,
és szamoljuk ki hatvanyait (a polinomok és szavak azonositasat felhasznélva)

1 — 0100, o? = 0010, o® = 0001, ot = 1001, o’ = 1101,
111, of = 1110, o8 = 0111, o = 1010, o'? = 0101,
1011, a'? = 1100, a'? = 0110, o't = 0011, o' =1000.
Latjuk, hogy « rendje 15, azaz « primitiv, és ezért n tetszélegesen valaszthaté d = 5
és o(a) = 15 kozott. Az is leolvashato, hogy o minimalpolinomja x* + 23 + 1, o2 és o
minimalpolinomja szintén ez az el6z6 tétel szerint, és o3 minimalpolinomja x4 +a3 422 +x+1.
Tehat a kod generatorpolinomja g = (2 + 23 +1)(2* + 23+ 2242 +1) = 2B+ 2t 22 + 2+ 1.
Ha maximalis dimenzi6ju kodot keresiink, akkor legyen n = 15. Igy a kod generatormatrixa

Il
o
=)

(07
a6

I
—_
—_

all

111010001O0O0O0O0O0O0
01110100O01O0O0O0TO0TO0
00111010O0O01O0O0TQO0TO0
P=]J]000111010O0O01O0O0O0],
06000011 10100O01O0O0
0000O011101O0O0O01O0
00 000O0O111O01O0O0O01

. _ e s foia i T
dimenzidja n —degg = 15 — 8 = 7, és informécios rataja {.

e,

polinomjai mind elséfoktak, azaz ¢ = (z — a)(z — o?)...(z — a® ). A kapott kodot
Reed-Solomon kédnak nevezziik, melynek dimenziéja n —d + 1.

8.58. Példa. Legyen K = GF(23) a nyolcelemti test és o € K a 8.55 példdban hasznalt
hetedrendi elem, melyrél tudjuk, hogy a7 =1 és a® + o + 1 = 0. Tervezziink maximalis
informécios rataju 2-hibajavito kodot, azaz legyen d =5 és n = 7. Az f € K[z] hetedrendd
irreducibilis polinomot meg sem kell hataroznunk, mert minket csak g érdekel. Tehat
g=(@—a)(@ - (@ - o)z a?),
Mivel K karakterisztikaja 2, ezért tetszbleges a € K elemre a = —a, azaz
g=(z+a)(z+a?)(z+a3)(z+ah).
Ezt kifejtve és felhasznélva az o’ =1 és o + a4 1 = 0 azonossagokat
g=za'+ (a+a®+ o+ a2 + (aa® + aa® + aa’ + o?a® + o?at + adat)2?
+ (@a?a® + ac’a + aada® + o?alat)z + ac’ada’
=zt (a+al+ad+a )P+ (@@ +at +a’ +a° +ab +a)z
+ (@4 a" +a®+ )z + alf
_ 4 3 3\Y,.3 3 3112 6 3 3
="+ (@ +al+a+a?))z’+(1+a’(l+a+a’))z*+ (a+a’(1+a+a’))r + «

:x4+a3x3+m2+aac+a3.

2

Tehat a kapott Reed-Solomon kod generdtor matrixa

ad a1 &2 1 0 0
G=[0 o a 1 a* 1 0] eK>,
0 0 o a 1 o3 1

dimenzidja 3, informécids rataja % és pontosan 8% = 512 kodsz6t tartalmaz.



