LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK

2004. oktéber 12.

IRODALOM

A fogalmakat, definicidkat illetéen két forrdasra tdmaszkodhatnak: ezek egyrészt elhangzanak
az el6addson, masrészt megtalaljak a jegyzetben:

Szab6 Laszlo: Bevezetés a linedris algebrdaba, Polygon Kiadd, Szeged, 2003,

5.fejezet (Linedris egyenletrendszerek);

tovabbi ajanlott irodalom:

Hajnal Imre —dr. Nemetz Tibor —dr. Pintér Lajos:

Matematika II1. (fakultativ B vdltozat), (gimndziumi tankonyv);
VIII. fejezet (366. oldaltdl - 377. oldalig, feladatok is!)

D. K. Fagyejev—1. Sz. Szominszkij: Felsofoku algebrai feladatok,

Miszaki Konyvkiadé, Budapest, 1973, illetve Typotex Kiado, 2000;

3. fejezet, 1. szakasz (A Cramer-szabdly): 335.-354. feladat

3. fejezet, 4. szakasz (Linedris egyenletrendszerek): 398.-420. feladat

Kiilonosen ajanlott feladatok: 335., 342., 346., 353., 398., 400.-401., 403.-404.,
406.-407., 411., 416.

Scharnitzky Viktor: Mdtrizszamitds (példatér, Bolyai-konyvek sorozat),

Miszaki Konyvkiadé, Budapest, 2000;

A Linedris egyenletrendszerek vizsgalata c. fejezetben (a 212.oldaltél): 1.-3., 7.-8.

A Matrixok c. fejezetben a Négyzetes matrix adjungéltja és inverze c. szakaszban (a
167. oldaltol, feladatok a 178. oldaltdl): 17.-20. feladat

PELDAK

1. Példa. Oldja meg a kovetkezo egyenletrendszereket:
(a)
r1 + 222 + bz = —9
xr1 — To + 333‘3 =2
3561 — 6(172 — T3 = 25
(b)
4([‘1 +4$2 + 5(173 = 6
xr1 + 2o + 2(173 =3
7.’L‘1 + 7.’172 + 833‘3 =10
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T, — 9 — 223+ 4y — x5 = 2
—3x1 + dx9 + 4wz — 1024 + 325 = —8

21 — o — dr3 + 914 — 225 = 3
—x1 4+ 3x3 —dxy + 5 = —1

Megoldas: frjuk fel az egyenletrendszer bévitett matrixat, majd a jegyzetben (ill. az el6-
addson) ismertetett mddszer® segitségével alakitsuk 1épcsés alakira. A 1épcsés alakrdl a
megoldhatdsag és, amennyiben az egyenletrendszer megoldhatd, a megoldasok leolvashatok.
(a) Elsé megoldds: Az egyenletrendszer bovitett matrixa:

1 2 5 -9
1 -1 3 2
3 —6 -1 25

Adjuk hozza az elsé sor (—1)-szeresét a mésodik sorhoz, majd az els6 sor (—3)-szorosat a
harmadik sorhoz:

1 2 5 -9

0o -3 -2 11

0 —12 —-16 52

Adjuk hozza a méasodik sor (—4)-szeresét a harmadikhoz, valamint a masodik sor (%)—szorosét

az elso sorhoz:

11 5
L0 3 -3
0 -3 —2 11

0 0 -8 8

Szorozzuk meg a méasodik sort (—%)—dal, a harmadikat pedig (—%)—dal:
11 5
Lo 5 -3
2 11
01 35 —-%
0o 0 1 -1

Végiil adjuk hozza a harmadik sor (—%)—szoroszit a masodik sorhoz, illetve (—%)—szorosét
az elsé sorhoz:

1 00 2
01 0 -3
0 01 -1

A matrixnak megfelel6 egyenletrendszer és egyben a megoldas:
.’131:2, .’172:—3 £U3:—1.

Masik megoldds:** Kevesebbet kell a matrixszal szamolni (viszont a végén nem addédnak
kozvetleniil a megolddsok), ha az aldbbi mddszert kovetjitk: adjuk hozzd az els6 sor (—1)-
szeresét a masodik sorhoz, majd az els6 sor (—3)-szorosat a harmadik sorhoz:

1 2 5 -9
0o -3 =2 11
0 —12 —-16 52

*Gauss-elimindciénak, vagy gyakran Gauss-Jordan-elimindciénak is nevezik.
**A jegyzettel ellentétben a matematikai irodalomban ezt szokds Gauss-elimindciénak nevezni.



Adjuk hozza a méasodik sor (—4)-szeresét a harmadikhoz:

1 2 5 -9
0 -3 -2 11
0 0 -8 8

A kapott matrixnak megfeleld egyenletrendszer:

r1 + 222 + bz = —9
—3(172 - 2(173 =11
—8$3 =8

Az utolsé egyenletbdl x3 = —1 adddik. A mésodik egyenletbdl kifejezhetd x4 az x3 segitsé-

gével:
11 + 223
Tog = ————
-3

Ebbe behelyettesitve x3 imént kapott értékét: xo = —3. Az els6 egyenletbol pedig z;1 fejezheto
ki xo-vel és x3-mal:
Tr1 = -9 — 25172 - 5.’173

Kapjuk, hogy =, = 2.

(b) Az egyenletrendszer bévitett métrixa:

~ -
- =
o DN Ot
o wo

A Gauss-elimindacié 1épései:

1 1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3
4 45 6| —10O0 -3 -6 |—1]00 -3 -6
7 7 8 10 0 0 -6 -—11 0 0 0 1

A kapott matrixhoz tartozé egyenletrendszer utolsé egyenlete 0 = 1, igy az egyenletrendszer
ellentmondé (nincs megoldésa).

(c) Hajtsunk végre egy Gauss-Jordan-eliminéciét a rendszer métrixan:

-1 -2 4 -1 2
2 =2 2 0 -2

1 -1 -2 4 -1 2 1
-3 5) 4 -10 3 -8 0

2 -1 -5 9 -2 3 0 1 -1 1 0 -1
0

— —
—1 0 3 =5 1 -1 —1 1 -1 0 1
-1 -2 4 -1 2 -1 -2 — 2
1 -1 1 0 -1 1 -1 —1
— — —

1 4
0 1
1 -1 1 0 -1 0 0 00
-1 1 -1 0 1 0 0 00

0

0
(1 -1 24 -1 2\ (10 =35 -1 1
0 1 -1 1 0 -1 01 -1 1 0 -1

O O O



A kapott matrix 1épcsos alaki és leolvashatoé réla, hogy az egyenletrendszer megoldhaté. Az
ismeretlenek koziil x1 és x5 kotott, mig a masik harom szabad; mivel van szabad ismeretlen,
a megoldéasok szama végtelen. Ilyen esetben a megolddsok megaddsa nem mas, mint a kétott
ismeretlenek kifejezése a szabadokkal:

$1:1+3$3—5$4+IE5

.’L’QZ—1+£L’3—$4

ahol 3, x4, x5 tetszoleges valds szamok.

Alkalmazads. Valamely A matrix inverzének megkeresése az AX = E matrixegyenlet megol-
dasat jelenti, ahol E az A-val azonos tipusu egységmatrix. Egyszertien belathatd, hogy ez
ekvivalens az alabbi egyenletrendszerekkel:

Az, =e;, (i=1,2,...,n)

ahol z,; a keresett X matrix i-edik oszlopvektora, e, pedig az E matrix i-edik oszlopvektora.
Az A-nak pontosan akkor van inverze, ha determinansa nem nulla, ebben az esetben viszont
a Cramer-szabaly alapjan a fonti egyenletrendszerek mindegyike megoldhaté. A megoldashoz
azonban nem érdemes a Cramer-szabalyt alkalmazni.

Mivel ezen egyenletrendszerek egyiitthatématrixa azonos (ti. A), ezért ezeket egyszerre is
megoldhatjuk. Célszerti Gauss-Jordan eliminaciéval dolgozni, akkor ugyanis — amennyiben
van megoldds — a jobboldali konstans-oszlopok helyén , kirajzolédik” az A métrix inverze.
A modszert egy példan mutatjuk be:

2. Példa. Gauss-Jordan elimindcié segitségével szamitsa ki a kovetkezo matrix inverzét:

1 2 1 1
2 2 4 0
3 0 10 O
4 2 11 3

Megoldas frjuk fel a matrixot és a vele azonos tipusu egységmaétrixot egymés mellé (a jobb
attekinthet6ség érdekében fiiggbleges vonallal elvdlasztva). Gauss-Jordan elimindciéval ala-
kitsuk ki a bal oldalon (a métrixunk helyén) az egységmétrixot (természetesen minden elemi
atalakitdast a vonaltdl jobbra is elvégziink). Amennyiben ez sikeriil, akkor a matrixnak van
inverze és a jobb oldalon megjelenik a matrix inverze.

12 1 1[1 000 1 21 1] 1000
2 2 400100 0 -2 2 —2[-21 0 0
— —
3010 0[0 0 1 0 0 -6 7 =3 -3 0 10
42 11 3,0 0 0 1 0 -6 7 -1 -4 0 0 1
1 03 —-1]-1 100 1 00 -10|-10 10 -3 0
0 -2 2 -2 | -2 0 0 0 20 —8| -8 7 —2 0
— —
0 01 3| 3 =310 o 01 3 3 -3 10
0 01 5| 2 =301 o 00 2| -1 0 -1 1
1 00 -10]-10 10 -3 0 100 0]-15 10 -8 5
010 4 4 -2 10 0100 6 -2 3 -2
E—
001 3 3 -3 10 0010 s -3 & 3
ooo 1| -2 o -11 cooo01} -2 o -3 1




A baloldalon F, all, a matrixnak tehat van inverze, mégpedig:

-15 10 -8 5

7
6 —-I 3 -2
t 5§ -3
1 1 1
-3 0 -3 3

TOVABBI AJANLOTT FELADATOK

1. Feladat. Oldja meg a kovetkezo egyenletrendszereket:
1 2 3 5)
B TR x Yy oz
x+y+z 12 5"‘5 123675
2 1 4 ) rT Yy z
————— =—= b —+=-+-=27
(2) T Yy =z 3 (b) 3+4+5
3,5_2_.9 TiYpZoas
c 'y 2 4 5 6 7
r—2y+3z—u=>5 Tot+r3+a4=1
y—2z+3u—xz=0 1+ x3+ 24 =3
(c) _ L (d) _
z—2u+3rx—y=0 r1+2x9+2x4=2>5
u—2r+3y—z=>5 Ty t+xo+a3=7
2. Feladat. Mutassa meg, hogy az
1 1
x1—§x2—|—2$3—§x4:1

5.’,171—.’L‘2—|—9CC‘3—4CU4:1
31 +2x9+6x3 —Txy =11

le—x2+6x3—§x4:2

egyenletrendszernek nincs megoldasa. Mdédositsuk a negyedik egyenlet jobboldalat olyképpen,
hogy az egyenletrendszernek végtelen sok megoldéasa legyen.

3. Feladat. Hatdrozza meg az a értékét gy, hogy a kovetkezo egyenletrendszereknek egyet-
len megoldésa legyen:
20 —y =25 r+2y=38
(a) r+3y=4 (b) (a+Dx4+y=2
r+y=a 224+ 3y =10

4. Feladat. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert, ha a valés paraméter:

r+y—z=1
20+ 3y+az=3
TH+ay+3z=2



5. Feladat. Az a, b valés paraméter mely értékeire szabdlyos az alabbi egyenletrendszer?
Ezen értékekre oldja meg a rendszert a Cramer-szabdly segitségével. A tObbi esetben pedig
Gauss-eliminaciéval hatarozza meg a megoldast.

ar+y+z2=4
r+by+z=3
r+2by+2=4

6. Feladat. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert, ha d valés paraméter:

de+2d—1y+(d+2)z=1
(d—1y+(d—3)z=1+d
dr 4+ (3d—2)y+ (3d+1)z=2—d

7. Feladat. A 2. Példdban bemutatott médszer segitségével (is) szamitsa ki az Inverz métrix
c. feladatsor 1. feladataban szereplé matrixok inverzeit.



