Szamitogéppel segitett felfedeztetés-kozpontu
matematikaoktatas

Doktori értekezés

MADER ATTILA

Témavezets:
DR. KOSZTOLANYI JOZSEF
egyetemi docens

Matematika- és Szamitastudomanyok Doktori Iskola
Szegedi Tudomanyegyetem
Természettudomanyi és Informatikai Kar
Bolyai Intézet

2012



LA matematika a természettudomdnyok kozeli rokona, a ,kisérletezd tudo-
manyok” eqyik tipusa. A matematikaban is eredményre vezethet megfigyelés
és analogia. ... A jovd kézépiskoldiban — remélem — nem hanyagoljik majd
el annyira a matematikai felfedezés, a tudomdnyos mddszer és indukcio
szempontjait, mint a mai kozépiskoliban.” (POLYA GYORGY)
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1. fejezet

Bevezetés - A magyar
matematikaoktatas jelenlegi helyzete

LA legnagyobb tandri mivészet, hogy az alkotds és felismerés dromét éb-
ressze.” (ALBERT EINSTEIN)

1.1. Komplex matematikatanitasi kisérlet

A modern magyar matematikatanitas elsé nagy korszertsitési torekvése 1963-ban in-
dult (részben a Szputnyik-sokk hatasara). Ekkor kezd6dott meg egy budapesti alta-
lanos iskola (a VAaci u. 43. sz. alatt) két elsG osztalyaban Barabas Lajosné és Tiszai
Zoltanné tanitok vezetésével, Varga Tamas komplex matematikatanitasi kisérlete. A
nemzetkozi irodalomban New Math néven ismertté valt reformtorekvések sok orszég-
ban elbuktak — nem tgy Magyarorszagon — mert til hirtelen, tal sokat akartak, nem
illeszkedtek példaul a tanulok életkori sajatossagaihoz sem [107, 61]. Korabban sz6 sem
volt gondolkodtatasrol, a matematikai gondolkodés elsajatittatasarol. A matematika
nem jelentett mést, mint ismeretek rutinszeri alkalmazasa, eljarasok begyakoroltatasa
kizarolag direkt tanari irdnyitas alatt. Az in. komplex matematikatanitasi modszert, il-
letve az ezen alapul6 tantervet 1978-ban kotelezGen bevezették minden elsé osztalyban
[131]. (Ekkoriban, 1962-ben kezdddott meg a tagozatos matematikaoktatas a Fazekas
Mihaly Févarosi Gyakorlo Altalanos Iskola és Gimnaziumban. Az iskola hirnevét meg-
alapozo els6 legendés osztalyba jart: Lovasz Laszlo, Vesztergombi Katalin, Posa Lajos,
Berkes Istvan, Laczkovich Miklos, Major Péter és Pelikan Jozsef is, tanaruk Rabai Imre
volt. Mindezekrél részletes Osszefoglalas olvashato a szerzé [107| cikkében.) Ez a ma-
gyar matematikatanitasban olyan gyokeres fordulatot eredményezett, mely a mai napig
érezteti hatasat. [lyen fellelhetd pont példaul a tananyag spirélis felépitése. Ehhez sziik-
séges volt, hogy a vilag nagy matematikusai felismerjék, hogy a matematika szerepe
az elkovetkezendd évtizedekben meg fog néni, s ezért annak oktatédsat modernizalni
kell. Ebben persze komoly szerepet jatszott a hideghaboru. A valtozasok alapvetGen
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két irdnyban indultak el. Egyrészt bekeriiltek az oktatasba a modern — korabban ki-
zarolag az egyetem hataskorébe utalt — matematika elemei (halmazok, kombinatorika,
logika, valoszintiségszamitas, statisztika, valamint megjelent a transzforméaciészemlé-
let a geometridban és a fiiggvénytanban), masrészt egyre nagyobb hangsilyt fektettek
a tanulok aktiv részvételére. A reformtoérekvés - mint minden valtozéas - megosztotta
az embereket. Sok sziilG ellenezte, nem értették ugyanis, hogy miért kell gyermekiiket
segyetemi szint@” ismeretekkel terhelni. A gyerekek tébbsége azonban szerette a jatékos
matematikdt. A Varga Tamas-féle G4j matematikatanitas lényege éppen az volt, hogy
cselekedve, illetve cselekedtetve a gyerekek maguk fedezzék fel azt az ismeretet, amit
at akarunk nekik adni. A matematika tanulasa a tanul6o aktiv részvételével az egész
gondolkodast formalé folyamatta lett. Az iranyitott felfedeztetés biztositja a tévedés
szabadsagat, ugyanakkor fejleszti a kreativitast és a problémamegold6 gondolkodast.

A tanuléds, mint aktiv folyamat

A tanulas aktiv folyamat; csak akkor lehet sikeres, ha abban a tanul6 aktiv
cselekvéssel részt vesz.

A legfontosabb alapelv a konkrét tevékenységre épiilé tapasztalatszerzés, az esz-
kozok hasznalata, a jatékok beillesztése. A megujitasi torekvés legnagyobb eredménye
az volt, hogy passziv befogadobol, aktiv 1étrehozova léptette el§ a tanulot. Az Gj tan-
terv szerint tanulok szemlélete, felkésziiltsége, problémaérzékenysége lényegesen jobb
lett, fogalmaik tisztabbak, hasznalhatobbak lettek [26].

1.2. A magyar matematikaoktatas a nemzetkozi mé-
rések tiikrében

A magyar matematikaoktatastol a huszonegyedik szézad altal megkovetlet valtozasok-
rol a Szarny és Teher: A magyar oktatas helyzetének elemzése cimii hattéranyagban
Szalay Balazs igy ir [153]: ,A huszadik szdzad matematikai és természettudomanyi tan-
terveinek tartalmat jellemzGen a felsGoktatas igényei szabtak meg, és elsGsorban az az
ismeretanyag alkotta, amely a viszonylag kisszami matematikus, tudos és mérnok kép-
zésének alapjaul szolgalt. E tekintetben kiilonosen a matematika tananyag jart élen,
kivalo felépitésének koszénhetGen egy teljesen kompakt rendszert alkotott. A modern
tarsadalmak mindennapjaiban megnétt a természettudomanyok, a matematika és a
technika szerepe, igy a személyes érvényesiilés, a munkavallalds és a tarsadalmi élet-
ben vald teljes értéki részvétel valamennyi felnGttol egyre nagyobb mértékben kdveteli
meg - és nem pusztin azoktdl, akik természettudomannyal Gsszefiiged péalyéan dol-
goznak - a matematikai, természettudomanyi és technikai miiveltséget.” Az azonban
megitélés kérdése, hogy mit is értiink matematikai miveltségen. A fogalom egyaltalan
nem joldefinialt, igy a tanulési folyamat minden résztvevéje (diak, tanar, sziils, tarsa-
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dalom, munkaltato, allam) sajat aktualis igényei mentén kérhet szamon ezen a néven
gyakorlatilag barmit.

A tudéds fogalmdnak atértékelddése

A t6bb informacié nem jelent tébb tudast. Elényhoz az jut, aki a szamara
gyakorlatilag korlatlan mennyiségben rendelkezésre 4116 informaciok kozott
kapcsolatot képes teremteni. Az érték a rendszerbe foglalt tudas |38|.

Magyarorszag 1995 6ta vesz részt az atértékel6dott tudast meghatarozni, illetve
mérni kivin6 nemzetkozi 0sszehasonlitdsokban.

1.2.1. TIMSS

Az egyik ilyet, az 1995-ben indult és négyévente lebonyolitott TIMSS-vizsgalatot
(Trends in International Mathematics and Science Study) oktatasszakmai célok hivtak
életre. A Szarny és Teher: A magyar oktatas helyzetének elemzése cimii hattéranyaghan
Szalay Baléazs igy ir [153]: ,A mérés voltaképpeni célja, hogy a matematika- és a ter-
mészettudomanyoktatas fejlesztése érdekében Gsszehasonlité adatokat szolgaltasson a
résztvevl orszagok oktatasi teljesitményének aktuélis allapotarol. A trendek kovetése
mellett keresi az adott idGszakban legsikeresebbnek, leghatékonyabbnak mutatkozo
oktatasi gyakorlatokat. A TIMSS-vizsgalat matematikatesztje a résztvevs orszagok
tanterveinek metszetén méri a tanulok tudéaséit, a tesztben szerepld feladatok tobb-
sége hasonl6 ahhoz, amilyenekkel a magyar didkok az iskolai oktatdsban talalkoznak.
A magyar 4. és 8. évfolyamos tanulok a TIMSS matematikavizsgalatdban a résztvevd
orszagok 500 képességpontos dtlaganal jobb eredményt értek el mind a négy mérési cik-
lusban. A 8. évfolyam esetében az 50 résztvevs orszag koziil minddssze 6t tavol-keleti
allam tanuloéinak teljesitménye volt szignifikdnsan jobb a magyar didkokénal.”

1.2.2. PISA

A masik, nemzetkozi 6sszehasonlitdsban mérvadé mérés, a PISA-mérés (Programme
for International Student Assessment - Nemzetkozi Diakértékelési Program), egy gaz-
dasagi iranyultsagi szervezet, az OECD megrendelésére késziil. Szalay Balazs Ossze-
foglalasaban [153]: ,Ez az els6 olyan atfogd nemzetkozi felmérés, amely kovetkezetesen
szakitott a tanterv alapd tematikaval, és elsGsorban a mindennapi életben hasznalhato
tudast vizsgalja. A mérés az iskolai tanulas sorén elsajatitott ismeretekbdl és készsé-
gekbdl felépiils, az adott tudoményteriileten érvényes tudasra Osszpontosit. A mate-
matika esetében azt méri tehat, hogy milyen mértékben képesek a tanulok a valosagos
problémékat felismerni, megérteni, értelmezni és megoldani azaltal, hogy azt elGszor
matematikai probléméakka konvertaljak, majd a matematikai megoldast értelmezik a
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valoés probléma tiikrében.” A PISA-vizsgalat tehat a matematikai eszkoztudés, a mate-
matikai alkalmazas képességének mérését tlizte ki célul. A matematikai eszkoztudast a
kutatasi terv elkészitésére felkért szakértGi csoport a kovetkez&képpen hatarozta meg:

A matematikai (eszkoz)tudds (PISA)

Az egyénnek az a képessége, hogy képes felismerni, megérteni, milyen sze-
repet jatszik a matematika a benniinket koriilvevé vilagban, és ennek tiik-
rében képes megalapozott dontéseket hozni és cselekedni, hogy jelenlegi és
késébbi élete soran alkoto és felelgs ember legyen [38].

Mindenképpen érdemes ezt Gsszevetni a Polya Gyorgy altal adott korabbi értel-
mezéssel:

A matematikai tudas fogalma (Pdlya Gyorgy)

Matematikat tudni annyit jelent, mint képesnek lenni matematikat m-
velni. Ez jelenti a szaknyelv folyékony hasznalatéit, problémamegoldasokat,
argumentumok kritikai vizsgalatat, bizonyitasokat, és talan a legfontosabb
matematikai aktivitast, a matematikai elvek, koncepciok észrevételét adott,
konkrét szituacioban [135].

Most egy 1j, a modern tarsadalom &altal megkivant, gazdasagi szemléletii értel-
mezéssel éliink. A korabbiakban ez, mint lehetséges szemléleti mod fel sem meriilt:

A matematika tudas fogalma (Richard Skemp)
A matematikatanitas néhany ajitoja igyekszik a matematikat logikai fejls-
désében bemutatni. Bar ez a megkozelités dicséretes abbol a szempontbol,
hogy igyekszik a matematikat értelmes, nem pedig 6nkényes konstrukci-
oként megismertetni, mégis két szempontbol is hibdsnak mondhaté. El6-
szOr is Osszezavarja a kérdés logikai és pszichologiai megkozelitését. Egy
probléma logikai megkozelitésének a f6 célja mindig az, hogy meggy6zze
a kétkeddket. A pszichologiai megkozelités f6 célja ezzel szemben az, hogy
elGsegitse a megértést. Masodszor, ez a fajta megkozelités csupan a mate-
matikai felfedezések végsG eredményét szolgaltatja, és nem ismerteti meg
a tanulot a matematikai felfedezés modszerével. Matematikai gondolatokat
tanit, matematikai gondolkodas helyett [145].

A teszt harom dimenziéban mér:

(a) matematikai tartalom;
(b) megoldasi folyamat;
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(c) szituaciok (személyes - sajat tevékenység, tarsadalmi - tagabb kornyezet, tudoma-
nyos - elméleti probléma).

A PISA-vizsgélat matematikatesztjén a magyar didkok az OECD-tagorszagok
500 pontos atlaganal valamivel gyengébb eredményt értek el a vizsgdlat mindharom
ciklusaban. A PISA-mérésben megéllapitott 500 pontos OECD-atlag, amelyhez viszo-
nyitva szamitjak ki az 6sszes részt vevs orszag eredményét, erGsebb oktatasi rendsze-
rekben tanuld didkok atlageredményéhdl szarmaztatott érték [38].

1.1. Megjegyzés. A mérést végz6 kutatok arra is gondot forditottak, hogy kikér-
dezzék a didkokat szocialis hatteriikrél. Ide tartozik példaul a sziil6k végzettsége il-
letve munkaja, a sajat szoba, testvérek szama, a szamitogép. Megallapitottak, hogy
a magyar tanulok szocidlis héattere gyengébb, mint az OECD-atlag, és nagyobbak a
kiilonbségek is. Ez utobbi arra utal, hogy a magyar oktatasi rendszer képtelen segiteni
didkjainak kitorni a hatranyos helyzetbdl. A kutatok megallapitottak, hogy Magyar-
orszagon valamennyi OECD-orszag koziil a legerésebb a csaladi szocialis-kulturélis
hattér és az iskolai teljesitmény kapcsolata. Ha ez a kapcsolat erGs, az azt jelenti, hogy
a hatranyos helyzetii tanul6 nem tud a képességeinek megfelelGen teljesiteni.

1.2.3. A TIMSS és PISA mérések eredményeinek Osszehason-
litasa

A PISA-vizsgalatban a vilag fejlett orszagainak tobbsége részt vett. A TIMSS-mérésbél
hianyzott Finnorszag, Svajc, Liechtenstein, Belgium, Esztorszag, Izland, Irorszag,
Franciaorszag, Lengyelorszdg, Luxemburg, Spanyolorszdg, Horvatorszag, Portugilia,
Gorogorszag. Ugyanakkor a TIMSS-mérés szamos fejléds azsiai, kozelkeleti és afrikai
orszagra is kiterjedt |153]. A kovetkezd abra a [153] tanulmanybol szarmazik.
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A tudads mérésének viszontagsagai

A didkoktol semmi esetre sem szabad elvarni, hogy olyan problémakat old-
janak meg, amelyekre nem készitettiik fel Gket, melyekkel nem talalkoztak
kordbban a tanulmanyaik soran.

A PISA tesztek tulajdonképpen ilyenek voltak, hiszen:

(a) A feladatok sem tartalmukban, sem megfogalmazasukban nem illeszkedtek a ma-
gyar matematikatanitasi kulturaba, hagyomanyokba. (Ellentétben a finn oktatas-
kultaraval mely hagyoményosan gyakorlati jellegii és az élethez kozeli, sok tanter-
ven kiviili foglalkozassal.)

(b) A szamonkérés modja teszt jellegii volt, amely szintén idegen a magyar hagyo-
manyoktol. S mivel a teszt jellegi szamonkérés nem jelenik meg a kimeneti mé-
résekben (nyolcadik oszalyos felvételi, érettségi), ezért nem is készitjiik fel a diak-
jainkat ilyen tipusu feladatok megoldasara. Itthon marginalisan, kizardlag verse-
nyek (Zrinyi Ilona Matematikaverseny, Gordiusz Matematika Tesztverseny, Hajnal
Imre Matematika Tesztverseny, Nemzetkozi Kenguru Matematikaverseny (Francia-
orszaghol adaptalva), Bolyai Janos Matematikai Csapatverseny (részben), néhany
internetes tesztverseny (pl. Mozaik Tanulmanyi Verseny)) formajaban jelenik meg,
viszont Finnorszagban szokasos formaja a szamonkérésnek.

(c) A vizsgélt populacio (15 évesek) véalasztasa a finn rendszernek kedvez, hiszen ott
ez az életkor iskolai fokozatot zar, mig nalunk nem.

(d) A feladatsornak nem volt sem egyéni, sem kozosségi tétje.

(e) A feladatsor hosszu volt, bonyolult, fejlett szovegértési készséget igényelt, melynek
a magyar didkok szintén hijan vannak. (A finn didkok szovegértése kiemelkedd.)

(f) A feladatok komplexek voltak, gyakorlati ismeretek Gsszekapcsolasat igényelték
[82].

1.3. A kompetencia fogalma és szerepe az oktatasban

A XXI. szazadban az ismeretelsajatitas sziikségességét bizonyos kompetenciak meg-
szerzésének fontossdga valtotta fel. A nyolcvanas évek végén és a kilencvenes évek
elején erre a valtozasra paradigmavaltassal adott valaszt a mérési-értékelési szakma: a
korabbi tantervi alapi, tartalmi elemekre 6sszpontositd mérések mellett megjelentek
a kompetencia alapti mérések is.

1.3.1. A kompetencia fogalma

Jelenleg az oktatasfejlesztés egyik legdinamikusabban fejl6dé kutatési teriilete a kom-
petencidk vizsgalata. A kompetencia fogalma nem egységes, mést és mast jelent az
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élet kiilonbo6z6 teriiletein, de a fogalom oktatés teriiletén betoltott jelentése is jelenleg
még inkabb csak kialakul6ban van.

Az alabbiakban csak néhany megkdozelitést emlitiink.

A kompetencia fogalma (Coolahan!)

A kompetenciat ugy kell tekinteni, mint olyan altalanos képességet, amely
a tudason, a tapasztalaton, az értékeken és a diszpozicidkon alapszik, és
amelyet egy adott személy tanulas soran fejleszt ki magaban [161].

A kompetencia fogalma (Nagy Jozsef)
A kompetencia a személyiség alkomponensrendszere, mely tovabbi kompo-
nensekre bonthato, gy mint: képességek, egyszert és komplex készségek,
oroklott és tanult rutinok és ismeretek [122].

A kompetencia fogalma (Halasz Gabor)

A kompetencia az a képességiink és hajlandosagunk, hogy a benniink 1év6
tudast (ismereteket, készségeket és attittidbeli jellemzsket) sikeres problé-
mamegoldo cselekvéssé alakitsuk [66].

A kompetencia fogalma (Felndttképzési Torvény)

A képzésben részt vett személy ismereteinek, készségeinek, képességeinek,
magatartasi, viselkedési jegyeinek Osszessége, amely altal a személy képes
lesz egy meghatarozott feladat eredményes teljesitésére [48].

Az oktatas szaméara legfontosabbak az tn. kulcskompetencidk. Ez a kompeten-
ciak azon sziikebb kore, amellyel minden embernek rendelkeznie kell. (Ezek azok a
kompetenciak ugyanis, amelyek alapul szolgalnak pl. a funkcionélis kompetenciak ki-
alakulasdhoz.) Az EU meghatéarozasa e targykorben jelenleg a kovetkezd:

A kulcskompetencia fogalma (EU)

A kulcskompetencidk az ismeretek, készségek és attittidok atvihets, tobb-
funkcios készletét képviselik, melyre minden egyénnek sziiksége van az on-
megvaldsitashoz és fejlédéshez, beilleszkedéshez és munkavallalashoz. Eze-
ket a kotelez6 iskolai oktatas vagy képzés befejezéséig ki kell fejleszteni, és
az egész életen at tartd tanulés részeként a tovabbi tanulas alapjaul kell
szolgalniuk [45].

1John Coolahan, ir pedagogus, az Eurépai Tanics szakért&je
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Magyarorszagon a NAT [121] 2007-es modositasaba keriilt be a nyolc kompeten-
ciat:

—_
~—

anyanyelvi kommunikacio;

idegen nyelvi kommunikécio;

matematikai kompetencia,

természettudomanyi és technologiai kompetencia;
digitélis kompetencia;

a tanulas tanulasa;

személykozi (szocidlis) és allampolgari kompetencia;
vallalkoz6i kompetencia;

kulturalis kompetencia.

NN AN N N N S S N
0~ O Ot i W N
— N S S e

Ne)

tartalmazo keretrendszer.

Magyarorszigon a kompetencia alapi oktatas elterjesztésére irdnyuld projektek
2004 és 2007 kozott elsGsorban a HEFOP (Huménerdforras-fejlesztési Operativ Prog-
ram), 2007-t6l pedig a TAMOP 3.1.4 (Tarsadalmi Megtjulas Operativ Program) ke-
retein beliil indultak el. A tovabbiakban a matematikai kompetencia fogalméaval fog-
lalkozunk.

1.3.2. A matematikai kompetencia

A matematikai kompetencidkat elGszér Mogens Niss dan kutato foglalta 6ssze [119]:

(1
2

) matematikai gondolkodas és kovetkeztetés;
) matematikai argumentécio;
3) matematikai kommunikacio;
4) modellezés;
5) problémafelvetés és -megoldas;
)
)
)

(=2}

reprezentacio, abrazolés;
szimbolikus, formalis, nyelvi, technikai miiveletek alkalmazésa;
eszkdzhasznélat.

7
8

NN TN N N SN N

A kompetencidkat az alabbi osztalyokba sorolhatjuk:

(a) reproduktiv osztaly;
(b) integrativ osztaly;
(c) kreativ osztaly.
Tartalmi szempontbdl a kovetkezs bazispontok koré épitkezhetiink:
(i) tér és alakzat;
(i) valtozasok és relaciok;
(iii) mennyiségek;
(iv) bizonytalansag.

Ezeket a késGbbiekben kiilonb6z6 kutatasok a sajat vizsgalati modelljiikben rész-
ben modositottan kezelték [4].
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1.3.3. Az Orszagos kompetenciamérés

Az Orszagos kompetenciamérés 2001-ben indult. A vizsgalat az iskolarendszer 4. év-
folyaman tanul6 didkok korében az alapkészségek, 6., 8. és 10. évfolyamon pedig a
matematikai eszkoztudas és a szovegértési képesség felmérésére terjed ki. Az orszig
Osszes iskolajanak minden telephelyén minden 4., 6., 8. és 10. évfolyamos tanuld azo-
nos idépontban és azonos feltételek mellett irja meg a tesztet. A tesztek eredményeinek
elemzésébdl megallapithato, hogy 6. és 10. évfolyamos didkok matematika eredménye
gyakorlatilag nem valtozott, mig a 8. évfolyamos didkoké csokkent 2003 és 2007 kozott
[153].

A mérések fogadtatasa nem volt egyontettien pozitiv. A szakma a feladatsorokat
hossztinak, a feladatokat a magyar matematikaoktatasi kultaratol és szokasoktol ide-
gennek tartotta. Ezen utobbi oknal fogva viszont nem is varhato el, hogy a tanulok itt
nyujtott teljesitményét kiértékelve alkossunk értékitéletet. Pedig sajnos ez torténik. Az
iskoldkat ezen mérés eredményei alapjan itélik meg, s az itélkezés olykor erds hangvé-
teld. Eppen ezért a fenntarto, s rajta keresztiil az iskola vezetGsége igyekszik minél jobb
eredmény elérésére osztokélni didkjait, de elsGsorban tanarait. Igy nem egyszer, nem
egy iskoldban adtak utasitasba a tanaroknak, hogy a teszt megirasa elGtt készitsék fel
erre didkjaikat. Ezen igényt kielégitends, erre a célra feladatgytijtemények is jelentek,
jelennek meg szép szamban |10, 41, 100, 101, 127, 128, 149, 150|. Mindez ellentétes a
kompetenciamérés elveivel, hiszen ezek szerint erre a mérésre nem lehet el6re késziilni!
Masrészt teljesen megbontja a tananyag elGzetes, logikus felépitését, az érettségire vald
folyamatos, hosszu tava felkésziilést, hiszen a mérésben talalhato feladatok semmilyen
formaban nem egyeztetheték Gssze a majdani kimeneti mérés feladataival. Kiils6 nyo-
mésra a tanarok nem csak, hogy a tesztre kénytelenek elére felkésziteni, hanem a teszt
megiratasa soran(!) is sok esetben segiteniiik kell tanitvanyaikat. Ez viszont jelentds
mértékben torzitja a mérés eredményét, irrelevanssa téve azt. Rdadasul a kompetencia-
mérésekre valo panikszerd felkészités utan minden visszatér a rendes kerékvagasba; a
mérések tehat nem érik el egyik legfontosabb céljukat, a szemléletvaltast. Nem is lenne
szerencsés ha elérnék, egészen addig, amig az nem jelenik meg a kimeneti mérésekben
(8. osztalyos felvételi, érettségi). Az idegenkedés masik oka a mérés megiratasanak
modja. A mérés egy teljes napra megakasztja az iskola életét. A lebonyolitas operativ
része az iskola feladata. A megiras soran a teszteket félig-meddig titkositjak. A megirt
feladatlapokat elszallitjak az iskolabol, a tanarok nem értesiilhetnek az egyes diakok
teljesitményérsl. Csupén egy, az egész iskolara levetitett Osszesitett eredményt kapnak,
amely nem segit az esetleges hianyok, illetve ezek okainak, forrasdnak feltarasaban, pe-
dig ez lehetne az ilyen egységes mérések egyetlen kdzvetlen haszna.
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1.4. Kiutak keresése: modellezés és valdésagkozeli ma-
tematika

1.4.1. Matematikai modellezés

A matematikai modellezés a XX. szazadban alakult ki, elsGsorban a kognitiv pszicho-
logia fejlédésének hatésara. A modern matematikadidaktika sem kezeli mar a mate-
matikit a valosagtol teljesen elszakitva, hanem vallja, hogy a kapcsolatok kétoldala
bemutatasaval egyiitt, elvalaszthatatlan egységként érdemes Gket kezelni [52]. Azota
a témaban szamos konferenciat tartottak, (az elsét 1985-ben az ICTMA (Internatio-
nal Conference of Teaching Mathematics Applications) szervezésében) illetve az EU
a németorszagi University of Education koordinaldsaval szamos orszag részvételével
(Franciaorszag, Németorszag, Magyarorszag, Ciprus, Spanyolorszag, Egyesiilt Kiraly-
sag) LEMA (Learning and Education through Modelling and Applications) néven
kiilén projektet is inditott a témaban, melybe 2006 szeptemberétsl Magyarorszag is
bekapcsolodott [91]. A projekt célja egy olyan tanitasi segédanyag kidolgozasa, mely-
nek segitségével az Uni6é barmely orszigaban az oktatis barmely szintjén megkonnyiti
a matematikai modellezés oktatasba vald integralasat.

Maga a modell, illetve a modellezés fogalma is jelentés valtozasokon ment ke-
resztiil, jelenleg Blum értelmezése a legelterjedtebb.

A matematikai modellezés fogalma (Blum)

A matematikdban altalanossa valt a modellezés megnevezés alkalmazasa
arra a teljes folyamatra, amely magaban foglalja a strukturalas, matema-
tizalas, matematikai kidolgozas, és interpretalas/validalas (esetleges tobb-
szori végrehajtasat) a végsd, elfogadhatd eredmény érdekében [15].

A modellezési ciklus jol hasznalhat6 modellje a PISA 2003 tanulméanyban jelent
meg [158].

Valés 2| Matematikai

probiéma T probléma

=

Matematikai

Valds megoldds gt
megoldas

 “vaids vidg® |  “Matematikai vidg® |
1.2. dbra. A modellezési ciklus (PISA 2003)

(1) Induljunk ki egy valos kérnyezetben 1évé problémabol.
(2) Rendezziik el ezt a matematikai fogalmak szerint, valamint ismerjiik fel az ide
vonatkoz6 matematikai eljarasokat.
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(3) Fokozatosan vagdossuk le a valosag elemeit olyan folyamatok segitségével - mint
példaul feltételezés, altalanositas és formalizalés - melyek elGtérbe helyezik a szi-
tuacié matematikai vonasait és a valos problémat olyan matematikai problémava
alakitjak, amely hitelesen reprezentalja a szituaciot.

(4) A matematikai probléma megoldasa.

(5) Ertelmezziik a megoldast a valos szituaciora vonatkoztatva.

A fenti modell Blum munkéssiga nyoman egy fontos elemmel fejlédott; a szi-
tuacié megértése, a szituaciobol készitett modell, kiilon 1épésként jelenik meg. A to-
vabbiakban a modellezés folyamatédban csak a szitudciés modell vesz részt, vagyis az
a ,valosag’, ahogyan a tényleges szituiciot megértettiik, értelmeztiik [15]. Az alabbi
abra a [16] tanulmanykotetbol szarmazik.

3

modz] model

1 Understanding
2 Simplifying/Structuring
. 3 Mathematising
4  Working mathematically
_— 5 Interpreting
1 Sl
o x}"—b R 4 6 Valicating
8
real m mathematical
rasults v results
rest of —
the world = mathematics

1.3. 4bra. A Blum-modell

1.2. Megjegyzés. Ahogy lathato, egyik modellbdl sincs ,kilépés”. Ennek oka, hogy a
hangsily magén a folyamaton, és nem annak eredményén van.

Modellek hasznélhatok egyrészt szitudciok leirasara, pl. algandvekedés, szeren-
csejatékok. Ezeket leir6 modelleknek nevezik. Masrészt modellek készitheték bizonyos
szandékok adott koriilmények kozotti megvalositasara, pl. valasztasi eljarasok, értéke-
lési eljarasok készitéséhez. Ez utobbiak a normativ modellek.

A modellezési feladat megoldasa soran a hangsily azon a folyamaton, elja-
raso(ko)n van, amelyet a tanulénak kell megtalalnia és végrehajtania ahhoz, hogy
egy matematikan kiviili probléma és valamely matematikai tartalom kozott megfelel
kapcsolatot teremtsen. Ilyen jellegii , forditasi eljards” a matematikan beliil is 1étezik,
példaul amikor geometriai probléma keriil formalizidlasra. Ebben az esetben matema-
tikan beliili modellezésrdl beszéliink [4].

Ezeket a feladatokat a diakok rendszerint csapatmunkaban kell, hogy megoldjak
(méar csak a szertedgazo részfeladatok miatt is), mely teljesen idegen a magyar oktatési
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hagyomanyoktol. Erre még a tanarok sincsenek felkésziilve, hijan vannak pl. a fejleszt6
kérdéseknek, melyekkel folyamatosan iranyitaniuk kellene a csoportmunkéat, illetve a
didkok sem tudjak, hogyan is értékeljék egymas altal a csoportok munkajat. Arrol nem
is beszélve, hogy a modellezési feladatok matematikan kiviili ismereteket is igényelnek,
melyek altalaban egyéltalan nem trivialisak, és amelyeknek sokszor még a legfelkésziil-
tebb tanarok sincsenek birtokdban [159]. Ugyanakkor a modszer kétségkiviil igazan
alkalmas a tanulok komplex problémamegoldasanak fejlesztésére.

1.4.2. Valésagkozeli vagy realisztikus matematika

A XX. szazad végére a matematikai nevelés leglényegesebbnek tekinthets kérdéseihez
az el6z6 évtizedek realisztikus matematikaoktatasi iranyzata visz kozel. Elinditojanak
Hans Freudenthal? tekinthets. Munkassagét a nevét visel6 matematikadidaktikai kuta-
tasokkal fogalakozo intézet (Feudenthal Institute for Science and Mathematics Educa-
tion®) folytatja. (Az intézet altal folytatott kutatéasok, illetve az dltala képviselt szem-
lélet nagy mértékben Gsszecseng Varga Tamés elképzeléseivel.) Az iranyzat alapvets
gondolata, hogy a tanulok nem készen kapott ismeretek befogadéi a matematikatani-
tas soran, hanem lehetGségiik van nagyszamu, valtozatos kornyezetbdl vett probléma,
kiilonb6z6 szituaciok vizsgalata alapjan a matematikai fogalmak, koncepciok, tételek
felfedezésére. A realisztikus” jelzé azt fejezi ki, hogy a tanuldk tapasztalatszerzését
ugy kell megszervezni, hogy az altaluk vizsgalt problémék realisak, elképzelhetGek,
jelentéssel birok legyenek a szdmukra. Ez jelentheti a valdsdgbol vett jelenségeket,
objektumokat éppugy, mint a korabbi tapasztalatokbol ismert matematikai kontex-
tusokat. Tanulmanyaban Somfai Zsuzsa errdl igy ir [148]: ,A problémabol inditott
tapasztalatszerz6 folyamatban a tanulok szembesiilhetnek kiilonb6z6 megoldasi mo-
dokkal. Igy kozben megtanuljak, hogyan lehet sajat allaspontjukat megvédeni, méasok
munkajat kritikusan meghallgatni, mérlegelni, a masik munkajat értékelni. Egy adott
pillanatban bekovetkezik az absztrakcio, az altalanositas, a formalizalas indokolttéa va-
az érvényesiilése megvaltoztatja a tanar és a tanulok tradicionalis szerepét a tanulasi
folyamatban. A tanar az abszolit tekintélybdl a folyamatot irdanyitd, segitd szemé-
lyiséggé valik. A megfellebbezhetetlen kozlések helyett a segités, kérdezés, a tanulok
gondolkodéasanak arnyalt kovetése lesznek a {6 tanari tevékenységek. A tanulok passziv
befogado6 helyett aktiv szereplGkké valnak.”

Az MUED német matematikatanéar-szervezet el6zetes munkajanak koszénhetGen
2004-ben elindult DQME (Developing Quality in Mathematics Education) néven egy
3 éves uniods projekt, melynek célja, hogy a matematikat az akadémikus stilus helyett,
egy valosagkozeli, praktikus eszkozként segitse kezelni [39]. Ezen projekt egyik {6 célja
az ujsagcikkeken, médiabol vett szitudciokon keresztiil a didkok kritikai gondolkodasa-
nak fejlesztése, melyet az ontudatos EU polgar egyik legfontosabb erényének tartanak.

2Hans Freudenthal (1905-1990) német matematikus
Shttp://www.fi.uu.nl/
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Emellett fontos a vilag probléméinak megértése és megismerése. Tovabba nemzetkozi
felmérések azt bizonyitjak, hogy azok a didkok vilnak a matematika tudatos felhasz-
naloiva, akik az iskolaban is tanultak az alkalmazasokrol [102].

1.5. A jelen helyzet és a jov6 tarsadalmanak elvarasai

A nevelési-oktatasi rendszer ujjaépitéséhez sziikséges pedagodgiai megujulas idevagd
lényeges elemei a Szarny és Teher Konferencia alapjan a kovetkezékben foglalhatok
Ossze |38|:

(1) az erkolesi és esztétikai, az olvasasi-szovegértési készségek, a beszédkészség, az iras
és az infokommunikécios készségek fejlesztése - Ossztantargyi feladat;

(2) a kisérletezés - kulcspont a természettudomanyos oktatas megujulasaban;

(3) az infokommunikacios modszertar - a pedagogia 1j eszkoze.

A matematika kapcsan a legfontosabb elvarasokat a Kerettanterv [85] igy fogal-
mazza meg:

(1) a modellalkotas, matematizalas jelentGségének novekedése;

(2) a matematika alkalmazasi terének novekedése;

(3) egyenstily a matematika belsd struktirajanak kiépitése és a tanultaknak a min-
dennapi életben, mas targyakban valo felhasznalasa, eszkdzként valo alkalmazasa
kozott;

(4) a modern oktatési, tanulési technologiak beépitése a mindennapi iskolai oktatasi,
nevelési tevékenységbe.

Ezzel szemben egy 2003-as felmérés szerint a tanarok oraikon szinte egyaltalan
nem hasznélnak informatikai eszkézoket. Az alabbi tablazat 169 valaszolora vonatkozo
adatokat tartalmaz [147]. (A gyakorisdgra vonatkoz6 adatok szézalékban értendok.)

Eszkozok soha ritkan néha elég  gyakran gyakran (5) atlag szOras
(1) ) (3) (4)

kereskedelmi 38,9 37,7 18,6 4,8 0 1,89 0,87

forgalomban

vaséarolt digitalis

eszkoz0k

hazilag ke- || 99,6 27,0 8,6 4,3 0,6 1,60 0,87

sziilt  digitalis

eszkozok

ingyenes multi- 50,4 31,5 28,6 9,6 ]_,8 2,19 ].,01

meédia tananyag

internet 234 | 341 | 281 | 96 4.8 2,38 | 1.08

prezentaciokészitd 65,2 22,6 7,9 2,4 1,8 1,53 0,88

szbvegszerkeszto, 23,1 22,5 23,1 16,0 15,4 2,78 1,37

tablazatkezels

1.4. 4dbra. Informatikai eszk6zok hasznalati gyakorisdga a matematikaorakon
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Az objektiv okok kozott feltétleniil szerepelnek a technikai problémék. Az isko-
lak tobbségében nem megoldott, hogy a tanar barmelyik 6ran kiilon szervezés nélkiil
szamitogépet hasznaljon. Ennek a koriilménynek a hidnyaban esetleges és nagyon fa-
radségos, idGigényes az olyan oOra elGkészitése, ahol elektronikus eszkdzt hasznédlhat
a tanar. Kevesen vallalkoznak ilyen természetii, onalloan fejlesztett anyag készitésére
[147]. A taneszkozvalaszték az elektronikus eszkozok teriiletén az elmult években rob-
banésszeri fejlédésnek indult. A ma tankonyvei DVD kiegészitésekkel jelennek meg,
ismét késziilnek tanari segédkonyvek, melyek szinte kizarolag ebben a formatumban
féerhetsk hozza (nem egy esetben a feladatgytijtemények megoldaskdteteivel egyetem-
ben).

A fenti felmérés eredményei szerint a modszerek tekintetében sem jobb a helyzet
[147]:

Modszerek soha ritkan néha elég gyakran | gyakran (5) | atlag szOTas
(1) (2) 3) (4)

tanari magya- || 0 0 3,6 32 64 4,61 0,56
razat

frontalis 0 1,7 |81 | 453 44,8 433 0,70
osztalymunka

tmanf tanulsi || 0 5,2 15,1 56,4 23,3 3,98 0,77
differencialas 1,2 11,6 37,2 41,9 8,1 3,44 0,85
csoportmunka 5,2 31,4 35,5 20,3 7,6 2,94 1,02
parmunka 23,4 42,7 22,8 10,5 0,6 2,22 0,94
projektmodszer || 41,1 | 36,1 | 19,0 | 3,8 0 1,85 | 0,86
terepmunka || 77,8 | 18,0 | 3.6 | 0,6 0 1,28 | 0,59

1.5. abra. Tanulasszervezési formék gyakorisaga a matematikadrakon

A tanari magyaréazat, a frontalis osztdlymunka, az 6néall6 tanuldéi munka, illesz-
kedik a magyar matematikaoktatas hagyomanyos modszerei kozé, illetve ki is meriti
azt. A differencidlas megléte, vagy hidnya nem a tanaron mulik. Az anyagi, illetve
szervezési lehetGségek korlatai szabjak meg azt, hogy van-e ra lehetGség. Az idézett
tanulmany (|147|) szerint az osztalyok kevesebb, mint 30 %-aban van szintek szerinti
csoportbontés, az is féleg csak a fels§ két évfolyamon jellemzs, ahol ezt mar az érett-
ségire valo felkészités megkivanja. A differencidlas ezen esetben sem a tanulok valodi,
hanem a valasztott (elérni kivant) tudasszintjéhez igazodik. A csoportmunka idegen
a magyar oktatasi hagyoményoktol; nem is miikddtethets 35-38 fGs osztalyokban. A
terepmunka idegeniil hathat a matematikaora kapcsan, viszont Anglidban, illetve az
USA-ban ennek komoly hagyoményai vannak. Célja a kdzvetlen tapasztalatszerzés
(mérés, megfigyelés, adatgyijtés, kisérletezés). A projektmodszer miikodtetéséhez sem
hagyoményaink sem segédeszkozeink nem nytjtanak segitséget, ezen feliil nagymértékd
kreativitast, idéraforditast igényel.

A PISA, illetve a kompetenciamérések fogadtatasa meglehetGsen vegyes volt. A
mérések tartalma szakmai vita targyat képezte és képezi jelenleg is. Vitatoi elsGsor-
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ban azt nehezményezik, hogy a mérések feladatai szellemiikben és tartalmukban nem
igazodnak a tantervekhez és az iskolai matematikaérak gyakorlatdhoz. Néhanyan biral-
tak a mérések feladatainak szakmai hitelességét is. A mérések tartalmaval szimpatizalo
szakemberek 4ltalaban tgy vélik, sziikség van az alkalmazasképes tudas mérésére, mert
ez az oktatasi rendszer hatékonysaganak egyik fontos mutatoja. A tanarokat nem ki-
képezték, hanem kényszeritették az 1j szemléletii oktatasra, az iskoldkat is részben a
kompetenciamérések eredményei alapjan itélik meg. A méréseknek a tanarok kizaro-
lag elszenveddi, nem aktiv részesei. Ugyanakkor elvarads a tanarral szemben a didkok
kompetencidinak fejlesztése, az 0j szamonkérési modszerekre vald felkészités.

A kozépiskolai (matematika)oktatas présben helyezkedik el. Alulr6l az altalanos
iskolai oraszamcsokkentés hatasara van nyomés alatt. Az elmilt években az altala-
nos iskola fels6 tagozatan a matematika oraszama heti négyrél haromra csokkent. Ez
a 25%-o0s csokkentés olyan, mintha a négy év tankonyvei koziil egyet kivalasztva azt
egyszertien kidobtuk volna. A hasonlat egyaltalain nem tlzo, viszont t&bb szempont-
bol is fals, legf6képpen azért, mert az 6raszamcsokkentés egyaltalan nem allt aranyban
a tananyagcsokkentéssel. Igy a kizépiskolaba tobbségében bizonytalan, formalis isme-
retekkel rendelkez6 didkok keriilnek, akik nincsenek a sziikséges készségek, képességek
birtokdban. Ezek kialakitasara a kozépiskolanak nincs lehetésége. Ezek egyrészt az al-
talanos iskolai életkorhoz kotottek, masrészt rendkiviil idGigényesek. A prés felsG lapjat
a tankotelezettség megemelése, valamint a tomegek felsGoktatasba irdnyitésa jelenti. A
tankotelezettség 18 évre emelésével rengeteg motivéalatlan, a korabbinal joval kevésbé
felkésziilt gyerek iil a kozépiskolaban. Oket nem csak, hogy az érettségiig, de a sike-
res felsGoktatasi felvételihez is el kell juttatnia a kozépiskolanak, ami szinte lehetetlen
vallalkozas.

A tanarral szembeni kozvetlen sziil6i, illetve tarsadalmi elvaras is kettds és el-
lentmondasos. A matematikai ismeretek alkalmazasat, alkalmazhat6 tudast varna el
egyre inkdbb a tarsadalom, a nemzetkozi mérések is ezt mérik, s nem a tantervi tu-
dast. Ugyanakkor a tanarral szemben a tarsadalom elvarasa a kimeneti mérésnek valo
megfeleltetés, az érettségire vald felkészités is. A legfontosabb még mindig az érett-
ségihez sziikséges targyi ismeretek adtadasa, mely nem hogy a fentiekkel, de sokszor
még a felsGoktatés elvardsaival sincs szinkronban. Szdmos hazai felmérés bizonyitja
ugyanis, hogy a miiszaki, matematikai, informatikai szakteriileten egyetemre, fGisko-
lara jaré didkok els§ évben, elsGsorban a bevezetd jellegii matematikai kurzusokon
mutatott teljesitménye nem korrelal sem a kozépiskolai, sem az érettségi eredmények-
kel (az érettségi valasztott szintjétdl fiiggetleniil). Kimutathato kapcsolat mindossze a
versenyeredményekkel van [117].

A probléma mindezektdl fiiggetleniil valahol nagyon mélyen gyokeredzik. Meg-
dobbentd adat, de a kozépiskolat végzettek 90%-a az érettségi utani 3 éven beliil elve-
sziti a megszerzett matematikai ismeretei 90%-at. E vizsgalat szerint az Amerikaban
és Magyarorszagon érettségizé didkok tudasa kozott a kiilonbség harom és félszeres a
magyar didk javara. Tiz év milva viszont az amerikai tObb mint kétszer annyit tud.
Az amerikai még mindig tudja a hetvenot szazalékat annak, amit megtanult; a magyar
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minddssze tiz szazalékra emlékszik [50].

Jelen pillanatban is zajlik a kozoktatasi és a felsGoktatasi torvény vitaja. A tor-
vények nyithatnak j utakat, teret engedhetnek 1ij elképzeléseknek, s ezzel egyszerre
természetesen 1j kihivasok elé allithatjak a tanarokat. A f6 kérdés persze az, hogy a
folytonos reformok altal fel6rolt, a tarsadalmi megbecsiilés alacsony szintjén allo ta-
nartarsadalom képes lesz-e megfelelni az allandéan valtozo, kiilonbo6zé forumok altal
kiilénboz6képpen interpretalt elvarasoknak. ,,A versenyre és a szolidaritasra kell fel-
késziteni a didkokat, s ennek az 11j kozoktatasi torvényben is meg kell jelennie [116].”
(PALINKAS JOZSEF, a Magyar Tudoményos Akadémia elnke)

1.6. Osszefoglalas

A miiszaki-tudomanyos valtozasoknak, ezen beliil is elsGsorban az informatika és kom-
munikacio fejlédésének, a huszadik szézad torténelmét alapvetGen meghatarozo in-
formaciorobbanésnak igen jelentés hatasa volt az oktatasra is. Ez hatarozta meg az
oktatasi-nevelési célok valtozasat, az oktatas tartalmanak jelentGs modosulasat, esz-
kozalloményéanak teljes modernizidlodasat, a tanitdsban alkalmazott modszerek meg-
valtoztatasara valo torekvéseket, a mérések tartalmat és modszereit [80]. A globalizacio
altal motivalt legfébb elvaras az oktatas felé az volt, hogy gyorsan mobilizdlhat6 isme-
retet nytjtson alacsony raforditéssal.

Az informéaciorobbanas hatasara tehat a tudas, s azon beliil a matematikai tu-
das (miveltség) fogalma atértékel6dott. A relevans mérések a tanuloi teljesitményt
integralt modon kisérlik meg felmérni, ahelyett, hogy a targyi tudas kiilonallo elmeire
fokuszalnanak. Elvész a lexikélis tudas nimbusza. (Furcsa paradoxon, hogy becslé-
sek szerint a NAT bevezetése 0ta, annak deklaralt célja ellenére, megduplazodott a
6-10 évesek szamara késziilt tankdnyvekben, munkafiizetekben stb. az ismeretanyag
mennyisége. Ez feszitettebb tempot diktal, s kevesebb id§ jut az ismeretek kulcsfon-
tossagu tapasztalati el6készitésére, az alapkészségek rutinjainak kidolgozasara, a ta-
nultak gyakorlati felhasznalasara. Nem kedvez ez a felfedezés 6romének, a tévedések
felismerhetGségének, kijavitasanak [155].)

Az ujraértelmezett matematikatudasban fontos szerepet jatszik az, hogy a ma-
tematikat kiilonb6z6 helyzetekben alkalmazzuk. Szempontta lépett elS, hogy olyan
problémékat, feladatokat és végsé soron olyan tankonyveket adjunk a gyerekeknek,
amelyekbdl megértik, hogy a mai viladg nem létezik matematika nélkiil. Gyakorlatia-
sabb matematikira van hat napjainkban sziikség. Ez a tanulok tobbségét érdekli, s igy
komoly motivacios tényezd [50].

A valtozas - kiilonosen a magyar matematikaoktatas tekintetében - nagyobb
mértékd és mélyebb, mint azt el6zetesen gondolnank. A magyar matematikaoktatés
ugyanis inkdbb elméleti és problémamegoldo6, és nem gyakorlati problémék formalis
megoldasat célozta. A tananyag felépitése a masutt szokasosnal jobban épiti a tudo-
many belsd logikajara, és kevésbé a gyors alkalmazhatosidgra. A matematika érettségi
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nalunk mindig is megkovetelte az elmélet megfogalmazasat, tételek bizonyitasat. A
nemzetkozi kritika szerint tulzottan akadémikus tudast adnak a magyar iskolak. A di-
akok ot szézalékdnak, akikbdl értelmiségi lesz, ez kétségteleniil hatalmas elényt jelent.
De csak nekik. Azaz olyan oktatasi rendszeriink van, amely a tehetséges tanuloknak
kedvez. Magyarorszigon abszolit elit oktatas alakult ki és nem olyan, amely a téme-
gekre is kiterjedt volna, a gyengéket is igyekezett volna felemelni és nivellalni [50].

Sajnos jellemzd, hogy még nem tudunk elszakadni a porosz tipusi pedagodgusi
attitiidtol. Pedig az oktatassal szemben tamasztott elvarasokat tobbé nem a felsGok-
tatas, hanem a tarsadalom folyamatosan valtoz6 igényei szabjak meg, s ez meg kell,
hogy mutatkozzon a modszerekben is. Tobbé mar nem a tanir a tanuld elsGdleges
informacioforrasa. (Bar talan a matematika az egyik olyan teriilet, ahol ez még vi-
tathato.) A tanarnak nem az informacio atadéasa, hanem az informaciotengerben valo
eligazodas segitése, a megszerzett tudas alkalmazasanak bemutatasa a f§ feladata.
Eppen ezért (unios) elvaras az infokommunikacios technologidk (IKT) hasznalata, a
projektmodszer, illetve a kutataskézponti oktatasi modszerek (IBL/T - Inquiry-based
learning/teaching, kutatésalapu tanulés/tanitas) alkalmazasa — biztato hazai példa az
Ut a tudomanyhoz és a KUTDIAK program — az oktatasban a szamitogépek alkoto
jellegti felhasznalasa mellett.



2. fejezet

Felfedezések a matematikaban

LA szdmitogép mdr érezteti hatdsdt a matematikdban éppigy, mint annak
idején a tavesd és a mikroszkdp a csillagdszatban és a bioldgidban.” (DORON
ZEILBERGER)

2.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben réviden bemutatjuk a matematika egy 1j szemléleti lehetGségét, a
kisérleti matematikat (experimental mathematics), illetve ennek az oktatésban valo,
a dolgozaton végigvonulo alkalmazasat készitjiik els, didaktizaljuk. Osszekapcsoljuk
kisérleti matematikankat a heurisztikaval, a problémamegold6 gondolkodéassal, illetve
megvizsgaljuk a modszer lehetséges hatasait. Roviden kitériink a bizonyitasok tanita-
sanak jelenlegi problémaira, valamint lehet&séget mutatunk arra, hogyan lehet ezen
problémékat modszeriink segitségével orvosolni.

2.2. Experimental Mathematics

2.2.1. Kisérleti matematika

A matematikit a formdlis természete és a deduktiv érvelési rendszere valasztja el a
természettudomanyoktol. Bar a matematika torténete a felfedezések torténete, mégis
a didkok szemszogébdl nézve a kisérletek eddig latszolag nem jatszottak jelentGs sze-
repet a matematikaban. A kisérletezés, a felfedeztetés legf6képp az idGhiany miatt az
elmult években jelentGsen hattérbeszorult. Pedig a formalizmus csak a rendszerezés-
ben, a bizonyossag novelésében, a tudas megszilarditasaban segit; az 4j tudas mindig
megfigyelés és kisérletezés utjan keletkezik, a matematikaban is. A kisérletek mellett a

18
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szamitogépek is hattérbe szoritottak voltak. A szamitogépek matematikai paradoxona,
hogy bar a matematikabol fejlédtek ki, informacios forradalmat inditottak el, a ma-
tematikan kiviil hasznaljak is 6ket megsziiletésiik pillanatéatol; a matematikan beliili,
alkoto jellegii felhasznélasuk egyre csak varatott magara.

A szamitogépek fejlédésével és elterjedésével lehetévé véalt azonban kisérletek
nagy szami, gyors és hatékony elvégzése, azonnali kiértékelése; teret nyitva egy 0j ma-
tematikai szemlélet kialakulasanak. Egyéltalan nem szamitogéppel segitett matemati-
karol van szo, sokkal inkdbb a szamitogéppel megalkotott matematikarol. Az alkotas
persze tovabbra is a tanar feladata, de amint a szamitogépekkel segitett kisérletek az
orai felfedezés organikus részévé lesznek, a kettd nehezen kiilonithets el, féleg a didkok
szemével nézve. Maga a problémafelvetés, és ezen 4t a definiciok, tételek, bizonyita-
sok megalkotdsa mind-mind ezzel torténik. A természettudomanyokban a kisérletek
célja mindig is az elmélet igazolésa volt, mig a matematikdban eleddig csak a sejtések
megsziiletésére vonatkozoan ismerték el szerepiiket.

A szamitogépes kisérleti matematika modszertana a kovetkezGkben foglalhatod
ossze [17, 21].

(a) A ralatas és az intuicio segitése.

(b) Kapcsolatok és mintak felismerése.

(¢) A matematikai tartalom kézzelfoghatova tétele a grafikus megjelenités lehetsége-
inek kihasznalasaval.

) Sejtések megerdsitése és cafolasa.

) A bizonyitasra érdemes gondolatok kivalogatésa.

) Segitség az alkalmas bizonyitasi modszerek megtalalasaban.

) Szamitasok elvégzése.

) Analitikusan szarmaztatott eredmények megerdsitése.

A fentiekben tulajdonképpen a matematikai alkotés folyamatat lathatjuk, lépésekre
bontva, oly mdédon, hogy azok a szamitogépes kisérletekkel elérhetGk legyenek. Az elsd
harom pont ((a)-(c)) az intuicio, a kévetkezd kettS ((d)-(e)) a sejtés, az utolsé harom
((f)-(h)) pedig a bizonyitas segitése.
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A kovetkezGkben bemutatunk egy, a kisérletek szerepét leiro modellt [17].

¥ ¥
(ngmf;igmn Uncertainty Refutation
about the validity s Bectsl e atinks ot conjecture
ur: conjectnre s

[ I

2.1. abra. A kisérletek szerepe a tudomanyos felfedezésekben

A tapasztalati tudast szolgalo, és azt felépit kisérletekbsl megfigyelések szar-
maznak, melyekbdl tjabb kisérletek hatasara intuitiv feltevések lesznek. Ezekbdl a
tovabbi, folyamatos kisérletezés hataséra, az igazsdg monoton novelésével, sejtések
alakulnak ki. Ezen sejtések tovabbi vizsgdlata soran, eljuthatunk a majdnembiztos
megerGsitésig, illetve a sejtés bizonyitasdig, esetleg cafolasiig. A kisérletek a modell
minden szintjével kapcsolatban vannak, igy segitségiikkel a koztes fazisok kihagyasaval,
a modell késébbi szintjeire ugorhatunk. A deduktiv bizonyitas a modellbél kiemelhetd
(elhagyhat6). Mar meglévs tapasztalati tudasunk pedig felhasznalhato az aj kisérleti
eredményeink értékeléséhez, szintén segitve a modellben vald el6relépést. Ezen mo-
dellben leirtak jatszodnak le tulajdonképpen mindenki fejében, amikor (matematikai)
vizsgalatokat végez egy probléma megoldasa érdekében.

Vizsgalataink soran szamos példan keresztiil igyeksziink majd megmutatni ezen
modell miikodését, szamitogéppel katalizalvan kisérleteinket.

2.2.2. Rovid torténeti Attekintés

A matematikai alkotds 2500 éves paradigmaja, hogy az ember definidl egy fogalmat,
megalkot egy vele kapcsolatos tételt, majd bebizonyitja azt [98]. Mara ez jelentGsen
megvaltozott, bar a kezdet kezdetén még tgy tiint, nincs til sok értelme kisérletek-
nek nevezni a szamitésokat vagy a képi abrazolast. Mara azonban 1j megkozelitések,
1j modszerek, 1j tudoméanyagak alakultak ki hatasukra. A szamitogépek szamitasi,
tarolasi, reprezentacios kapacitasdnak ugrasszeri megnovekedésével megvaltozott ez a
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nézépont is. A szamitogépes kisérletek beférksztek a ,tiszta matematika” (pure mathe-
matics) vilagaba is, megvaltoztatva ezzel a matematika egészéhez valo hozzaallasunkat.

A teriilet az 1990-es években keriilt a szélesebb kort érdeklédés kozéppontjaba
akkor, amikor az Amerikai Matematikai Tarsasag (AMS) a Notices of the AMS cimi
kiadvanyaban egy rovatot inditott Computers and Mathematics cimmel. A rovatvezetd
kezdetben Jon Barwise majd Keith Devlin volt. Mindkett&jiik célja az volt, hogy meg-
gy6zzék a matematikus tarsadalmat arrol, hogy a szamitogép egy fontos és hasznos
kutatéasi eszkoz lehet. (A matematikusok tobbsége sajat bevallasuk szerint is csak leve-
lezésre és szovegszerkesztésre hasznalta az annal sokkal tobbre hivatott szamitogépét.)
A kialakult vitdban nem csak a szamitogépben rejlé oOridsi szamitasi és reprezenta-
cios potencial keriilt megvitatasra, de felmeriiltek az annak megbizhatatlansagaval és
ellendrizhetetlenségével, valamint a logika kikezdhetetlen elvein alapul6 bizonyitasok
szigoranak és megkérddjelezhetetlenségének fellazuldsaval kapcsolatos aggalyok is. A
vita egyik csicspontjaként, 1993-ban Arthur Jaffe és Frank Quinn kozzétették véleke-
désiiket, miszerint a matematikusokat, akarcsak a fizikusokat, ezentul két csoportra,
az elméleti és a kisérleti matematikusok csoportjara kell kiiloniteni [151]. Ha nem
is ennyire radikalisan, de a matematikusok tobbsége egyetértett abban, hogy befo-
gadonak kell lenni a szamitogépekkel, még akkor is, ha alkot6 jellegii hasznalatuk
a matematikdban a bizonyitas fogalmanak, és ezen keresztiil az egész matematikai
filozofidnak az tjraértelmezésével jar. 1992-ben David Epstein, Silvio Levy és Klaus
Peters, megalapitotta az Ezperimental Mathematics cimd tudoméanyos folyoiratot. (Ex-
perimental Mathematics, kiadja az A K Peters, Ltd, f6szerkeszt6 Yuri Tschinkel.) A
folybirat mottoja szerint az elmélet és a kisérlet elvalaszthatatlanok. 1993 novembe-
rében pedig Jonathan Borwein vezetésével megalapitottak Centre for Experimental
and Constructive Mathematics (CECM) kutatointézetet Kanaddban, a Simon Fraser
University berkein beliil. Azota szamos Osszefoglalé mi [17, 18, 19] és a filozofiat ter-
jeszt6 cikk [9, 21, 151, 83| jelent meg. A felderits felfedezés (exploratory experiment)
a fogalomalkotas elfogadott modjava valt, éppugy mint a tény, hogy a szamitogépek
adjak azt a kisérleti hattérorszagot a matematikdnak, amely a természettudomanyok
esetében mar évezredek 6ta megvolt.

Mara a szamitogépek alkoto jellegii felhasznélasdnak elfogadasa elkeriilhetetlenné
valt tehat a  hagyoménytisztel§” matematikusok korében is. Az elsé nagy 1épés e te-
kintetben a négyszin sejtés bizonyitasa volt. Appel és Haken bizonyitasa inkabb csak
szamitogeéppel segitett volt, (computer-assisted proof) de a matematikusoknak el kel-
lett fogadniuk, hogy nem minden bizonyitas olyan, mint egy koltemény, néha meg kell
elégedniink egy-egy telefonkdnyvvel® is. Az utolso, donts tény pedig talan Thomas
Hale bizonyitasa Kepler gmbpakolasi problémajara. Hale a bizonyitast, mely a tobb-
széz irott oldal mellett gigantikus hosszlisdgi szamitogépes programot és szamitast
tartalmazott, 1998-ban nytujtotta be az Annals of Mathematics cimi folyoiratnak. A
folyoirat 2003-ban fogadta el a cikket (Thomas C. Hales. A proof of the Kepler con-

! Appel és Haken bizonyitasaval szemben nem csak a szamitogép meghizhatatlansaga volt a kritika,
de az is, hogy a bizonyitasuk olyan, mint egy telefonkényv, holott, egy matematikai bizonyitédsnak
minden esetben olyannak kellene lennie, mint egy koltemény.
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jecture, Annals of Mathematics, 162(3), 2005), a biralo bizottsag vezetGjének, Fejes
Toth Gabornak azon megallapitasa ellenére, miszerint a ,bizonyitas 99%-ban helyes”,
de az Osszes szamitogépes szamitas helyességét nem garantalhatjak [88]. Beteljesiilt te-
hat Doron Zielberger 1994-es joslata, miszerint fennéll a lehet&sége, hogy elfogadunk
egy majdnem biztos allitast, ha az hozzaférhets (pl. koltségét tekintve); amennyiben
tudjuk, hogy a teljes, szigora bizonyitas megfizethetetlen kiltségekkel birna [163].

2.3. A kisérleti matematika alkalmazasa az oktatas-
ban

LA nagy felfedezések nagy feladatokat oldanak meg, de nincs olyan feladat,
amelynek megolddsihoz ne volna sziikség valami kis felfedezésre.” (POLYA
GYORGY)

2.3.1. Kisérletek és matematika

A tanar, valamilyen érthetetlen oknal fogva ragaszkodik ahhoz, hogy didkjainak valami
teljeset, kikezdhetetlent, véglegeset adjon. Az ismereteket ilyen, akadémikus jelleggel
targyalva didkjainkat nem kiméljiik meg ugyan a kudarcoktol, viszont megfosztjuk
Oket a felfedezés lehetGségétol, izgalmatol. Pedig a felfedezés 6rom.

A feladat és a felfedezés (Pdlya)

Barmilyen apro, ... matematikai feladat megoldasa erdfeszitést kivan és a
felfedezés 6romét adja [138].

Néhény év matematikatanitas utan elérjiik, hogy a didkok biztosak legyenek ab-
ban, hogy 6k a matematikaban semmit sem képesek alkotni, elérjiik, hogy didkjaink ne
csak hogy ne értsék, ne is lassak értelmét, st ne is szeressék a matematikat; s hogy ezt
a szemléletet adjak tovabb gyermekeiknek is. Dienes Zoltan szerint a gyerekek tobbsége
sohasem jut el odaig, hogy megértse, mit is jelentenek azok a matematikai fogalmak,
amiket hasznal.

A kisérletek szerepének alatamasztasara elegends csak Euler nevét emliteniink. O
volt az, aki rengeteg felfedezést tett a matematikiban az indukcio, azaz a megfigyelés,
a merész sejtés és a brilians igazolas segitségével. Ugyanakkor a tudomanyt gazda-
gito felfedezéseit csak akkor érezte teljesnek, ha Gszintén feltdrta a hozzajuk elvezetd
gondolatokat is [137]. Azt pedig, hogy a kisérleteknek megkeriilhetetlen szerepiik van
a heurisztika segitésében, Poélya és Lakatos 6ta tudjuk. Polya szerint is a kisérletek
jelentik a matematikai tudas legfGbb forrasat, a kisérletek azok, melyek a megfelelé
irdnyba terelik az intuiciot.
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A talalgatas szerepe (Polya)

A matematikus alkot6 munkéjanak eredménye bizonyit6 okoskodés, egy bi-
zonyitéas, de ezt a bizonyitast plauzibilis okoskodassal, talalgatassal fedezik
fel. Ha a matematikatanulas kicsit is tiikrozi a matematikai felfedezést, ak-
kor helyet kell kapjon benne a taldlgatas, a plauzibilis kovetkeztetés [138|.

Mindezen ismereteknek a kisérleti matematikéval valo 6sszekapcsoldsa azonban
eddig varatott magara. Eppen ezen kapcsolat feltarasa, bemutatasa ennek a dolgo-
zatnak a célja. A szamitogépek fejlédésével és elterjedésével lehetGvé valt kisérletek
nagy szamu elvégzése, nagy mennyiségii adat feldolgozasa, adathalmazok manipula-
lasa, valos idejd szamitasok elvégzése, animaciok vizsgalata, melyek egyébként is el-
idegenithetetlen részét képezik a tanulasi folyamatnak. Most mindezek a XXI. szazad
tarsadalmi elvarasainak megfelel§ kornyezetben jelenhetnek meg. Valljuk, hogy kisér-
leteink segitségével integralhaté egymasba a tradiciondlisan kiilon kezelt felfedezés és
igazolas.

Felfedezés és igazolas (Pdlya)
Amint meggy6zddtél arrol, hogy a tétel igaz, kezdd el a bizonyitéast [138]!

Polya munkéassaganak egyik legfontosabb mondanival6dja is éppen az, hogy a ma-
tematika nem azonos formalis elméleteknek egy csoportjaval, hanem elvalaszthatatlan
attol az emberi tevékenységtGl, amellyel mi magunk hozzuk létre a matematikai vizsgé-
lodas targyat. Ugyanakkor a szamitogépek fejlédésével és elterjedésével lehetGségiink
nyilik nagymennyiségii szamitas, valamint kisérlet gyors és pontos elvégzésére, illetve
ezek eredményeinek kiértékelésére, kovetkeztetések levonasara. A szamitogépek ezen,
innovativ médon torténd, alkotod jellegii felhasznaldséval, a Borwein altal elinditott
kutatasi modszer oktatasra valo adaptalasaval, a Polya Gyorgy altal szorgalmazott
heurisztika és kisérletezés végre a megérdemelt mértékii szerepéhez juthat a tanités-
ban. A (kozép)iskolasok szamara kitlizott, természetesen felmeriils, de ugyanakkor
kutato jellegli problémék vizsgalata soran a szamitogép nem csak a szemléltetésben,
de a problémafelvetésben, a fogalmak kialakitdsdban, a sejtések megfogalmazasan és
tesztelésén keresztiil pedig a matematikai alkotés teljes folyamataban is segitségiinkre
lehet. A kisérlet és az elmélet elvalaszthatatlanok. A tanulok maguk is felfedezéve
valhatnak és ez az egyik legfontosabb kozponti gondolat.

Az intuicid szerepe (Pdlya)

Az intuicié sokkal hamarabb és kevesebb kiilsé befolyasra jelentkezik, mint
a formélis érvelés. Ez utobbit csak akkor értjiikk meg igazan, ha mar a logikai
csiszoltsag viszonylag magas szintjére jutottunk el. Ezért a kozépiskolaban
joval el6bb kell hangstlyoznunk az intuitiv belatast, mint a kovetkeztetést
[135].




2. FEJEZET. FELFEDEZESEK A MATEMATIKABAN 24

Polya szerint a tudomanyos modszer: kitalalas és ellendrzés. (, Tanitsuk meg a talal-
gatast!”) A gép mindkettében segit. LehetGséget ad arra, hogy a didk részt vegyen
a probléma kitiizésében is. A Polya-féle egymast kovets fazisok elvében a felfedezés
fazisa megel6zi a szavakba foglalast és a fogalomalkotast; modszeriinkkel fogalmakat
is alkothatunk, s6t segithet a szavakba Ontésben is. A megfigyelés, sejtés, induktiv
érvelés harmasan keresztiil segiti a plauzibilis kovetkeztetést. A tanar t6két kovacsol-
hat az oran keletkezett spontan felfedezésekbdl. A fentiek nem csak Polya Gyorgy,
de Lakatos Imre, a bizonyités és a cafolat parhuzamos keresésén, a lokalis és globélis
ellenpéldak vizsgalatan, az in. torzsziilottek kizardsdn alapuld heurisztika modelljét is
modern kontosben teszik alkalmazhatova.

Az intuicié szerepe (Lakatos)

A fejl6ds elméletben az intuici6 jaratlan, botladozik és hibazik. Nincs olyan
elmélet, ami ne ment volna keresztiil a fejl6dés ilyen szakaszan, s6t torténeti
szempontbol ez a legizgalmasabb szakasz, s az oktatasban is ennek kellene
a legfontosabbnak lennie. Euklidész ezért ... mind a kezd6 fokid, mind a
kreativ szintli matematikaoktatésnak a rossz szelleme [90].

Modszeriink spiralis hasznalataval nem csak a fogalmak kialakitasara, de azok
megerGsitésére, absztrahdlasara; esetleges cafolatara is mod kinalkozik, mely tulajdon-
képpen nem mas, mint Lakatos azon gondolatanak, miszerint a matematikai fogalmak
ugyanigy fejlédnek, mint a természettudomanyok fogalmai, az oktatasban végre meg-
jelen6 hatékony alkalmazasa.

A rigorozus, tobbség altal korabban is inkabb csak tudomasul vett, mintsem meg-
értett bizonyitasok hattérbe szoritédsaval, de a bizonyitasi igény megé6rzésével és a ma-
gyar matematikaoktatéas tradicionalis erényeinek kiaknazéasaval (pl. probléemamegoldo
gondolkodasra nevelés) a problémak ujfajta megkozelitési és feldolgozasi modjanak
lehetGsége tarul fel.

A kovetkezGkben Osszefoglaljuk, hogy a kisérleti matematika el6z6 pontban
(2.2.1. fejezet) részletezett modszertana mily modon adaptalhato az oktatasba. (A
tovabbi fejezetek javarészt ezek részletes kifejtésérsl szolnak.)

A tanar a tanulasszervezés operativ szempontjai tekintetében példaul a kdvet-
kezGképpen és a kovetkezé formakban hasznélhatja ki a kisérleti matematika &altal
nytujtott lehetGségeket. LehetGvé, illetve kdnnyebben kivitelezhetévé valik a

(a) csoportmunka;

(b) projektmunka;

(c) differencialas;

(d) aktiv tanuloi részvétel;
(e) jatékalapu tanulas;

)

f) kutatas alapd tanulas.

Modszertani hasznok:
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(1) (nyilt végii) feladatok dinamikus létrehozasa;

(2) ellendrzési lehetdség;

(3) a matematika alkalmazasi lehet&ségeinek bemutatésa;

(4) kollektiv tapasztalatszerzés lehetévé tétele;

(5) dinamizalas didaktikai lehetdségeinek kihasznalasa;

(6) problémaérzékenység novelése;

(7) bizonyitési igény kialakitasa;

(8) eddig megkozelithetetlen problémak targyalasanak lehetdsége;

(9) matematikai eszkézigény csokkentése;

(10) gyengébb képességtiek felzarkoztatasa, bevonasa;

(11) a matematika szorakoztatova tétele;

(12) folyamatos kérdésfelvetés segitése;

(13) tarsadalmi elvaras kielégitése;

(14) induktiv, deduktiv, kritikai és probléemamegold6 gondolkodas segitése;
(

kés6bb mas problémak megoldasara szolgél) segitése;
(16) megoldas folyamatos probalgatassal, szukcessziv approximécio modszere.

A problémamegoldas, az 6rai matematikai felfedezés kovetkezd elemeinél nyjt
segitséget modszeriink:

(i) fogalmak megalkotésa,;
ii) fogalmaink megszilarditasa;
ii) fogalmaink absztrahalasa;
v) modellalkotas;
v) megfigyelés;
(vi) analogia;
(vii) mintafelismerés: teljes indukcio;
i
)
)
)
)

A~ N

(
(

(viii) mintafelismerés: proof without words;
(ix) stratégiak kialakitasa;
(x) bizonyossagi szint novelése az igazsag monoton novelésével;
(xi) indoklas megfogalmazasa;
(xii) hibas bizonyitasok krealasa;
(xiii) peldak és ellenpéldak egyiittes hatésa;
(xiv) bizonyitasi modszer megtalalasa;
(xv) bizonyitas lépéseinek megalkotasa;
(xvi) ellendrzés.

A dolgozatban példakat lathatunk az utolso két felsorolas létjogosultsagara vo-
natkozoban is.
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2.3.2. A jelenlegi helyzet Attekintése: a bizonyitasok stilya a
matematika érettségi vizsgan

A magyar matematikaoktatas hagyomanyosan problémaorientalt, ugyanakkor elmé-
letk6zponti. A tételek ellenérzése inkabb tortént bizonyitasaik szamonkérésével, mint-
sem alkalmazasuk ismeretének tesztelésével. A bizonyitdsok szadmonkérése mindig is
része volt a matematika érettséginek. (Gondoljunk csak a ,,Z6ld kényv” - Osszefoglalé
feladatgytijtemény matematikabol 1. fejezetére [126].) (Az persze mas kérdés, hogy a
tanulok hany szazaléka értette meg ezeket a bizonyitasokat, s hanyan voltak azok, akik
csak bemagoltak azokat, a biztos pontok reményében.) Mara azonban, részben az 1.
fejezetben elemzett paradigmavaltiasnak koszonhetGen, a hangsily az alkalmazésok
irdnyaba tolodott. A kozépszintd érettségin nem kériink szdmon bizonyitast. Ennek
egyenes kovetkezménye, hogy a legtobb iskolaban (kozépszinten) nem is tanitanak bi-
zonyitast, s6t van olyan, ahol ez egyenesen tilos(!). A 2010. méjus-juniusi érettségi
idészakban a matematikabol érettségizéknek mindossze a 2,7%-a valasztotta az emelt
szint(i érettségit (89889 vizsgazobhol 2467), igy minddssze 6k adtak szamot bizonyitasi
ismereteikbdl [115]. (Kiilon megemlitendd, hogy az Osszes tantargyat tekintve, ezen
alacsony arany ellenére is a matematikat valasztjak a legtobben emelt szinten.) Mar
amennyiben igényt tarottak az érettségi 150 pontjabol az ezért (a tétel helyes kimon-
dasaért és bizonyitasaért egyiittesen) jaro 6 pontra. (Ez az emelt szinti matematika
érettségi osszpontszamanak 4%-a.)

2.3.3. Kisérletek és bizonyitasok

A legtébb tanar ugy érezheti, hidba tanitjuk a bizonyitasokat a szokasos deduktiv mo-
don, a didkok tobbsége nem jegyzi meg azokat, de még ha meg is jegyzi, meg nem
érti. S ez nem csak a kozépiskoldban van igy. Ha valami megmarad, azok az altalanos
iskolabol szarmazo6 aritmetikai ismeretek mellett, a legtobbet hasznalt Gsszefiiggések,
tételek. Nem tartozik ide azonban a tételek érvényességi kore, s f6leg nem a bizonyi-
tasuk. Személyes tapasztalat, hogy egy nagyvaros ,elit” gimnaziumanak informatika
tagozatos, s az érettségi utan is informatikai teriileten tovabbtanulo didkja, alig egy
évvel az érettségi utdn mar nem tudta elkiiloniteni egymastol a koszinusztételt, és a
mindig rosszul allunk a bizonyitas fogalméahoz, annak tanitasahoz, illetve a bizonyita-
sokkal kapcsolatos elvarasok megéallapitasahoz.

Felmeriil hat a kérdés, nem lenne-e elég a (kozép)iskolaban - az atlagos képes-
ségl és nem feltétleniil mar a kezdet-kezdetén a matematika irant elkotelezett - didkok
szamara egy deduktiv, a sajat szerkezetébdl adodoan (teljes mértékben) befogadha-
tatlan szemlélet helyett, egy kisérletezésen alapuld, induktiv szemléletdi matematikat
atadni, még ha ezzel nem is jutunk el a logikusok altal is elfogadott bizonyitasig, csak
a magjdnembiztos allitasokig, esetleg a bizonyossag kivant szintjéig?

A kérdés elsére talan eretneknek hat, de mégsem az, legalabb is addig, amig nem
tisztazzuk egész pontosan a bizonyitas fogalmat, illetve azt, hogy mit is varhatunk el
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egy adott koru gyerektdl, az életkori sajatossagai, érdeklGdési teriilete sth. figyelembe-
vételével, bizonyitas cimén. Mindezen elvarasokat persze szigortian ossze kell hangolni
a kimeneti elvarasokkal (érettségi, felvételi, kompetenciamérés), mert ezek kozott je-
lenleg éles ellentét fesziil.

A fenti kérdések megvalaszolasa rendkiviil bonyolult, hosszadalmas, s nem is célja
jelen dolgozatnak, éppen ezért itt csak néhany kapcsolodo, gondolatébreszté megalla-
pitast tesziink. A szerz6 véleménye szerint a probléma szinte megoldhatatlan, hiszen
mire megnyugtatd allaspontra jutnank a kérdésben, ami a rajta dolgozok sokféle, egy-
méasét még csak hirbdl sem ismer6 nézGpontja miatt eleve kizart, addigra az elvarasok
oly mértékben megvaltoznak, hogy a kidolgozott valasz irrelevanssa lesz. A bizonyi-
tas iskolai keretek kozé is beilleszthetd fogalmarol, szerepérsl szamos, atgondolasra
érdemes allaspont létezik.

A bizonyitas fogalma (Hardy)

Olyan, hogy matematikai bizonyitas, nem létezik; végiil is nem tehetiink
mést, csak kiemeliink; ... a bizonyitdsok ... dagalyos szovirdgok, céljuk a
lélektani hatés, szemléltets abrak az oktatasban, eszkozok a didkok képze-
letének serkentésére [67].

A bizonyitas fogalma (Wilder)

A bizonyitas intuitiv sugallataink ellenérzésére hasznalt eljaras [164].

A bizonyitas fogalma (Pdélya)
A bizonyitasok kapcsolatokat teremtenek a matematikai tények kozott, s
elGsegitik, hogy emlékezetiinkben megdrizziik Gket [135].

Azt, hogy egy fogalom definicidja fiigg a befogadok életkori sajatossagaitol, ér-
deklédési koriiktol, a sziikséges szinttdl, azaz az elvarasoktol, teljesen elfogadott. Ez
az, amit sok mas Osszetevivel egyiitt spiralis felépitésnek neveziink. Gondoljunk csak
példaul a hatvanyozas fogalméara. A hatviny bevezetésekor, az altaldnos iskola 7. osz-
talydban nem més, mint egy azonos tényez&kbdl all6 szorzat réviditésére hasznalt
eljaras, jelolés. Lathatjuk, hogy bizonyos miiveletek egyszertien elvégezhetdk a kitevék
segitségével, melyek ekkor még pozitiv egészek. Ezek utan a kozépiskola kilencedik
osztalyaban keriil el6 a nulla kitevs a 0° problematikijaval. Itt mar sziikségiink van
bizonyos ,megallapodasokra”’. A nulla kitevés hatvany mellett bevezetjiik a negativ
egész kitevés hatvany fogalmat is; a korabban megismert azonossigokat nem firtat-
juk, rabizzuk a permanencia-elvre. (Szerencsésebb persze, ha mi magunk fedeztetjiik
fel az 1j hatvanyfogalmat, mint az egyetlen logikus, és lehetséges kiterjesztést, épp a
fenti, nem feltétleniil néven nevezett teljesen természetes elvaras szem el6tt tartasa-
val.) Utéana latszolag nem foglalkozunk hatvanyokkal, tizedik osztalyban ismét elgkeriil
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a nyolcadik osztélyos definicio, és a kilencedik osztalyos fiiggvény utan a négyzetgyok
fogalma. Ezuttal mar targyaljuk az azonossagokat, s6t kiterjesztjiik a gyokvonas fo-
galmét, jon az n-edik gyok. Tizenegyedik osztalyban elGszor bevezetjiik a racionalis
tortkitevés hatvany fogalmét, majd ezt Osszekapcsoljuk az n-edik gyok fogalmaval.
Kideriil, a gyokvonas tulajdonképpen hatvanyozas. Az exponencialis fiiggvény targya-
lasakor, szintén a permanencia-elv és a kétoldali kozelités segitségével vezetjiik be a
valos kitevGs hatvanyt, hallgatolagosan. Korrekt bevezetése a folytonossag targyala-
sdig varat magara, s a szerz6 matematika szakos és masodéves volt, amikor a komplex
kitevGs hatvany fogalméat megismerte.

A fentiek mondanival6ja az, hogy ha megkérdeziink valakit a hatvany, vagy a
gyok fogalméarol, akkor életkoratol fliiggen mas és méas valaszt fogunk kapni. Egy-egy
tétel bizonyitasa esetében ugyanezt azonban a matematikus tarsadalom nem fogadna
el (a tanar tarsadalom mar annal inkabb); talan félnek, hogy 6sszeddl a matematika
épitménye Euklidész szigort bizonyitasa nélkiil. Az 0j szemlélet terjedése szerencsére
mar tetten érhetd.

A bizonyitads relativitdsa (William P. Thruston)

Dramaian vilagosan latom, hogy a bizonyitas mily mértékben relativ: min-
dig egy specialis kbzegben bizonyitunk, egy specialis kozonség szamara |88|.

A bizonyitas relativitasa (René Thom)?

Hiszem, hogy a bizonyitas szigora relativ, sohasem teljes. Fiigg az olvaso
elGismereteitsl és elvarasaitol |88|.

A kérdést tovabb arnyalja a szamitogépek elterjedése, szamolasi hataraik, sebes-
ségiik, reprezentécios lehetdségeik robbanésszerii fejlédése, valamint (az alkoto jelleg)
hasznalatukra vonatkozo elvarasok beépiilése a tarsadalmi elvarasok kozé.

Szintén elgondolkodtato a szerzd kovetkezd, személyes tapasztalata. A dolgozat-
hoz kapcsolodo cikkek (|72, 110]) publikdlasa soran a folyoiratok (The College Ma-
thematical Journal, International Journal of Computers for Mathematical Learning)
szerkesztGitol rendre az a kérés érkezett, hogy toroljiik a cikkbdl a bizonyitasokat, de
legalabb is azokat csupan vazlatos formaban, pusztan a f6bb otletek vazolasaval tegyiik
kozzé.

A fentiekben leirtak a dolgozatban tobbszor el6 fognak keriilni. Az ismétlés azon-
ban nem oncéli. Szerepe a hangsiilyozas, a kiemelés, a figyelem felhivasa arra, hogy

modszeriink hasznalata, vagy akar csak szemléletiink apré megvaltoztatdsa mennyire
més szinben lattathatja a matematikai megismerés egy-egy problémajat.

2René Thom (1923-2002), francia Fields-érmes (1959) matematikus



3. fejezet

Felfedezések a matematikadoran

LUgy irtam, hogy az olvasé mindig észrevehesse a tanultak belsd inditékait,
sot lassa a felfedezés forrdsait is, és gy érthessen meg mindent, mintha
azt sajat maga fedezte volna fel.” (G. W. LEIBNIZ)

Mai szemmel nézve Leibniz gondolatai utépisztikusnak hatnak. Manapsig a ma-
tematikai cikkek deduktiv felépitési erdditmények, melyek még csak véletleniil sem
engednek valaszt talalni arra a kérdésre, hogy az adott eredmény hogyan sziiletett.
Mintha a matematikusok titkolni akarnak azt. A cikkek olvasoinak maguknak kell
rajonniiik arra, amit a cikk ir6ja felfedezett. Az olvasé gyakorlatilag tjra kénytelen
megalkotni az eredményt. Sajnos a tankonyvek tobbsége is ilyen, tiszta matematika
(pure mathematics), tehat sokkal inkdbb tudomény, mintsem tantargy, felfedezésre
varo érdekes ismeretlen modjara lattatja a matematikat. Jol megmutatkozik ez abban
is, hogy a felfedeztetd jellegii feladatok szama az iskola 5. osztalya utédn a tankdnyvek-
ben elenyész6. A tankonyvek mellett az 6rdkon is sokkal inkabb kellene tamaszkodni
az intuiciora, s ezt minden lehetséges eszkozzel tamogatni, mintsem megprobalni fel-
épiteni a matematikat az lireshalmazbdl.

Azt azonban, hogy a didkjaink is mindenre maguktol jojjenek ra, nem varhatjuk
el toliik. A felfedezéseket és a kisérleteket a tanarnak kell iranyitania. A tanar az
informacio (frontélis) forrasabol a felfedezéseket segits tarssa lép eld.

Az alabbiakban erre, a tanulok aktiv, alkoté részvételével kivitelezheté matema-
tikai felfedezésekre mutatunk néhany példat; egyel6re szamitogépek hasznalata nélkiil.

29
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3.1. Felfedezések szamitogép nélkiil

SMar régota meguannak az eredményeim, csak még nem tudom, hogyan
jussak hozzdjuk.” (GAUSS)

3.1.1. Miiveleti tulajdonsagok

Otodik osztalyban keriilnek el6 el6szor absztrakt formajukban az algebrai kifejezések.
A tanulok absztrakcios készsége ebben a korban még nem minden esetben van olyan
szinten, hogy az (a + b)c = ac + bc tipust azonossagokat (mtveleti tulajdonsiagokat)
a maguk absztrakt formajaban el tudjak sajatitani. A sokszor minden aron kizarolag
absztrakt formaban elsajatittatni, és ezaltal elsajatitani kivant azonossagok tanulasi
nehézségei, illetve gyakran kudarca utan nem csoda, hogy sokaknal késébb is gondot
okoz a hasonlo kifejezések kezelése. Segitségiil hivva azonban egy egyszeri geometriai
modellt - a téglalap eddigre mar mindenki altal ismert teriiletszamitasat - a megértést
segithetjiik egy dbréaval, példaul a kévetkez6 modon.

b+rc b c

(a) (b)

3.1. dbra. Miiveleti tulajdonségok: (b + ¢)a = ba + ca

A bal oldali abrén egy téglalap lathato, mely oldalainak hossza b+ c illetve a, igy
teriilete ¢t = (b + c)a. Vagjuk fel téglalapunkat a jobb oldali abran lathaté modon két
téglalapra. Igy két téglalapot kaptunk, melynek oldalai a és b, illetve a és ¢ hosszlisa-
gtiak. A két rész! teriiletének dsszege megegyezik az eredeti téglalap teriiletével, vagyis:
(b+ ¢)a = ba + ca.

3.1. Megjegyzés. Az ilyen és hasonlo dbrak hasznossagat szélesebb korben vald al-
kalmazhatosaguk is dicséri. A fenti abra atjelolésével példaul az (a £ b)(c £ d) tipust
Osszefiiggések mindegyike targyalhato.

3.2. Megjegyzés. Erdekes kérdés, és ez tulajdonképpen a dolgozat tovabbi részén
is végigvonul, hogy elfogadjuk-e ezt bizonyitasnak? Igényel-e egyéltalan bizonyitast,

! Altalaban fontos persze, hogy mérhetd részekre vagjunk, gondoljunk csak a (Hausdorff)-Banach-
Tarski paradoxonra.
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f6leg ebben az életkorban barmi is, ami ilyen konnyen jigazolhatd” az intuitiv belatés
utjan? Miért is bizonyitjuk, ha a fenti Osszefiiggés szerepel a valos szamok miiveleti
axiomai kozott? Elfogadhatjuk-e, hogy a didkok eddigre mér ismerik a téglalap terii-
letszamitasat? A probléméat tovabb arnyalja az a tény, hogy ezt, és a tobbi miiveleti
tulajdonsagot joval korabban, mar a kezdet kezdetén, az (irasbeli) Gsszeadas, szorzés
tanitasa/tanulasa soran intuitiv modon, aktivan hasznaljuk [145].

3.1.2. Nevezetes azonossagok - egy példa

A kilencedik osztalyos tananyag jelentds része a nevezetes szorzatokkal, a szorzatta
alakitas kiilonboz6 modszereivel, az algebrai tortekkel valo miveletekkel foglalkozik.
Ezen ismeretek eszkozszintl birtoklasa elengedhetetlen feltétele a tovabbhaladésnak,
tanulasuk viszont nehéz. Ennek egyik oka, hogy tanitasuk, az alkalmazasokat is bele-
értve, az el6zGekhez hasonloan, teljesen formalis.

Az el6z6, altalanos iskolaban hasznalhato abrak apré modositasaval kozépisko-
laban is jol hasznéalhato segitséget kaphatunk, fenntartva ezzel a tanitasban rendkiviil
fontos folytonossagot.

a ab @
ab b? } b
;‘\/—H_)

a b
3.2. abra. (a + b)* = a® + 2ab + b*

Az abran lathato négyzet teriiletének kétféle modon torténd feliraséval az
(a+b)* = a® + 2ab + b*

azonossaghoz jutunk.

A fenti modszer, az un. kétoldali kozelités, illetve Osszeszamlalas modszere ered-
ményesen hasznalhaté a matematika szinte barmely teriiletén [109].

3.3. Megjegyzés. Elegendd hat ennyi, vagy feltétleniil sziikséges a ,minden tagot
minden taggal” formalizmusa? Mivel a bizonyitas fogalma kiilonosen a szamitogépes
modszerek elterjedésével nem csak az iskolaban (az iskolai matematikdban) de a tu-
domanyban is tisztazasra var, meg kell elégedniink annyival, hogy a valaszt minden
esetben a kimenet elvarasai, igényei, illetve az aktudlis tanuldcsoport sajatosséigai,
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lehetGségei adjak meg. Masrészrsl viszont ismert, hogy a tanulok egy részének gon-
dolkodéasa inkabb vizudlis, mig méasoké inkabb formalis, igy az oktatasban mindkét
megkdzelités parhuzamos hasznélata javasolt.

3.1.3. Nevezetes osszegek - egy példa

Az els6 n pozitiv egész szam Osszegének zart alakjara vonatkozd Gausstol szarmazo
szép bizonyitast szinte mindenki ismeri. Sokan gy gondoljak, hogy mig Gauss osz-
talytarsai kiszdmoltdk, addig Gauss bebizonyitotta a kérdéses Gsszefiiggést.

Ezt tanulményozva, a (teljes indukcios) bizonyitas ellenére is felmeriilhet diakja-
inkban a muért, egész pontosan a miért éppen ez kérdése. A kérdés, és dltalaban az ilyen
tipusu kérdések megvélaszolhatok, s ezdltal az Osszefiiggés lényege, a formula mogotti
valodi matematika(i tartalom) is megvilagithato. A megvilagitas még élesebb képet ad
abban az esetben, ha az Osszefiiggést maguk a diakok fedezik fel, aktivan megalkotva
sajat matematikajukat. Piaget szerint is a didkok jobban megértik a cselekvést, mint
a szavakat,.

Az els6 n pozitiv egész szam Osszege természetes modon szemléltethets a ko-
vetkez6 modon. Helyezziink el kavicsokat (egységnyi teriiletd négyzeteket) az alabbi
abran lathato modon.

(a) (b)

3.3. abra. 1 +2+3+ ...

Amit kaptunk, az egy n x (n + 1)-es téglalap fele.

Rt iabe el Bt gl
1 1 1 1
R e 1
1 1 I
1 1 1

* & ® O 0 0
* & 8 & O 0O
* * 0 e 0

® & O 0 0 0

® O O 0O 0O 0

—~~
&
~—

(b)

3.4. dbra. Felfedezés: A porzitiv egészek Osszege és a téglalap fele
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A fenti elrendezés kavicsainak szama (a sikidom teriilete) kétféle modon is meg-
hatarozhato. A kavicsokat (a négyzetek teriiletét) oszloponként Gsszegezve a kavicsok
szama (a teriilet): 1 +2+ ...+ n. A kavicsokat (a négyzetek teriiletét) egyszerre, a fél
téglalap segitségével Osszeszamolva @ szamu kavicsot (nagysagu teriiletet) kapunk.
Igy a kavicsok szamanak (a sikidom teriiletének) kétféle modon torténé meghataroza-
saval kapjuk:
n(n+1)

1+2+...+n= 7

3.4. Megjegyzés. Magéanak a fenti abranak, illetve ezaltal a mogottes Osszefiiggésnek
a megkozelitése is apro lépésekben, induktiv modon javasolt. Rajzoljuk fel elGszor
az 1, 1 +2, 1+ 2+ 3, ... 6sszegnek megfelel dbrékat, s hagyjuk, hogy a didkok
maguk fedezzék fel az Osszefiiggést. (Itt tulajdonképpen a bizonyitast ado formalis
teljes indukcid absztrakt voltdnak megsziintetése torténik azaltal, hogy szabad teret
engediink az intuicié szarnyalasanak.) Ha elakadnak, jelen helyzetben a tanar feladata
nem az informéacié kozlése, hanem a felfedezés segitése. Ez torténhet példaul egy jo
kérdéssel: Mi torténik, ha két szomszédos abrat iigyesen egymasra forditunk?

3.5. Megjegyzés. A fenti modszer lehetGséget kinal arra is, hogy szakitsunk a rugal-
matlan, a tanulokat lekotni, illetve a tarsadalmi elvarasoknak megfelelni egyre inkabb
képtelen, frontalis tanitasi modszerrel. A didkok kisebb csoportokban is dolgozhat-
nak a probléman, a csoporton beliil egymas munkajat segitve, de lehet&ségiink van
arra is, hogy megfelel§ el6készités utan projekt jellegii, nagyobb lélegzetvételd otthoni
feladatta konvertaljuk a problémat.

3.6. Megjegyzés. A fenti abrak elforgatasiaval bevezethetG a haromszogszam fo-
galma, s targyalhato jonéhany kapcsolodo tulajdonsag, azonossag is.

Flinkss o568
(a) (b)

3.5. abra. Felfedezés: A pozitiv egészek Osszege és a haromszogszamok

3.1.4. Felfedezések a geometridban - mérés és szerkesztés

Az elemi geometridban, gyakorlatilag az életkori sajatossagoktol fiiggetleniil, nincs
meggy6zGbb a didkok szamara, mint a mérés és a szerkesztés. Valojaban a koordinata-
geometria sem tesz mast, mint ezek pontatlansigat és esetlegességét helyettesiti (a
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pontos) szamolassal. Sajat, tobbszoros megerdsitést nyert tapasztalat, hogy a kozép-
iskolai elemi sikgeometria tanitdsanak végén, 10. osztalyban, 15-16 éves korban is,
még mindig egy-egy joO abra, szerkesztés, tehat jelen kornyezetben az intuitiv beldtds
utin képtelenség a deduktiv kiovetkeztetés logikdjan alapuld bizonyitést magit, vagy
akarcsak annak sziikségességét elfogadtatni. Ez az a teriilet, ahol a személyes tapasz-
talatok altal szerzett bizonyossag elvalaszthatatlan a bizonyitastol, tanul6i szemmel
nézve sziikségtelenné téve azt.

A kovetkezGkben arra mutatunk néhany példat, hogyan lehet mégis, az Osszefiig-
gések felfedezése altal a bizonyossag kivant szintjére eljutni, megalapozvan, s6t esetleg
észrevétleniil létre is hozva a bizonyitast.

3.1.5. A haromszog bels6 szogeinek Osszege I.

A kovetkez6 abrak egy, a haromszoggel végzett kisérlet kulcsfontossagu pillanatképei
[60].

> 4

(c) (d)
3.6. abra. Bizonyitas(?) - A haromszog belsé szogeinek Gsszege 1.

A fenti megkozelités (bizonyitas?) jelentGségét az adja, hogy a tanuldk aktiv,
alkoto jellegi részvételével jon létre. LehetGséget ad a cselekedtetésre; a Tépd szét!,
Llleszd dssze!l, Mit tapasztalsz?, s végiil de nem utolso sorban a Miért ezt kaptuk? jellegii
megkozelitésre, egy deduktiv szemléletd felépités helyett.
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3.7. Megjegyzés. Ebben a konkrét esetben, és hasonlé esetekben szintén, sokkal ha-
tékonyabb, ha a tanulok maguk vagnak ki haromszogeket. Igy lesz aki hegyesszogi,
derékszogi illetve tompaszogli haromszoggel dolgozik. Akad majd a kivagott és szét-
tépett haromszogek kozott egyenld szara, sét szabalyos is. Igy segithetjiik az 6nallo
tapasztalatszerzésen alapul6d belatast. A szamos kisérlet azonos eredménye vezethet el
is. AKkéar ezzel az egyszert példaval is jol szemléltethets, hogy a matematikai alkotas
egyik leghatékonyabb modja az aktiv cselekvésen alapulé tapasztalatszerzés.

3.1.6. A haromszog belsd szogeinek 6sszege 11.

A kovetkez6 abrakon bemutatott kisérlet szintén barmiféle formalizmus nélkiil alkal-
mas a fenti 0sszefiiggés bizonyitasara. Kiilon elénye, az el6z6h6z hasonléan, hogy nem
kell el6re megmondanunk, mit is szeretnénk a kisérlettel bebizonyitani, igy a felfedezés
orome teljes maradhat. Jelen esetben a haromszog oldalai mentén eltolt, s csiicsainél
elforgatott gyufaszal fejének allasa adja a bizonyitast, egyallasi és valtoszogek fogal-
méanak hasznélata nélkiil [60].

(c) (d)

3.7. abra. Bizonyitas(?) - A haromszog belss szogeinek Gsszege 1.
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3.1.7. A haromszog bels6 szogeinek 6sszege 111.

A kovetkez6 abrak szintén egy szemléletes bizonyitast ado sajatkeztileg is kivitelezhetd
kisérlet pillanatképei. Az alabbi abra képei a Mathematica programcsomag segitségével
késziiltek [169]. A kisérlet kivitelezéséhez szamitogép természetesen nem sziikséges,
esetleges hasznalatanak el6nyeirdl a (3.3.4.) fejezetben lesz szo.

Find the midpoints of AB and AC. Find the midpoints of AB and AC.
Connect the midpoints to form the midsegment. Connect the midpaoints to form the midsegment.
Form the perpendicular folding lines to base BC. Form the perpendicular folding lines to base BC,
folding controls folding controls
A o 0 ] 00 0

&
i

(a) (b)

midsegment and fold lines
Find the midpoints of AB and AC,

Find the midpoints of B and AC. Connect the midpoints to form the midsegment.
Conneckihemidpaintsio fanm thelmid- eoment Farm the perpendicular folding lines to base BC.
Form the perpendicular folding lines to base BC, folding controls
folding controls A DB Uc D
A e <t
& i
A

() (d)

3.8. abra. Bizonyitas(?) - A haromszog belss szogeinek Gsszege I11.

3.8. Megjegyzés. A fenti bizonyitassal bevezethets a haromszog kozépvonalanak fo-
galma is.
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3.1.8. A Thalész-tétel

A didkok szamara tokéletesen meggy6z8, s ezaltal a tobbségiik szamara a tovabbi bi-
zonyitast sziikségtelenné és értelmetlenné tevd bizonyitasi modszer Thalész tételére
is néhany, sajat kézzel kivitelezett szerkesztés és mérés. Egy korben egy atmérst be-
huzva, annak két végpontjat a korvonal tobb, szabadon valasztott pontjaval 6sszekotve,
a keletkezett keriileti szogeket szogmérs segitségével lemérve azonban, féleg a felléps
pontatlansagok okdn, nem tudunk eljutni a bizonyossag szinte megdonthetetlen szint-
jére. A kérdés nyitott marad, vajon tényleg barmely keriileti pont jo valasztas, vagy
csak mi voltunk szerencsések? Jo példa ez hat arra, hogy a kivant bizonyossagi szint
eléréséhez itt mar érdemes a szamitogépek segitségét igénybe venni (3.4.4. fejezet).

3.9. dbra. Thalész-tétel - Bizonyossag vagy bizonyitas?

A mérés és megfigyelés, a kisérleteken keresztiili tapasztalatszerzés nem csak
a geometria, de a valosziniliségszamitas teriiletén is segithet, sokszor még formalisan
nehezen megkozelitheté problémék esetében is. Az alabbiakban erre lathatunk egy
példat.
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3.1.9. Egy val6szintiségi modell

Tekintsiik a kovetkezd feladatot:

3.9. Feladat. Két jatékos, Anna és Balazs, a tovabbiakban A és B egy szabalyos
dobokockaval jatszik. A jatékot A kezdi és a kockat felvaltva egyszer-egyszer feldobva
az nyer, aki elGszér dob hatost. Mi a valoszintisége annak, hogy A nyer?

Tekintsiink elGszor egy ,hagyomanyos ” megoldast:

Megoldas. Jelolje A azt az eseményt, hogy A nyer. Keressiik P(A) értékét. Vezessiik
be a P(A,) jelolést, mely jelentse azt, hogy A az n. (n € NT) lépésben nyer. Ekkor
P(A) = > | P(A,). Konnyen lathato, hogy n csak paratlan szam lehet, hiszen A
csak paratlanadik dobasra nyerhet. Legyen n = 2k + 1 (k € N). Ekkor P(A4;) = 2,
P(A3) = %(%)2, hiszen ahhoz, hogy A a 3. dobéasra nyerjen annak kell teljesiilnie, hogy
az altala dobott elsG, és a B altal dobott masodik dobas ne legyen hatos, mig az A
altal dobott 3. dobas éppen hatos legyen. Hasonl6 meggondolésokkal adodik, hogy
P(A,) = %(%)"‘1. Igy a keresett valoszintiséget a kovetkezd Gsszeg formajaban tudjuk
felirni:

> > <. 1/5\* 6
;P(An) :;P(Azkﬂ) :;6 (6) =17

3.10. Megjegyzés. A fenti megoldasban hasznaltuk (kénytelenek voltunk hasznalni)
a végtelen mértani sor fogalmat, mely a jelenleg életben 1évG hivatalos tananyagot
tekintve csak emelt szinten keriil targyalasra 11. osztalyban. Ezzel ki is zartuk a tanulok
96-98%-at a megértésbol.

Eljiink most egy mas megkozelitéssel.

Megoldas. Tekintsiik a kovetkezs abrat.

B S

3.10. abra. Dobés az els6 hatosig
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Itt S jeloli a start allapotot, innen A dob, aki % valoszintiséggel dob hatost, igy

jutunk a bal oldali A, azaz A nyert allapotba, illetve g valoszintséggel nem hatost

dob, igy a jobb oldali C; allapotba jutunk, ahonnan B dob. Ha hatost dob, nyert
(B allapot), ennek valoszintisége most is %, ha pedig nem hatost dob, akkor ismét A
kovetkezik, visszajutottunk tehat az S allapotba. Most tulajdonképpen A-nak a start
allapotbol valo nyerésének valosziniiségét keressiik, jelolje ezt Ps(A). Analog modon

jeloléseket bevezetve a tobbi allapotra is, a kovetkez6 egyenletrendszerhez juthatunk.

1 5

Ps(A) = 675 1 (A)
Po(A) = 2Ps(4)

ahonnan Pg(A) = & adodik [104].

A masodik moédszer elénye nem csak az, hogy nem hasznalja példaul a végtelen
sor fogalmat, s ezaltal szélesebb kor (akar altalanos iskolasok) szamara megkozelit-
hetévé teszi a megoldéast, hanem els6sorban a megkozelités kézzelfoghato jellege. A
valoszintiségi probléma lényegét ragadja meg az 4bra, a jatékot ténylegesen kovet-
het6vé, jatszhatova teszi. A jaték soran a gyerekek maguk talalhatjak meg az egyes
atmeneti valoszintiségeket, elsGsorban tapasztalati iton. Maguk johetnek ré az egyes
allapotok egymaéashoz, s a kérdéses valoszintiséghez valo viszonyara, st tulajdonképpen
szamos jatékon keresztiil szerzett tapasztalataik utdn 6k maguk rajzolhatjak fel a fenti
folyamatabrat.

3.11. Megjegyzés. A fenti két modszer 6tvozésével, a kétoldali kozelités modszerét
hasznalva a végtelen mértani sorok elméletének ismerete nélkiil is meg tudjuk haté-
rozni a fenti sor Osszegét. S6t, a paraméterek valtoztatasaval mas mértani sorok is
Osszegezhetdk, igy akar azok Osszegének altalanos alakja is felfedezhets. LehetGségilink
van példaul a lépések szamanak varhatod értékének hasonloan egyszerti meghataroza-
sara. Szamos, a fentiekhez hasonlé probléma, s az ide kapcsolodo részletes modszertani
elemzés megtalalhato a szerz6 [104] cikkében (Attila Mader. Heads or Tails Gambling
- What Can Be Learned about Probability?, Teaching Mathematics and Computer Sci-
ence, 6(1), 15-41, 2008.).

3.1.10. Mobdszertani 6sszefoglald

A fejezetben bemutattunk néhény példat a tanuloi felfedezések szamitogép felhaszna-
lasa nélkiili tdAmogatasi lehetGségeire. Az ismert problémak szokasostol eltérs targyalasi
modja 1 lehet&ségeket vet fel. Egy-egy abra felrajzolasa (3.1.2.), illetve kozos 1étreho-
zasa, vagy a szokasos tanari kérdések megvaltoztatasa 0sztonzdéleg hathat didkjainkra.
Lathattuk, hogy egy kis Otletességgel az itt bemutatott modszerek is alkalmasak nem
csak egy adott probléma, de akir egy egész témakor targyalasara (3.1.3.). A felfe-
dezések alkalmasak lehetnek egy-egy 1j teriilet automatikus, természetes bevezetésére
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is (3.6. megjegyzés). A tanari iranyitassal végzett tomeges tanuloi kisérletek se-
gitségével lehetGvé valik a kollektiv tapasztalatszerzés (3.1.5.-3.1.8.). A kisérletek
segitésével bevezethetiink 1j fogalmakat (3.8. megjegyzés), de akar el is keriilhetjiik
azok halmozasat (3.1.6.). A tomeges tanuldi kisérletek kivaloan dlcazhatok jatéknak is
(3.1.9.), igy alkalmasak a jatékos formaban torténd ismeretszerzés minden el6nyének
kihasznalaséra.

3.2. A tanar megvaltozott szerepe

Az informéciorobbanas oktatasra gyakorolt legfontosabb hatésa a tudas fogalmanak
atértékelgdése volt. A lexikalis tudas értékét vesztette, helyette az informacios tenger-
ben val6 eligazodas, a rendelkezésre allo6 informaciok felkutatasa, osszekapcsolasa és
hasznositésa bir értékkel. T6bbé mar nem a tanar az egyetlen, s6t nem is az elsédleges
informacioforrés.

3.2.1. IKT - Infokommunikiciés technolégidk az oktatasban

LAz olyan ember, aki nem ért a szamitogéphez a XXI. szdzadban analfabé-
tanak fog szamitani.” (TELLER EDE)

A XXI. szdzad tanardval szemben természetes elvards, hogy ismerje és hasz-
nélja a kor kovetelményeinek megfelelGen az uj infokommunikécios technologidkat (IKT
(ICT)). A legtébb esetben az ezekhez sziikséges tovabbképzések a tanarok tobbsége
szamara nehezen elérhetd, elsGsorban anyagi okok miatt. A kotelezé tanorak magas
szdma, az iskolak technikai felkésziiletlensége csak silyosbit a helyzeten.

A miveltség egyik 1j fokmérGje a digitalis irastudas, ami a tradicionalis tudas,
a szamitogépes, valamint az informéciés miveltség szintézise. Napjaink egyik legfon-
tosabb, legtobbet emlegetett kérdése, hogy a modern informaciés és kommunikacios
technologiak hogyan, mennyire terjedtek el, illetve, hogy ezeket az eszkozoket milyen
mértékben tudja a lakosség alkalmazni, hasznositani, valamint az, hogy ezen eszkozok
milyen mértékben véaltak a hétkoznapi élet, a kultara elfogadott elemeivé.

Mindezek tekintetében ugyan az elmiilt években a magyar adatok javultak, azon-
ban eurdpai 0sszehasonlitdsban ez még csak elegendének sem mondhaté. Egy 2007-es,
az Eurdpai Unid 25 tagallamat vizsgaldo FEurostat felmérés szerint Magyarorszag az
egyik legrosszabbul teljesitG orszag ezen a teriileten. Az IKT kompetencidk és digitélis
irdsképesség mérésére kifejlesztett - a teljes lakossdgot vizsgéalo - Osszesitett digitalis
frastudas index (COQS?) alapjan Magyarorszag Lengyelorszaggal egyiitt az utolsok

2Communicating with others (by e-mail and other online methods);
Obtaining (or downloading) and installing software on a computer;
Questioning the source of information on the Internet;
Searching for the required information using search engines.
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kozott szerepel. E tekintetben az EU(15) atlaga 0,81, mig Magyarorszagé 0,3. De nem
csak a teljes lakossag, hanem a fiatalok digitalis irdstudéasa is jelent&sen elmarad az
unios atlagtol [113]. A kovetkez6 abra egy SIBIS (Statistical Indicators Benchmarking
the Information Society) GPS 2002 felmérésbdl szarmazik [143].

COQS Index of Digital Literacy
[:l Total population (COQS index value national average) [:I Youth (up to age 24)
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3.11. &bra. Digitalis irastudas - COQS index

A joveképet tovabb rontja, hogy Magyarorszagon az informéciés technoldgiai
kiadas mindossze a GDP 2,4 %-a; mig példaul Ausztridban, Csehorszagban vagy Eszt-
orszagban ez az érték meghaladja a 3%-ot [113].

Az informécios tarsadalomba valo bekapcsolodas szempontjabol meghatérozo az
oktatas szerepe. Ezért is kiemelkedGen fontos az iskolak digitalis felszereltsége, a ta-
narok infokommunikéacios ismerete, illetve az 0j technologidk alkalmazasanak igénye,
valamint lehet6sége a tantermekben. Hazénk helyzete a 100 didkra juto internettel
rendelkezd szamitogépek tekintetében eurdpai szinten megfelels. A kedvez6 iskolai esz-
kozellatottsdgunkat azonban bearnyékolja, hogy nagyon alacsony az elmilt években az
oktatéas soran szamitogépet hasznal6 tanarok arédnya, kiilonosen az altalanos iskolaban.
Magyarorszag az unios a sereghajtok kozott szerepel az IK'T és digitalis irastudas terii-
letén. Mindossze az iskolakkal, oktatassal kapcsolatos felméréseknél érjiik el az unios
atlag szinvonalat. Az elmilt évek pozitiv hazai tendenciai ellenére valtozatlanul az
alapinfrastruktarékrol, hozzaférési problémakrol lehet beszélni, mikézben az Eurdpai
Uni6 2006-0s direktivai méar a digitalis irdstudas, az ,intelligens” e-szolgaltatasok, a
befogado informacios tarsadalom témakoreit emelik ki [69].
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3.2.2. Digitalis bennsziilottek és digitalis bevandorlok

LAmikor a fiadat oktatod, a fiad fidt is oktatod.” (OSI BOLCSESSEG)

FelnévSben van a sokak altal csak digitalis bennsziilottnek® emlegetett generacio.
Ok azok, akik életében mar végig jelen volt a szamitogép, az internet, igy a legnagyobb
természetességgel nytulnak a digitalis eszkozokhoz, azok hasznalatat organikus folya-
matként élik meg, legyen az egy PC, laptop, telefon, vagy valamely, csak virtualisan
elérhets forras. Az Gket nevel6 generacié tagjai, akik nem sziiletettek bele a digitélis
eszkozok vilagaba, a digitalis bevandorlok. Nekik minddssze arra volt (van) lehetdsé-
giik, hogy bizonyos szintig megtanuljak ezen eszkozok hasznalatat, s igy mint olyanok,
nem is szolgdlhatnak mintaul a digitalis bennsziilottek szdmara, hiszen mindaz ami a
bennsziilotteknek természetes, a bevandorloknak kemény munkaval tanult 4j kihivas.
Nemhogy mintdul nem szolgalhatnak szamukra, de még a tempot is nehezen veszik
fel veliik. Legalabbis szdmos erre vonatkozé oktatasszociologiai felmérés ezt mutatta
ki. A digitalis bennsziilottek jellemz6 tulajdonsaga, hogy gyorsak, s ennek kévetkezté-
ben tiirelmetlenek. Nem értik példaul, miért is kell bizonyos informéciokat, adatokat
megtanulni, amikor azokhoz egyetlen kattintassal hozza lehet jutni. A generéci6 tagjai
mire elvégzik az egyetemet atlagban 10 000 orat toltenek videojatékokkal, 20 000 orat
tévénézéssel, s mindossze 5 000(!) orat olvasassal [139]. Ennek kovetkeztében szoveg-
értési képességiik rossz, értd olvasasra egyre kevéshé képesek. (Hasonlo negativ hatés
figyelhet6 meg a redukalt elektronikus kommunikacié hatasara a helyesiras esetében
is.) Elényben részesitik az abrakat a szoveggel szemben, ugyanakkor egyetlen dologra
nem tudnak hossza tavon koncentralni, hiszen szeretik parhuzamosan feldolgozni az
informaciokat. Eppen ezért esetiikben nem hatéarolodik el a tanulas és a szorakozas,
s szintézisiikbdl kialakult a szorakoztatd tanulas (edutainment). Marc Prensky abbol
kiindulva, hogy egy magara valamit is ad6 digitalis bennsziilott soha nem olvasné el
egyetlen program felhasznal6i kézikdnyvét sem, helyette inkdbb a program hasznalata
kézben tanulja meg annak haszndlatat, egyenesen azt gondolja, hogy a leghatéko-
nyabban szamitogépes jatékokon keresztiil lehet a digitdlis bennsziilotteket tanitani
(digital-game based learning (DGBL)), ez a jatékalapu tanulas. Szémukra az infor-
maci6 minden esetben valtozatos formaban: képben, hangban, vide6ban, szovegben
érkezik. Ezzel a bevandorlok a legtobb esetben egyszertien nem tudnak mit kezdeni.
Ok a hagyomanyos, linearis elvii tanitas hivei, nem hiszik, hogy a véletlen elérés, a
gyorsan valtakozo révid ideig tarté impulzusok hatékonyak lehetnének a tanulasban.

Az infokommunikacios lehetGségek térnyerése jelentGsen megvaltoztatta a didkok
iskolaval szemben alkotott elvarasait is; ezek a didkok tehat mér nem azok, akikre a
jelen oktatasi rendszert tervezték. SGt, nem pusztan arrol van szd, hogy a digitélis
bennsziilottek masképp gondolkodnanak, hanem a legtijabb neurobiolégiai kutatasok
szerint agyuk szerkezete is masképp alakult. Gondolkodasuk nem lineéris, hanem hy-
pertext alapi, szokells. Figyelmiik nem folyamatos, hanem l6késszerid és megosztott.

3A fogalmat Marc Prensky hasznélta elészor. Kozkedvelt elnevezés még a screenagers, illetve a
N(et)-generacio (Generation N) is [139].
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Oktatasunk egyik legnagyobb probléméaja éppen ez, hogy a digitalis vilag nyelvét csak
akcentussal bir6 tanarok faradoznak azon, hogy a nyelvet anyanyelvi szinten beszé-
I6ket valamire megtanitsak [139]. Néhany éve még példaul szenzacionak szamitott
egy-egy szines dbrékkal teli, anyanyelviiek altal irt nyelvkonyv. Manapsag pedig szinte
kifogastalanul meg lehet tanulni egy nyelvet pusztan az internet segitségével. Az in-
formaciokkal telezsufolt statikus CD-k pedig olvasatlanul végzik a fiok mélyén [140].

A digitalis bevandorlok és bennsziilottek kozotti folyamatosan névekvé kiilonbség
nagysagrendi voltat mutatja, hogy mig a digitalis bevandorlok épp csak tanulgatjak
az internet haszndlatat, addig a digitalis bennsziilottek mar réges régen az Internet
of Things (IoT) rendszerében élnek. Az IoT vilagaban gyakorlatilag barmely ,dolog”
képes barmely masikkal kapcsolodni. A hatféle B (barmivel, barkivel, barmikor, barhol,
barmilyen szolgaltatassal, barmilyen halozaton keresztiil) korlatlan lehetdséget kinal
felhasznaloi szdmara.

A szamitogéppel, illetve a szamitogépes jatékokon keresztiil kialakult, fejlesztett
gondolkodési képességeik kozé tartoznak példaul a megfigyelések, a gyors alkalmaz-
kodas képessége, a szabalyok gyorsabb kikovetkeztetése, a hipotézisek megfogalmaza-
sanak képessége, illetve az, hogy a didkok azokat a folyamatokat részesitik elényben,
melyek aktiv cselekvéssel jarnak. Eppen ezeket probaljuk meg kihasznalni a felfedezé-
sek eldtérbe allitasaval. A fentiekben vazolt szakadék athidalasara lehet segitségiinkre
példul az e-learning néven ismertté valo keretrendszer, modszertani fogasként pedig
a felfedezések elGtérbe helyezése, az 6nallo kutatas (jatékokon keresztiil torténd) orai
szint szimulalasa. Ez utobbi felépitése soran batran tamaszkodhatunk a kutatas-alapu
tanulas/tanitas modszereire, el6zményeire.

3.2.3. E-learning

A didkok (digitalis bennsziilottek) jorésze kifogasolja is, hogy tanarai nem, vagy csak
érdektelen modon hasznaljak az internetet. (Magyarorszagon a 14-17 évesek 94 sza-
zaléka internethasznéld, mig az Gket tanité 30-60 éves korosztalynak mindossze a 45
szazaléka hasznal internetet. A legf6bb kiilonbség azonban a hasznélat aktivitasiban
van [146].) Az internetben rejlé oktatasi lehetGségek egy megvalosulasa az e-learning.
Bar magara az e-learning-re altalanosan elfogadott definici6é eddig nem sziiletett, ha-
tasait maris érzékelhetjiik. El6nye a hagyomanyos oktatassal szemben tobbek kozott
a foldrajzi tavolsagok athidaldsa. A didkoknak nem kell 6rakat utazni egy-egy 6ra mi-
att, s ezzel nem csak az dkologiai labnyomuk mérete csokkenthets, de az 6rdk térben
és id6ben szabadabban szervezheték. Nem allhatja utjukat még egy-egy jarvany sem
[87]. Kozépiskolakban is vannak mar ennek kezdetleges jelei, illetve egyre tobb egyetem
hasznél egyel6re még csak kiegészitésként VLE-rendszert (Virtual Learning Environ-
ment). Ilyen példaul a Moodle, vagy a Szegedi Tudomanyegyetem altal hasznalt Coo-
Space. Az amerikai egyetemek oldalain barangolva pedig egyre gyakrabban botlunk
bele komplett kurzusok elektronikusan is elérheté anyagaiba, s akar teljes elGadés-
sorozatok vide6 anyagait is megnézhetjiik, esetenként a videdhoz csatolt magyarazo
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szovegekkel, abrakkal. Talalkozhatunk tovabba példaul Skype-on tartott konferenciak-
kal, el6adasokkal is.

Az online modszereknek szamos elénye van. A segédanyagok mindegyike elekt-
ronikus tuton elGallitott, igy gond nélkiil, kornyezetbarat médon sokszorosithato, a
kurzusok anyaga konnyen rogzithets. A digitalis bennsziilottek parhuzamos tanulasi
modszereinek kedvez, hogy egyszerre tobb téma targyalasaba is be lehet kapcsolodni.
(Az e-learning alapu oktatas egyik formaja az aszinkron tanulas, mely soran a tanulé a
tananyagot a sajat tempojaban dolgozza fel, szemben a szinkron tanulassal, melyben
a képzés egy meghatarozott idGben zajlik, bar a tanuloknak itt sem kell feltétleniil
egyazon helyen tartézkodniuk. A sajat ritmusban valé haladéis lehetGsége szintén a
hatékonysagot novelheti.) A kurzus résztvevsinek szama tetszélegesen nagy lehet, a
mindennapi kommunikacioban megszokott online kézosség a tanulasban is egymas se-
gitségére lehet. A gyengébb képességiiek kevéssé érzik magukat frusztralva; a tanulési
folyamat részesei egyenrangi félként vehetnek részt a foglalkozasokon. Az online mod-
szerek egyik hatranya viszont épp a fizikai tavolsag meglétébdl ered. A tanar nem tudja
metakommunikativ eszkozeit érvényesiteni, a személyes jelenlétébdl ered6 elényoket ki-
hasznalni, s a didkok ezt kihasznalvan kénnyebben figyelmen kiviil tudjak hagyni az
instrukciokat is. (Egy szigortu kovetkezetességgel miikods rendszerben ennek hatésat
azonban minimalisra lehet csokkenteni.) Meg kell még emliteniink, hogy a villamgyors
reakciokat igénylG kontakthelyzetek kezelésére a tanar csak személyes jelenlét esetén
képes. A munka értékelése szinte kizarolag csak irdsban torténhet, ami csokkenti az
azonnali, szobeli dicséret motivalo erejét [63].

3.12. Megjegyzés. Az Europai Unio 2001-ben fogadta el az eEuropa program ré-
szeként az eLearning-csomagot, melynek célja, hogy a digitalis technolégia elényeit az
europai polgarok rendelkezésére bocsassa [162].

3.2.4. A tanar Gj szerepe
Az informacios tarsadalom hatasa

Az informéacios tarsadalom altal tamasztott igényeknek valo megfelelési kényszer ha-
tasara a tanarok szerepe minden eddiginél mélyrehatobb valtozas el6tt all. A tanér
szerepe a tények és kész megoldasok tanitasa helyett egyre inkdbb a kompetencidk és
jartassagok atadasa, az élethosszig tarto tanulasra (lifelong learning) valo felkészités
lesz. A tanar a tovabbiakban csupan egyike a tanulot koriilvevs szamtalan informacio-
forrasnak, s6t, maga is folyamatosan tanul a rendszerben. Sokkal inkabb tekinthets az
informacioaramlés menedzserének, mintsem az informaci6 forrdsanak. Sokan a tanarok
legfGbb feladatdnak, mar egészen kisiskolas kortol kezdve, a didkok az informaciok meg-
sziirésére alkalmassé tevd kritikai képességekkel valo felruhézaséat tartjak. A mindent
tudo, porosz szellemi tanart felvaltja a digitalis vilagban eligazodni képes, 1j, tanacs-
ado szellemt tanar, aki a tanulokat aktiv, 6néllo, de ugyanakkor kozos felfedezésekhez
segiti.
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A kérdések szerepe

A matematika felfedeztetés-kozponti oktatasdban megvaltozik a kérdések szerepe, jel-
legiik atalakul. Korabban a tanari kommunikéiciot a téma kifejtésére iranyulo, illetve
a probléma felvezetését megcélzd, adat megallapitasra vonatkozo, valamint a foga-
lom jelentésére, megnevezésére vonatkozo kérdések uraltik [96]. Az egyes kérdések
megkozelitése a hagyoményos szemlélet szerint ugyanis leggyakrabban zart tton, a
Bizonyitsuk be, hogy... tipusi problémakitiizéssel torténik. Ez azonban nézépontunk
szerint valdojaban nem is problémakitiizés. Kérdésfelvetésnek, gondolatébresztésnek,
onallo, szabad alkotéasra val6 sarkallasnak végképp nem nevezhets. A tobbletismeret-
tel rendelkezd felsGbbrendtségével ily modon megfogalmazott feladatok a legtobb mai
didk szaméra nehezek. Nehezek, mert idegenek a szamukra, idegenek, mert értetleniil
allnak elé6tte, hiszen manapsag, amikor folyamatosan publikidlnak a weben, 6néllo al-
kalmazasokat hoznak 1étre, minden korabbinal jobban igénylik, hogy részesei legyenek
a (matematikai) alkotési folyamatnak is, a tanulas szamukra ne passziv befogadés,
hanem aktiv alkotas legyen. Ezen (teljesen természetes modon) felmeriils és jogos,
de ugyanakkor a hagyoményos modszerekkel kielégithetetlen igények sora altal kel-
tett kétely arnyékaban nem beszélhetiink (matematikai) problémamegoldésrol, csak
kizarolag formalis tevékenységr6l. A formalis tevékenységeknek persze fontos szere-
piik van bizonyos készségek, algoritmusok, eljarasok eszkozszintii elsajatitasaban, de a
teljes tanulési folyamatot mégsem lehet pusztan rajuk épiteni. Mindemellett tudjuk,
hogy senki szamara nem kozolhetiink egy, a meglévé fogalmainil magasabb szinten
l6vé fogalmat definicioval [145]; s itt implicit modon ez torténik. Ezekre a kérdésekre
a legtobb formalis bizonyitas nem ad valodi, a gyerekek szaméra is megnyugtato, a
probléma lényegét feltard valaszt, s a tovabbi kérdésfelvetést sem segiti, annél is inkabb
nem, mert tulajdonképpen nem is beszélhetiink kérdésfelvetésrsl. Minden esetben cé-
lunk kellene legyen az Osszefiiggés, és altalaban az 1j ismeret felfedeztetése. Ha a didk
maga jon ra az adott Osszefiiggésre szamos sikeres - és persze ezt megel6zendGen sza-
mos értékes tapasztalattal szolgalo sikertelen - probéalkozas utan, magaénak érzi azt,
hiszen 6 maga talalta. A (kisérleti) fizikus, a kémikus folyamatosan kisérletezik, s a
kisérleteibdl szarmazo tapasztalataibol alkotja meg 1j ismereteit. S kisérletezik a maga
modjan a matematikus is. Tanitasunkban ennek sajnos vajmi kevés nyoma van. A zart
végii feladatok korlatozo, az 6néllo gondolatokat kizard merev keretei helyett teret kell
engedniink a nyitott kérdések szabadsaganak.

A sejtések szerepe

A tanar elsédleges szerepe tehat a felfedezések segitése, a sejtések motivalasa. A ko-
rabbi, konkrét példak esetében ez azt jelenti, hogy segithet példaul a téglalapok Ossze-
illesztésében (3.1.3. fejezet), vagy a kavicsok megfelels alakzatba torténd elrendezé-
sében. Szerepe sokszor ,csak” annyi, hogy felirja a koztes lépések eredményét a tablara
(3.1.9. fejezet), vagy felhivja a figyelmet arra, amire figyelni kell, példaul, hogy mi-
lyen irAnyba mutat a gyufa feje (3.1.6. fejezet). A jo sejtések mindig is nagy hajtoerst
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jelentettek a matematikaban. Ezeket azonban nagyon jol kell megfogalmazni, s a jol
megfogalmazott sejtéseket az eredményekkel azonos szinten kell kezelni. Erre a ma-
tematika torténetében szamos helyen talalhatunk utaldst. Gondoljunk példaul arra,
hogy Fermat sejtése a Fermat-szamok prim voltar6l hamisnak bizonyult ugyan, de
kutatasokat, felfedezéseket 6sztonzott.

A szamitogépek szerepe

A sejtések legfontosabb forrésa éppen a szamitogépek altal is lehetévé tett, illetve kiter-
jesztett kisérleti matematika. Azt, hogy ennek létjogosultsaga van még a tudomanyban
is, nem csak a kordbban ismertetett Borwein-féle vonal mutatja, de jol példazza tobbek
kozott a Siemion Fajtlowicz amerikai matematikus altal létrehozott Graffiti nevii
program, mely grafelméleti sejtéseket general az adatbazisdban megtalalhatd grafok
k6zOs paramétereit vizsgalva. Egyik sejtése példaul a kommunikaciés bonyolultsag-
elmélet egy kulcskérdéséhez kapcsolodik, s bar magéara a kérdésre Alon és Seymour
negativ valaszt adott, egy gyengitett valtozata mind a mai napig nyitott [98].

Kisérleteikkel a didkok tulajdonképpen (6nallo) kutatasokat végezhetnek, igy a
kisérleti matematika szamos ponton kotddik a kutatasalapt tanulashoz.

3.3. Felfedezések a szamitégép eszkozszintii felhasz-
nalasaval

LA kozépszeri tandr magyardz. A jo tandr indokol. A kivdlo tandr demonst-
ral. A nagyszerd tandr inspirdl.” (WILLIAM ARTHUR WARD)

A kovetkezdkben olyan, barki szaméara egyszertien és jogtisztan hozzaférhets al-
kalmazasokat mutatunk be, melyek miikddtetése pusztan felhasznaloi ismereteket igé-
nyel.

3.3.1. Bevezetés

Jelen helyzetben a tanaroknak egy 1j, folyamatosan megijuld és fejl6dé rendszerben
kell tudasukat, s modszereiket atértékelni. Itt is, mint minden tanulasi folyamat soran,
kiemelten fontos a fokozatossdg. A korabbiakban technikai ismereteket nem igényls
példakon mutattuk be a moédszert miikodés kézben. Ebben a részben a szamitogeé-
pet eszkozként hasznaljuk majd. Minimélis felhasznaloi ismeretekkel (internet, egy-
szerl alkalmazasok) rendelkezvén is latvanyos kisérleteket végezhetiink. Tébbségében
weboldalakrol, mar elkészitett webes alkalmazasokrol, illetve telepitést nem igényld
programokrol van szo6. Elényiik, hogy gyorsan elGhivhatok, el6zetes elkészitést nem
igényelnek, igy hasznélatuk nem vesz t6bb idé6t igénybe, mint egy nélkiiliik valo orara
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torténd felkésziilés. Az itt bemutatott programok telepitést sem igényelnek, mobil esz-
kozokrdl is futtathatok, igy a tanar még a rendszergazda segitségére sincs raszorulva.
A kovetkezd példak egy konkrét cél érdekében, modszertani alapossaggal valogatott
lehetGségek, igy természetesen nem a teljesség igényével allnak itt.

A példak valogatasat a szamitogép eszkozszinti felhasznalasaval torténd mind
szélesebb kort felfedeztetési lehetGségeinek bemutatasanak rendeltiik alad. Visszako-
szonnek mér korabbi fejezetekbdl ismert példak, de bemutatunk olyan lehetdségeket
is, melyek szamitogép felhasznélasa nélkiil csak komolyabb, kozépiskolai keretek kozé
nem illeszkedd eszkozok bevonéaséaval targyalhatok. A példak targyalasa sordn minde-
niitt kitériink a felhasznalt eszk6zok elényeinek didaktizalaséra.

3.3.2. Nevezetes Osszegek - egy példa ismét

A 3.1.3. fejezet problémajat targyaljuk ismét, ezittal szamitogéppel segitve a felfe-
dezést.

Onalléan szeretnénk hat megtalalni, felfedezni az 1+ 2+ 3 + ... + n Gsszeg zart
alakjat.

Szémoljuk ki a fenti 0sszeget az els§ néhany n-re!

1 =1
1+2 =3
1+2+3 =6

1+2+3+4 =10
14+2+3+4+5 =15

A kérdés, mellyel a felfedezések 6sztondzhetsk, természetesen meriil fel maguk-
ban a didkokban is: Milyen, sem a bal oldali elgallitast, sem az el6z6 tagokat nem
hasznald Gsszefiiggés van a jobb oldalon taladlhatd tagok kozott? Itt lép szinre a ta-
nar katalizator szerepben: Hasznéljuk a http://oeis.org/ oldalt! Az itt talalhato
The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS) egy online elérhetéségii soro-
zat gytjtemény. A felkinalt mez&be beirva a vizsgalt sorozat (elsd) néhény tagjat, a
gomb lenyomasaval megkapjuk az adott kezdGtagokra leginkabb illeszkedd,
legjellemzGbb sorozatokat. Minél tobb tagot irunk be, annal inkdbb relevans talalatokat
kapunk [124].

Jelen esetben az elsG talalat a kovetkezds:

Triangular numbers: a(n) =C(n+1,2)=n(n+1)/2=04+1+2+ ... +n.

Innen pedig méar folytathatjuk a felfedezéseket a sejtés megerGsitésével a korab-
ban ismertetett moédon.
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3.13. Megjegyzés. Felmeriilhet a szkeptikusokban a kérdés, miért hasznaltunk sza-
mitogépet, ha a probléma, rdadasul felfedeztetéssel, e nélkiil is targyalhato volt. A szé-
mitogép ezen egyszerd hasznalatanak is szamos elénye van. A legtébb tanar kiizd az id6
szoritasaval; a felfedezés szamitogéppel gyorsabb, s mégis a tanulok aktiv cselekvésé-
vel valosul meg.* Ne feledjiik, hogy didkjaink mar digitalis bennsziilottek. Megszoktak,
hogy az iskolan kiviil gyakorlatilag mindeniitt, minden informéaci6é véaltozatos, digita-
lis formaban jut el hozzdjuk. Sokkal természetesebben nytlnak egy egyszerti parancs
hatasara ,csodakat” produkil6 weblaphoz, mint kavicsokhoz, vagy tollhoz és négyzet-
racsos papirhoz. Tovabbi elénye még, hogy a kisérletek gyorsan, és szinte korlatlan
szamban megismételhetGk. A kisérletek nem csak, hogy megismételheték, de igény
szerint modosithatok is, s ezaltal 1j felfedezések tehetsk; konnyen zart alakot talalha-
tunk az elsé n négyzetszam vagy akar kobszam Osszegére. A szamitogép segitségével
kordbban elérhetetlen problémék valnak hat megkdzelithetévé, s ez hasznalatuk masik
nagy elénye.

3.3.3. Halmazmiiveletek tulajdonsagai, halmazelméleti azonos-
sagok

A halmazelmélet alapjainak az altalanos iskola 8., illetve a kozépiskola 9. osztalyaban
torténd tanitasahoz kivaloan hasznéalhato a kovetkezd, Palincsar Zoltan altal alkotott
program. (A program hozzaférhets (volt) a jelenleg nem iizemels Sulinet oldalakon. A
szerz6 mindossze 16 évesen készitette egy palyazatra.)

A programban lehetGségiink van halmazmiiveletek megadasara, (egy, két, illetve
harom halmazra vonatkozoan) melyeknek megfeleltetett tartomanyt a program a meg-
felel ablak Venn-diagramjan szemlélteti. A kétablakos rendszernek koszonhetGen le-
hetdségiink nyilik halmazmiveleti azonossagok szemléltetésére, felfedeztetésére.

a2 @& 0 kiepes ? Sigs

Jelplgssk: | * metsast |+ unis | v killinbseg | # szimmetil kus differencia. | ~: komplementer | JATEK |

Kifejezés
[eBy+c

Szemléietes Torgs | T Nyomiatas

3.12. dbra. (ANB)UC = (AUC) N (BUC)

4A tananyag elvégzése érdekében diktalt gyorsabb tempé egyik kovetkezménye altaldban sajnos
az, hogy a didk kiils6 szemlélévé valik az oran.
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A program szolgaltatasai kozott jdaték is szerepel, melyben egy adott halmaz-
miiveletsorhoz tartozé tartomanyt kell a Venn-diagramon szinezni; illetve egy adott,
a Venn-diagramon megjel6lt tartomanyhoz tartoz6 lehetséges halmazmiiveletsort kell
megadni.

3.14. Megjegyzés. A fentiekben példat lathattunk arra, hogy hogyan valik lehetsé-
gessé jatékos formaban a felfedeztetés egy egyszert alkalmazas segitségével. A program
hasznélata nem igényel semmiféle elgkésziiletet (még telepiteni sem kell) vagy elgkép-
zettséget. A tablara felkeriils, statikus, korlatozott szamu abra helyett a tanulok aktiv
részvételével megalkotott, korlatlan szamd, dinamikus valtoztathaté dbrasereg segiti,
sG6t lehetGvé teszi a halmazmiiveletek és ezek tulajdonsagainak empirikus megismeré-
sét, belatasat, melynél tobbet jelen témakorben aligha tiizhetiink ki célul. A programot
a gyerekek haza is vihetik, illetve otthoni géprdl is elérhets. Igy a kisérletek megismé-
telhetdk, az otthoni gyakorlas is lehetséges.

3.3.4. A haromszog belsd szogeinek 6sszege IV.

A 3.1.7. fejezet dbrait add animéciot hasznaljuk. Az animécié megtalalhato a Wolf-
ram Demonstrations Project oldalain [169]. A Mathematica kornyezetben késziilt prog-
ram hasznalatahoz kiilon szoftver nem sziikséges. Az animécié hasznélataval elvész
ugyan a kézzel késziilt, s ,behajtogatott” haromszognél létrejott személyes tapasztalas,
viszont a gépi hasznalat itt is gyorsabb, otthon szintén rekonstruélhato, s6t ugyanott
hasonlé bizonyitasok tomkelege talalhato, igy lehetéség van az 6nallo kutatasra ezen a
szinten is. Az animécioban a paraméterek valtoztatasaval (pl. a cstiicsok mozgatasaval)
lehetGségiink van mérések, kisérletek szazainak elvégzésére.

[¥] Find the midpoints of A6 and AC. Find the midpoints of A8 and AC.

Connect the midpoints to farm the midsegment. [#] Connect the midpaints to form the midsegment.

Form the perpendicular folding lines to base BC. Form the perpendicular folding lines to base BC.
folding controls folding contrals

al 8 [} cf A B 0 cn

iy

&
A
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midsegment and fold lines

Find the midpoints of AB and AC,

Find the midpoints of AB and AC. Connect the midpoints to form the midsegment.
Cannect the:mkipoints toform the nidsegment, Form the perpendicular folding lines to base BC.
Form the perpendicular folding lines to base BC, folding controls
folding controls A DE Dc D
A e - (e O
& A
A

(c) (d)

3.13. abra. Bizonyitas(?) - A haromszog belss szogeinek Gsszege TV.

A kovetkezékben két nehezebb problémaval foglalkozunk. Atlagos kozépiskolai
eszkozokkel nem targyalhatok, s ami jelen szempontbol kiemelten fontos: szamitogépek
segitsége nélkiil érdemben csak nagyon nehezen megkdzelithetdk.

3.3.5. A Monty Hall-dilemma - a szamitégép és az intuicié

A maéar-mar klasszikus probléma eredetét illetGen megoszlanak a torténeti forrasok.
Paul Hoffman szerint ([75]) elgszor a Let’s Make a Deal cimii amerikai televizios jaték
utols6 feladataként ttint fel; nevét is innen, a jaték misorvezetsjérsl kapta®. Valoja-
ban elészor Steve Selin tollabol tiint fel az American Statistician hasédbjain 1975-ben.
Szakmai korokben hiressé (hirhedtté) azonban a Parade magazin 1990. szeptember 9-i
szamanak Marilyn vos Savant vezette Ask Marilyn rovata tette. Azota szamos valto-
zata, s6t egész folklorja alakult ki [142]. A probléma a kiovetkezd.

3.15. Feladat. Képzeljiik el, hogy egy televizios vetélkedén vesziink részt, ahol harom
ajto koziil kell valasztanunk. Az egyik mogott autd van, a masik kettd mogott szamar.
Kivalasztjuk az egyik ajtot, mire a misorvezets, aki természetesen tudja, melyik mo-
gott van az autd, kinyit egy maésik ajtot, amelyik mogott szamar van. (Ilyen ajtot
mindig tud nyitni.) Ezutan valasztanunk kell; vagy ragaszkodunk eredeti dontésiink-
hoz, vagy meggondoljuk magunkat, és a harmadik, ki nem nyitott ajtot valasztjuk.
Melyik a jobb dontés?

®A jatékot gyakorlatilag véltozatlan formaban Magyarorszagon is bemutattak, a Zsdkbamacska
cim( televizids vetélkedGben.
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3.14. abra. A Monty Hall-dilemma

A probléma ismertetése utan érdemes megkérniink a didkokat arra, hogy tip-
peljék meg a nyerés valoszintiségét a két stratégia (a jatékos kitart eredeti dontése
mellett, illetve ajtot valt) esetén. A kérdés jo eséllyel meg fogja osztani Gket, hiszen
a korabeli matematikusokkal is ezt tette. Nem akartak elfogadni ugyanis, hogy ebben
a helyzetben érdemes élni a miisorvezets altal felkindlt lehetGséggel, és ajtot kell val-
tani. Olyannyira, hogy amikor Vazsonyi Endre ismertette a problémat Erdgs Pallal,
maga Erdds sem latta értelmét valtani. Meggy6zni 6t is csak a Stanislaw Ulam altal
kidolgozott Monte Carlo-modszer segitségével lehetett. A modszer lényege, hogy egy
adott esemény valosziniiségének numerikus kiszamitasa helyett szamitogépek segitségé-
vel (elegendGen) sokszor szimulaljak a kisérletet. Egy ilyen kisérletsorozat eredményét
mutatja az alabbi abra.

A jatékos nem valt ajtot | Nyerd kisérletek szama: 3340 | Osszes kisérletek szama: 10 000

A jatékos ajtot valt Nyeré kisérletek szama: 6660 | Osszes kisérletek szama: 10 000

3.15. abra. A Monty Hall-dilemma és a Monte Carlo-mddszer

3.16. Megjegyzés. Ebbdl is latszik, hogy érté kezekben a szamitogép méar gyakor-
latilag létrejotte pillanatatol fogva szerepet jatszik a matematikai felfedezésekben, tu-
domanyos szinten is.

A kapott relativ gyakorisagok sokat segithetnek az esemény valdszintiségének
meghatarozasaban. Tovabba meg is sziintethetik azt a bizonytalansigot, amibe az
emberek akkor keriilnek, amikor az intuici6 és a valosag kozott ilyen nagy a kiilonbség.
A fenti, illetve a fentihez hasonl6 kisérletsorozatok segitségével szemléltethets a nagy
szamok torvénye is.

3.17. Megjegyzés. Tovabbra is kérdés, hogy (iskolai szinten) elfogadhatjuk-e ezt az
intuitiv belatast bizonyitasnak? A didkok a kettd kozott sokszor egyéltalan nem érez-
nek kiilonbséget, s6t az elGbbit erdsebbnek érzik, hiszen azt megtapasztaljak, mig a
(deduktiv) bizonyitast nem. Jelen esetben persze kicsit tobbrdl van sz6, mint puszta
intuiciorol.
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Marilyn vos Savant is szamos moédon probalta meggy6zni az emelkedett hang-
nemben ellenkezé matematikusokat:

(1) Képzeljiik el, hogy a jatékban egymillio ajtd van. A jatékos valaszt egyet, majd a
miisorvezetd, aki pontosan tudja, hol van az autd, egyetlen masik ajto kivételével
kinyitja az Gsszeset. Most hogyan dontenénk?

3.16. dbra. Dilemma: Hogyan dontenénk?

(2) Képzeljiik el, hogy miutan a misorvezetd kinyitotta az egyik ajtot, leszall a szin-
padra egy ufo, s egy kis zéld ember bujik ki belsle, s neki is dénteni kell. O valoban
50% eséllyel dont jol, hiszen neki nincs meg az az elénye, ami megvan a jatékosnak,
nevezetesen a miisorvezet$ segitsége.

3.18. Megjegyzés. Egy masik lehetséges indoklas az, hogy az a jobb, ha nem tartunk
ki eredeti elképzelésiink mellett, mert ekkor akkora eséllyel nyeriink, mint amekkora
eséllyel eredetileg rosszul valasztottunk, vagyis 2/3 valoszintiséggel. Ennek a gondo-
latmenetnek az is az el6nye, hogy pusztan a szimmetriara épiil, s nem hasznalja, még
hallgatolagosan sem, a feltételes valoszintiség fogalmaét.

Magat Erdés Palt sem sikeriilt szamitogépek segitsége nélkiil meggyézni. Hogyan
varhatnank el ezt akkor a didkjainkto6l?

3.3.6. A lusta pénztaros - a szaAmitégép és a sejtés

A probléma a kovetkezd.

3.19. Feladat. Egy mozi pénztara el6tt emberek allnak sorban. A jegyek egységesen
500 forintba keriilnek. A sorban &lloknak egymastol fiiggetleniil % — % valoszintiséggel
vagy 500 forintosa, vagy 1000 forintosa van. A lusta pénztaros nem gondoskodott nyitas
el6tt valtopénzrsl. Varhatoan hany mozildtogatot tud majd kiszolgalni a pénztaros?
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Itt is egy szamitogépes animéacio segitségével kozelitjiik meg a problémat, s ezaltal
az targyalhatova vélik a valoszintségi valtozo fogalméaval éppen csak ismerkedd, vagy
azzal nem is rendelkez6 didkok szamara is.

A modszer a kovetkezd. Egy az interneten elérhets (vagy akar magunk altal is
elkészithet$) animacio (program) segitségével végezziink kisérleteket. Figyeljiik meg,
hogy néhany (szamos) sorban allast szimuldlva hogyan alakul a kiszolgalt vasarlok
szama. Erdemes tippelds jatékot jatszani; a jatékosok (diakok) megtippelik, hogy hany
vasarlo fog jegyhez jutni, és akinek a tippje legkozelebb lesz az eredményhez, az nyer.
A kovetkezd abrék egy, a Sulinetrdl szarmazd animéciobol szarmaznak, de hasonlot
talalhatunk példaul szamos egyetem [118|, vagy a Wolfram [169] oldalan is.

A LusTA PENZTAROS

PENZTAR KINYIT
TARTALEK 500 FORINTOSOK SZAMA: 0
KISZOLGALT VEVOK SZAMA (ATLAG): 0

KOVETKEZO VEVG

A LUSTA PENZTAROS

PENZTAR KINYIT
TARTALEK 500 FORINTOSOK SZAMA: 0
KISZOLGALT VEVOK SZAMA (ATLAG): 3

()

KOVETKEZO VEVG

A LusTA PENZTAROS

PENZTAR KINYIT
TARTALEK 500 FORINTOSOK SZAMA: 1
KISZOLGALT VEVOK SZAMA (ATLAG): 0

KOVETKEZO VEVG

A LUSTA PENZTAROS

PENZTAR KINVIT
TARTALEK 500 FORINTOSOK SZAMA: 2
KISZOLGALT VEVOK SZAMA (ATLAG): 1714

KOVETKEZO VEVG

(d)

3.17. dbra. A lusta pénztaros

Ezzel eljuthatunk a matematikai alkotas egyik legfontosabb - s jelen szinten elér-
hetd egyetlen - eleméhez, a sejtéshez. Mégpedig ahhoz a (helyes) sejtéshez, hogy jelen
valoszintiségi valtozonak nincs varhato értéke. A lusta pénztaros problémaja tehat
arra is példat mutat, hogy a szamitogépek felhasznalasdval nem csak szemléltethe-
tiink, vagy a bizonyitast segithetjiik, de esetenként maganak a sejtésnek a kialakitasa
sem képzelhets el nélkiiliik.

3.20. Megjegyzés. A valoszintiségi valtozd varhato értékét leird sor divergencidjanak
bizonyitasahoz sziikséges eszkoz pl. a Stirling-formula és a majorans kritérium [42].
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3.3.7. Moédszertani osszefoglal6

A fejezetben igyekeztiink megmutatni, hogyan is tud a ,kivalo”, vagy a ,, nagyszeri”
tanar szamitogépes demonstraciok segitségével inspiralni. Példat lathattunk arra, hogy
a szamitogép hogyan segit felfedezések katalizdlasdban (3.3.2.). A szamitogép segit-
ségével lehetGségiink van a paraméterek valtoztatasaval tjabb és ujabb felfedezések
osztonzésére. Egyszert alkalmazasok (3.3.3., 3.3.4.) felhasznalasaval példat lattunk
egyrészt a vizualis reprezentaciok 6sztonzé erejére, masrészt a tomeges kisérletek joté-
kony hatasara, a ,deus ex machina” elkeriilésére. Megmutattuk, hogy a szamitogépes
reprezentaciok hasznélata elkeriilhetetlen lehet bizonyos problémak (3.3.5., 3.3.6.)
targyalasa kapcsan.

3.4. Felfedezések a szamitégép alkoto jellegii felhasz-
nalasaval

-On szerint mikor érik el szamitégépek az elsé Nobel-dijas felfedezést?
-Szerintem mdr régen elérték [144]. (HERBERT SIMON®)

3.4.1. Bevezetés

Az el6z6 fejezetben javarészt az interneten barki altal szabadon elérheté és felhasz-
nalhato konzerveket mutattunk be. Ezek hasznélata szamos, a fentiekben részletesen
kifejtett elonyokkel jar, &m nem minden esetben elegends. A technikai fejlédés, a di-
gitalis bennsziilottek folyamatosan megujuld vilaga, folyamatosan fejl6dé eszkozoket
kivan. Sziikség van tehat ra, hogy mi magunk is hozzunk létre alkalmazasokat, hiszen
ezek tovabbfejlesztése a legkézenfekvGbb, legegyszertibb lehetGség. Emellett sziikség
van arra is, hogy didkjainkat is 0sztonozziik sajat alkalmazasok létrehozasara. A to-
vabbiakban f6ként ezek szolgalnak majd felfedezéseink alapjaul.

El6szor roviden bemutatjuk az alkoto jellegii hasznalatot lehetévé tévs rendsze-
reket altalanossagban, majd részletesen néhany, az oktatasban jol, s a tovabbiakban
altalunk is hasznalt szoftvert.

3.4.2. Komputer-algebrai rendszerek (CAS)

A szamitégépek tudomanyos, illetve oktatéasi céli hasznalataban mérfoldkének sza-
mitott az elsd, szimbolikus szamitasok elvégzésére is alkalmas rendszer. Ez a MIT-n
kifejlesztett MACSYMA volt. Ez volt az elsé rendszer, amely alkalmas volt algebrai ma-
nipulaciokra. S6t, ennél joval tobbre. A segitségével lehetGség volt egyenletrendszerek,

SHerbert Simon Nobel- (1978) és Turing-dijas (1975) kizgazdasz
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differencialegyenletek megoldasara, integralok meghatarozasara, matrixok invertala-
sara, sajatértékek kiszamitasara, s dltalaban szimbolumokat tartalmazo kifejezésekkel
valdé numerikus szamitasra. A ma hasznélt legelterjedtebb komputer-algebrai rendsze-
rek a Mathematica, Maple, MatLab, Maxima. A legtobb ilyen rendszer draga, sok-
szor még az egyetemi licenszek beszerzése is gondot okoz, igy ezek az allando forrashi-
annyal kiizd6 (kozép)iskolak szamara elérhetetlenek. Kivételt csak a Maxima képez, ez
ugyanis nyilt forraskodi, ingyenes rendszer. A rendszerek legtobbjérsl altalanossagban
elmondhat6, hogy szintakszisuk, beleértve az osszetett matematikai objektumok bevi-
telét is, formalis, logikus. (Mindez példaul a késGbbiekben bemutatandé WebMathe-
matics Interactive (WMI) esetében teljesen intuitiv.) Kivaloan hasznalhatok az egye-
temi oktatasban is, néhény oras gyakorlas utan lehetGségiink van tulajdonképpen egy
egyszerti programozasi nyelv elsajatitasara. Kevés ismerettel is viszonylag bonyolult
dolgok allithatok elg. A rendszerek hasznélatéval lehetGségiink van pl. egy 15 x 15-0s
matrix inverzének, sajatértékeinek gyors kiszamitasara (akar szimbolikusan is!), vagy
egy tobb egyenletbdl allo, tobbismeretlenes differencidlegyenlet-rendszer megoldasara;
tehat olyan szdmitasokra, melyeket kézi erGvel nem, vagy csak indokolatlanul nagy
energia- és idébefektetés aran tudnédnk megvalositani. Konnyedén kirajzoltathatjuk
egy-, illetve kétvaltozos fliggvények grafikonjait, készithetiink tovabba valos idejd ani-
maciokat, melyekkel a kisérletezési lehetGségek tarhéza tarul elénk. Olyan dolgokat
tehetiink lathatova, olyan szamitasokat végezhetiink el, melyekrdl kordbban még csak
nem is dlmodhattunk.

3.4.3. Szoftverek az oktatas szolgalataban

Az alabbiakban a teljesség igénye nélkiil bemutatunk néhany, az oktatasban kivaloan
hasznalhato, tobbségében az interaktiv tabldkkal is egylittmiikodni képes népszerd
szoftvert.

GeoGebra

A programot (www.geogebra.org) Markus Hohenwarter kezdte el fejleszteni a Salz-
burgi Egyetemen. Az els6 verzi6 2002 januarjaban jelent meg angol és német nyelven.
A szerz§ miivét ingyenesen elérhetévé tette az interneten. Hamarosan annyi kérdést
és Otletet, fejlesztési javaslatot kapott, hogy a program folyamatos fejlesztésére egész
munkacsoport jott létre. Azota a vilag szinte valamennyi kontinensén szamos Geo-
Gebra Intézet jott, s jon folyamatosan létre |59]. Az egyik éppen Szegeden, a Bolyai
Intézet berkein beliil szervezédik. A fejlesztések folyamatosan lépést tartanak a kor
igényével, igy példaul nem csak javascript alapi, a feladatokat dinamikus tjrageneraléd
s igy akar szamonkérésre, illetve annak gyors kiértékelésére is alkalmas feladatbankok,
de okostelefonra optimalizalt verzi6 is késziilében van.

A GeoGebra legfébb érdeme, hogy két- (manapsag mar harom-) ablakos rend-
szerének koszonhetGen egyesiti a komputer-algebrai rendszerek (CAS) és a dinamikus
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geometriai szoftverek (DGS) elényeit; a program neve is erre utal, GeoGebra, azaz geo-
metria+algebra. Az oktatasban pedig azért terjedhetett el ilyen gyorsan és sikeresen,
mert ingyenes, platformfiiggetlen, s6t még csak letolteni sem kell. (Ezzel megkimélvén
a tanart attol, hogy az ordit csak hathatés rendszergazdai segitséggel tudja megtar-
tani.) Egyszeri felépitése és konnyi kezelhetGsége ellenére az iskolai tananyag szinte
valamennyi teriilete jol tanithato altala, kezdve az egész szamok aritmetikajatol, a
fliggvény- illetve geometriai transzformaciokon keresztiil, a statisztikai alkalmazasokon
at, egészen az analizis fogalmainak (derivalt, integral, Taylor-polinom, ...) szemlélte-
téséig. A program kivaloan alkalmas a kiilonb6z6 absztraktsagi szinten lévs fogalmak
szemléltetésére, a dinamikusan valtoztathato paramétereknek koszonhetGen pedig a
felfedeztetésre. Nem utolsé sorban egy lelkes, aktiv és nyilt kézosségnek koszonhetGen
- melyhez barki csatlakozhat - folyamatosan béviil az interneten elérheté kész segéd-
anyagok rendszere, igy a szoftverrel tartott orara valo felkésziilés a kezdeti idGben sem
vesz tObb idGt igénybe, mint a hagyomanyos, frontélis, tabla-krétés 6ra megtervezése.

Autograph

A program jelenlegi verziojat Mark Hatsell irta, elsGsorban a brit Oundle School ma-
tematika Ordin szerzett tapasztalatok alapjan. Az 6 nevéhez fiizédik az Autograph
jatékipari technologidkbol adaptélt otlettel megalkotott 3D-s modulja [5]. A program
a legtobb, fels6 tagozaton, illetve kozépiskolaban elGkeriils teriilet oktatasara alkal-
mas. Tokéletesen miikodik egyiitt a digitalis tablakkal, egy egyszeri kiegészit6 eszkoz
segitségével tavolrol is irdnyithato, igy a tanar nincs a tablahoz lancolva, s6t a didkok
is tudjék tévolrol kontrollalni a tablan torténteket. A program elsGsorban Anglidban
népszerii [12, 13|, de az évente megrendezett nemzetkozi tovabbképzés és konferencia
hataséara a felhasznalotabora folyamatosan béviil. A program egy hatarozott - a tobbi-
t6] megkiilonbdztets - elénye, hogy alkalmas a grafikonok lassti megjelenitésére. Ez azt
jelenti, hogy az (ismeretlen) fiiggvény grafikonja paraméterezheten folyamatosan raj-
zolodik ki a képerny6re. Barmikor megéllithatjuk a kirajzolast, kérdéseket tehetiink fel
a fliggvény hozzarendelési szabélyara, tovabbi menetére, tulajdonsigaira vonatkozoan.

(a) (b)

3.18. abra. Autograph - Lasst abréazolas: sin 2z hol a kévetkez§ zérushely?
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Derive

A Derive 1988-ban jott létre. El6dje a muMath, az els§ oktatasra adaptalt szoftverek
egyike volt, elsd verzioja 1979-re datdlhato. A Derive fejlesztése sajnos leallt, a diszt-
ribitorok az utols6 példanyoktol is mar csak adrukapcsolés utjan tudnak megvalni. A
programot a vilag szamos orszagaban, s tobb mint 50 magyar oktatéasi intézményben is
hasznaljak, illetve hasznaltak. Numerikus és szimbolikus szamitasok elvégzésére, két-
és haromdimenzios abrazolasokra, vektor- és matrixmiiveletek elvégzésére egyarant al-
kalmas. Modszertani szempontbol egyik legnagyobb elénye a 1épésenként is el6hivhato
feladatmegoldés volt. (A feladat vonatkozhat egyenlet megoldasara, matrix invertala-
sara, integral meghatarozasara, s szamos egyéb miivelet elvégzésére.)

2 x
#1: x -e dx
| PRLARIY A
J’ 2 X 2 x X
#1: x e dx #2: x -e - 2.) x-e dx
I heagntsl JEREss o, ] IETLL BN TS
2 A 2% % J' X
73 -2 — 2.] x-e d [ZH .c - 2.(x-e - ) e dx)
(a) (b)

2 x J' X
#2: x e - 2.) x.e dx

1
| e dx 2 x x J’ x
i #3: X e —2:(x:e - ) e dx)

2 x X J b o
#3: x-.e —-2-(x-e —-J) e dx) jb-xd e
e [
b

jeb'x dxa; 2 X X X
b #4: x .e¢ -2.(x:e —-e)
2 x X X s
#4: x e - 2.(x-e - e ) #5- e .(x - 2.x +2)
(c) (d)

3.19. dbra. Derive - Integralas lépésenként - [ 22 - e* dx

WMI

A WebMathematics Interactive (WMI) egy internetes on-line tanuléi kérnyezet, mint-
egy 20 szabadon felhasznalhato forraskodu szoftver 6tvozése. Az egymassal kommu-
nikalo programok 1j strukturaba vald szervezésével és egy rendszerbe torténd integ-
ralasaval, egy olyan keretfeltételeket biztositdo program jott 1étre, amely 1j didaktikai
szempontokat tdmogato interaktiv matematikai modulok szamitogépes megvalositasat
teszi lehet&vé.



3. FEJEZET. FELFEDEZESEK A MATEMATIKAORAN 58

WebMathematics Interactive _—

nyitdlap demo oldaltérkép

English | Deutsch | Francais | Halianc | Espanhal | Esparants | Magyar

@ Hslads izemmedi| Reai Rezslstalilet Maxima

3
Derivaltak - 2
A teszt megoldésa soran sziksége lehet papir és toll hasznélataral

1 Az WsT) faorven dervaltia:
ctgr

O In (ai’u.a) e
cos?

QO —sinr

() cosx 4 Insinx)

cos?
2. A siusinsinr figgvény denviltja
QO coscoscosT
O cosz-sinsina - cosr.sinr -cosx
() cossinsing - cossinT - cosr

3 Az r7£+£ figavény denvalja
IR T

3.20. abra. WMI - Pillanatkép

A WMI egy olyan kornyezetet teremt, amely a mesterséges intelligenciat és a ma-
tematikadidaktika szakmai tapasztalatat kihasznalva modszertani szempontbdl is érté-
kes (nemcsak végeredményt szolgaltatd) matematikai modulok konstrualasat biztositja
a matematika oktatoi szamara. Igy a komputer-algebrai rendszerek ereje anélkiil keriil
kiaknazasra, hogy a felhasznal6i oldalon 1évé didknak barmit is tudnia kellene ezek
miikodésérsl. ElsGsorban egyetemi, illetve f6iskolai hasznalatra késziilt, de tekintve
a tananyagok atfedését, illetve a matematika spiralis felépitését, a kozépiskolaban is
kivaloan hasznalhato [86, 87|. Megalkotoja egy szegedi csapat, az Otletgazda pedig
Kovacs Zoltan. Az elképzelés jelenleg matek.hu néven fut [166]. Egy tematikus, jol at-
lathato, konnyen kezelhetd internetes feliileten adhatjuk le ,igényiinket”, ami lehet egy
egyenlet megoldasa, egy integral meghatarozasa, egy egy- esetleg kétvaltozos fliggvény
abrazolasa, vagy egy hatarérték meghatarozasa. A valasz azonnal elGall, igy kivaloan
alkalmas 0nallo tanulasra, gyakorlasra, sajat munkank ellenGrzésére is. A felkésziilt-
ség mértékének ellendrzésére dinamikus és statikus tesztek is rendelkezéstinkre allnak.
A tanuléi illetve tanéri tudasellenérzés tehat tébb oldalrdl is tamogatott. A WMI
alapszolgaltatidsai mellett tematikus modulokat tartalmaz a linearis algebra, analizis,
diszkrét matematika, analitikus geometria témakorokben, megkénnyitvén ezen teriile-
tek feldolgozasat. A WMI tokéletesen alkalmas az e-learning alapt oktatasra is. Mi sem
példazza ezt jobban, mint hogy a SARS jarvany idején Chu-Ching Huang, a Chang
Gung University tanara a WMI-vel helyettesitette az elmaradt kontaktorakat [87].
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Tovabbi lehet6ségek

Ebben a részben bemutatunk néhény, a szerz6 altal is hasznalt, tobbségében ingyenes,
vagy jol hasznélhato ingyenes probaverzioval rendelkez szoftvert.

(a) Euler 3D - A program szegedi, Petr6 Tamas készitette, az otlet atyja, és a kidolgo-
zas irdnyitoja pedig Szilassi Lajos volt. A program sokdig ingyenesen hozzaférhetd
volt, mignem a Mozaik Kiadé Kft. megvasarolta [44].

(b) Euklidesz - Geometriai szerkesztGprogram, mely 1998-ban jelent meg. A Mozaik
Kiado Kft. megvasarolta, illetve a GeoGebra kiszoritotta a piacrol [43].

(c) Cabri- A szoftvercsaladnak szamos tagja van, melyek elsésorban Franciaorszagban

és az angolszész teriileteken terjedtek el. Kapcsolodo szakirodalom szerencsére mar

magyar nyelven is elérhetd [27, 114, 152].

The Geometer’s Sketchpad [60, 1, 68, 46|

GrafEq [64]

Poly [134]

Graph [65]

A kovetkezSkben 6t példat mutatunk be, a szamitogép alkoto jellegi felhaszna-
lasat prezentalando.

TN — o~ TN
S o
~— — —

3.4.4. A Thalész-tétel

A kézzel szerkesztett abra, a sajat kezii mérés meggy6z4 erejét nem potolhatja semmi
(3.1.8. fejezet). A bizonyossag erdsebb fokanak kialakitasaban (a bizonyitasban?)
viszont haszonnal alkalmazhatjuk a szamitogépet.

%7 GeoGebra - thaleszggh

Fajl Szerkesztés Neézel Bedllitdsok Eszkozok Ablak Stigd

A . [N @ r) Z X e Mozgatas
'I’)v I = &'7 Alakzatok mozgatasa vagy kivélasztisa |

G

3.21. abra. Thalész-tétel - Pillanatkép
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Az alabbi, GeoGebraban készitett alkalmazas elkészitése gyakorlatlan felhasznéa-
16k szamara sem vesz igénybe annyi id6t, mint egyetlen statikus abra megszerkesztése.
Szamtalan elénye koziil kiemelends, hogy mozgathatd a kor, az atmérs, a keriileti
pont, s6t ez utébbi akar animélhat6 is folytonosan a koéron. Az animécié valojaban
nem folytonos, de kijelenthets, hogy minden gyakorlati igényt kielégitGen folytonos-
nak tekintheté. A korvonalon mozgd pont természetesen diszkrét pontok sokasagan
yJugrdl”) de segitségével annyi kisérlet és mérés végezhets el egyszerre, amennyit sza-
mitogépes segitség nélkiil nem lennénk képesek végrehajtani.

3.21. Megjegyzés. A pilithagoreusok a geometriat hisztoriénak tartottdk, azaz ki-
mondottan tapasztalati tudoméany volt. (A szamelmélet neve mathéma volt.) Ugyan-
akkor maga Thalész volt az a mérfoldké a matematikaban, aki a szemléletre alapozott
tapasztalati geometriat elvalasztotta az érzékekre méar nem tamaszkodo, (logikai) bi-
zonyitast igénylé geometriatol.

3.4.5. Trigonometrikus azonossagok

A trigonometrikus azonossidgok két {6 tulajdonsaga, didkszemmel nézve, hogy sokan
vannak és hasonlitanak egymaésra. Tanari szempontbol persze jelentGségiiket a fiigg-
vénytranszforméaciok, trigonometrikus egyenletek, illetve trigonometriai szamitasok te-
rén betoltott szerepiik adja. Megkedveltetni Gket szinte lehetetlen, viszont legalabb
néhanyat didkjaink emlékezetébe tudunk vésni, ha azokat 6k maguk fedezik fel. Erre
mutat példat a kovetkezd, Autographban kivitelezett kisérlet.

Az &dbran a cosx fiiggvény grafikonja lathato, és egy pont, amelyet animalunk
egy fiiggvény grafikonja mentén. A pont ldthatdan az cosx fiiggvény x tengelyre vett
tiikorképe mentén halad, tehat a rejtett gérbe meggy6zGen sok helyen vett értéke
alapjan tapasztaltak szerint az y = — cosz fliggvény grafikonja.

N | IN |
. NIA T N1

3.22. dbra. Hol halad a pont...”
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Az y = — cosx fiiggvény grafikonjat kirajzolva, a pontot tovabb animélva, empi-
rikus Gton szerzett meggy6z&désiink megdonthetetlenné valik.

NN
NS

3.23. 4bra. ... az y = — cosz gorbe mentén

Ekkor, példaul egy szovegdoboz segitségével, kiirathatjuk a mozgd pont valodi
koordinatait (megjelenithetjiik az eddig rejtett fiiggvénygorbe hozzarendelési szaba-
lyat), s igy lathatova valik, hogy a pont altal leirt gorbe az y = cos(x — 7). A dobbenet
(felfedezés) ereje ebben a szitudcioban oridsi lehet, olyannyira, hogy akar a miért meg-
valaszolasa érdekében is lépéseket kell tenniink, a didkok nyomésanak engedve.

LCINCINA N

Iy

nt: (a; cos(a-m);

¥=—€0S X

3.24. abra. A felfedezés: — cosz = cos(z — 7)

3.22. Megjegyzés. A fenti felfedezésekben a tanar szerepe nem klasszikus. Feladata
elsGsorban a kisérlet el6készitése: az y = — cos z és az y = cos(x —7) gorbék kirajzolta-
tasa, majd ez utobbi elrejtése, s végiil a pont animaciojanak paraméterezése a rejtett
gorbe mentén. Ezek utan a felfedezésekben méar csak katalizator szerepe van.

3.4.6. Szintetikus geometria

A szintetikus geometria tanitasa a szamos tanagyagreform és -csokkentés hatasara je-
lent&sen karcsiisodott a kozépiskolaban. Az egybevagosagi transzforméciok kapcsan
szinte kizarolag azok tulajdonsagait, a hasonlosagi transzformaciokhoz kétGdéen pe-
dig aritmetikai feladatokat oldunk meg. Szerkesztésekkel egyaltalan nem foglalkozunk,
elsGsorban idGhiany miatt. A didkok tobbsége szeretne szerkesztéseket végezni, elso-
sorban az altaldnos iskolabol szarmazo jatékos, pozitiv tapasztalatok miatt. Akkor
azonban, amikor akar csak egy egyszer(ibb szerkesztés tényleges kivitelezésére keriil
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sor, hamar elveszitik tiirelmiiket, a precizitasrol nem is beszélve. A szerkesztés egy-
szeri rajzza alakul, s sokan nem is latjak, értik a kiilonbséget. A szerkesztések kivite-
lezése hosszadalmas, a figyelmet nagymértékben lekéts folyamat. Nem csak azzal van
a baj, hogy erre nincs id§, hanem legf6képpen azzal, hogy a didkok nem latjak, hogy
a szerkesztés elsGsorban egy eszkoz a sejtés és a bizonyitas segitésére. A tokéletes pon-
tossaggal kivitelezett szerkesztés nem csak sejtets, de bizonyito erejd is, ilyet azonban
hagyoményos titon, f6leg a mai, masfajta motorikus rutinokkal rendelkezé gyerekekkel
nem tudunk végezni. A megoldast most is a szamitogéptsl varhatjuk. A GeoGebra
program segitségével nem csak, hogy gyorsan és pontosan szerkeszthetiink, de 4bréink
dinamikusak lesznek, igy tulajdonképpen tetszéleges szamu szerkesztést hajthatunk
végre egyetlen abra segitségével. Az abrak mozgatasaval, a paraméterek valtoztatasa-
val, a szerkesztési lépések visszajatszasaval elvégezhets a diszkusszid és felfedezhetd
a bizonyitas is. Az aldbbiakban harom, az elemi sikgeometira kiilonb6z§ teriileteirdl
szarmazd problémét mutatunk, megoldas gyanant pedig egy-egy pillanatképet a di-
namikus GeoGebra munkalaprol, a proof without words égisze alatt. (Egy-egy rovid
bekezdés erejéig vazoljuk a deduktiv bizonyitésok {6 gondolatait is.)

3.23. Feladat. Legyen P az ABC haromszog AB oldalanak tetszéleges belsé pontja.
Jelolje Oy és Oy az APC, ill. BC'P haromszogek koré irhato koreinek kozéppontjat.
Milyen kapcsolat van az O POy, és az ABC haromszog kozott? Miért?

Megoldas.

3.25. dbra. A haromszogek hasonloak

Konnyen lathato, hogy az AP és BP szakaszok felezGmer6legesei parhuzamosak
egymassal. A keriileti és kozépponti szogek tétele alapjan kovetkezik, hogy PO,C4 =
2- PBC4. A PO,C haromszog egyenls szari, igy 0105 e haromszog alaphoz tartozo
magassaga, s igy a haromszog PO,C szogének szogfelezGje is. Igy kaptuk: PO,01 4 =
PBCX. Teljesen hasonléan megmutathato, hogy PO102:4 = PAC 4, ez pedig elegend6
a hasonlosaghoz.
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3.24. Feladat. Adott a sikon egy P pont és egy ABCD négyszog. Tiikrozziik P
pontot a négyszog oldalfelezé pontjaira (mindig P-t tiikrozziik)! A kapott négy pont
milyen négyszoget alkot? Miért?

Megoldas.

3.26. abra. A képpontok altal kifeszitett négyszog . ..

A sik egy tetszéleges O pontjabol inditsunk helyvektorokat az eredeti, illetve a
vizsgalt négyszog csucsaiba, valamint a P pontba, illetve a megfelels oldalfelez6 pon-
tokba. A helyvektorokat jeloljiik a szokdsoknak megfelelGen a végpontjukhoz tartozo
bettivel (pl. O? = ?) Ekkor, a kozéppontos tiikrozés miatt a kovetkezsk irhatok:

ahonnan példaul, ;7{—175 = ]74>—]73> kaphat6, ami azt jelenti, hogy a P P, P3Py négyszog

paralelogramma.

3.25. Feladat. Legyen az ABC' haromszog beirt korének a haromszog ¢ oldalan 1évé
érintési pontja E. Milyen az AEC haromszog és a CEB haromszog beirt koreinek
kolesonos helyzete? Miért?

Megoldas. Legyen az ABC haromszog beirt korének AB oldalon 1év6 érintési pontja
E, valamint a haromszog félkeriilete s. Jelolje tovabba e az EC szakasz hosszat, P és ()
pedig rendre az EBC, illetve az AEC haromszogek EC oldalon 1évG érintési pontjait.
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3.27. dbra. A beirt korok érintik egymaést

Ekkor, kihasznalvan a haromszog beirt korének oldalon vett érintési pontjai altal
meghatarozott szakaszok hosszarél ismerteket, tudjuk, hogy EB = s —b illetve, FA =
s —a. Ugyanezen ismereteket alkalmazva a CEB és C AE haromszogek beirt koreinek
CE oldalan 16v6 érintési pontjaira kapjuk, hogy EP = ¢hefs=b 4 — s—a-bie ¢
EQ = His=a _ p = s=e-bic amj azt jelenti, hogy P = Q, vagyis a kordk érintik
egymast.

3.4.7. Az integral és a grafikon alatti teriilet

Az emelt szinti kozépiskolai analizis, de talan az egyetemi bevezetd kalkulusnak is az
egyik legszebb pontja a Newton-Leibniz formula. Az integral és a grafikon alatti te-
riilet kozotti kapcsolat azonban egyéltalan nem tartozik a kozépiskolas fejjel konnyen
megérthet6 fejezetek kozé. Egy lehetséges felépitésben elGszor a hatarozatlan integ-
ral jelenik meg, mint az antiderivaltak, (primitiv fiiggvények) halmaza. Néhany nél-
kiilozhetetlen integrélasi modszer megismerése utan kovetkezhet elészor a véges zart
intervallumon értelmezett (nemnegativ korlatos) fiiggvények grafikonja alatti teriilet
vizsgalata. A vizsgalt gorbevonali idomok teriiletének meghatérozasa 1j modszereket
igényel. Kivalo szintere ez a felfedeztetésnek. Az also és felsG Osszeg fogalma, illetve
ezen Osszegeknek a beosztas finomitasaval torténé valtozasanak kévetése nem konnydd.
A fentiek preciz leirasa is nehéz, és igy fél6, hogy a didkok f6leg erre koncentralnak a
mogottes, 1ényegi tartalom helyett. Ezek utan bevezetjiik a hatarozott integral fogal-
mat a maga megfoghatatlansagaval, majd kapcsolatat a grafikon alatti teriilettel. A
legnehezebb fogalom talan az integral mint a fels§ hatar fiiggvénye és végiil a Newton-
Leibniz formula. Sokat segithet hat a fogalmak megértésében néhany dinamikus abra,
animacio. Kiilonosen igaz ez akkor, amikor mar nem is a grafikon alatti teriiletrél, ha-
nem példaul kiilonb6z6 egyenesek koriil megforgatott gorbék altal alkotott forgastestek
térfogatéarol, felszinérdl van szo.

A pillanatképpel rogzitett elsé dinamikus GeoGebra munkalapon kivalaszthatjuk
a fliggvény tipusat, néhany elére megadott koziil. Véltoztathatjuk a beosztés finomsa-
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gat, s kozben megfigyelhetjiik, hogyan valtozik az also, illetve a felsG 0sszeg.

(a) (b)

3.28. abra. Also és felsG Osszegek és a beosztas finomsaga

A masodik munkalap egy olyan lehetdséget vazol, ahol a felhasznalo (felfedezd)
maga modosithatja a fiiggvény hozzarendelési szabdlyat, az intervallum hatarait, a
beosztéas finomsagat.

Felsd dsszeg = 4.29
Alsd Gsszeg = 3.26
Kiilinbség = 1.03
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3.29. abra. Also és felsG Osszegek és a hatarozott integral

Az alabbi Autographban késziilt dinamikus abran valtoztathato a fiiggvény hoz-
zarendelési szabélya, az intervallum mindkét végpontja, a beosztas finomsaga, a teriilet
kozelitésének modja, a forgatas egyenesének egyenlete. A lassu kirajzolas funkcionak
koszonhetGen folyamataban lathatjuk a forgastest létrejottét, illetve a program béar-
mely paraméter valtoztatisa esetén tujra kiszamolja a vizsgalt mennyiségeket. Kiilon
érdekes, amikor a beosztas finomsagat animalva lathatjuk, hogyan ,simul ki” a forgas-
test illetve hogyan valik a kozelités mind pontosabba.
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3.31. abra. A forgastest és jellemzsi

66

A fentiek segitségével lehetGség nyilik arra, hogy a tanulok megtapasztaljak a

matematikai alkotas folyamatét, s ekdzben maguk fedezhetik fel az Gsszefiiggéseket.

A kovetkezGkben egy példan keresztiil megmutatjuk, hogyan tarhatjuk fel a sza-

mologép ,fekete dobozat” a szamitogép segitségével.

3.4.8. Honnan tudja a szamolégép, mennyi cos 30°7

Ha a szamitogépeket még nem is, a szamologépeket mar évtizedek 6ta a legnagyobb ter-
mészetességgel hasznaljuk a tanitasi 6rakon. Vannak olyan témakorok, melyekben nem
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is képzelhetd el feladatmegoldéas szamologép nélkiil. Sziikséges segédeszkoz az érettsé-
gin is. Bizonyos esetekben a tanar megtiltja (meg szokta tiltani), illetve megtilthatja
a hasznalatukat, pl. a tovabbhaladas szempontjabol nélkiilézhetetlen, elsGsorban vi-
szonyitasi alapot ad6 nevezetes szogfiiggvényértékek ismerete esetében. Jogosan meriil
fel a kérdés, hogy ha szamologéppel szamolunk, az honnan ,tudja” a megfelel6 értéke-
ket? A kérdés persze feltehets szamos més esetben, pl. a logaritmus, vagy a gyokvonéas
esetében is. Igen kevéssé valoszint, hogy a gép egységkort rajzolna, a fiiggvény grafi-
konjarol olvasna le értéket, esetleg az egész fiiggvénytablazat belé lenne plantilva, s
abbol keresne. Akkor mégis honnan tudja a szamol6gép, mennyi cos 30°7

A kérdésre gy a legérdemesebb megadni a vilaszt, ha azt a didkjainkkal magunk
fedeztetjiik fel. A valasz ugyanis egy olyan eszkdzben rejlik, melyet a késébbi tanul-
méanyok, illetve hasonlé vizsgalatok soran haszonnal alkalmazhatnak, s ha azt maguk
fedezik fel, akkor bizton emlékezni fognak r& a késébbiekben is.

Abban a kezdet kezdetén meg kell allapodnunk, hogy fokok helyett tobb szem-
pontbol is kényelmesebb radidnban mérni a szogek nagysagat. Ezaltal a kérdésiink is
modosult: Honnan tudja a szdmologép, mennyi cos &7

Tekintsiik a kovetkezd tablazatot, s toltsiik is ki az iires mezGket.

7 0[Z[z[z]2[3]4]8
Ty(z)=1-%
Ty(x)=1-2 42
To(r)=1—%+5 -4
Ty(x)=1-2 4o o &
| cos @ HEEEEEEN

3.32. abra. Felfedezések - a cosx és a Taylor-polinom. Hol és mennyire jo a kozelités?

A tablazatban a cosz 0 koriili kiilonb6z6 rendi Taylor-polinomjai talalhatok. A
tablazatban kiszamolt értékekbdl kialakithato a sejtés, hogy a polinom a tagok szadma-
nak névekedésével a 0 pont sziik kornyezetében viszonylag gyorsan és pontosan kozeliti
az igényelt fiiggvényértékeket. A 0 ponttol tavolodva azonban a kozelités pontossaga
csOkken, egy id6 utan nem is hasznélhato.

z 0 % % % 2 3 4 8
To(x) | 1| 08629221 | 04516886 | -0,2337005 -1 35 -7 -31
Ty(x) | 1| 08660538 | 05017962 | 0,0199689 | -0,3333333 0,125 3,6666667 | 139,666667
Te(x) | 1| 08660252 | 0,4999645 | -0,00008945 | -0,4222222 | -1,1375 | -2,0222222 | -224,42222
Ts(x) | 1| 0,8660254 | 0,50000004 | 0,0000247 | -0,415873 | -0,9747767 | -0,3968254 | 191,67937

’ cosx \ 1 \ 0,8660254 \ 0,5 \ 0 \ -0,4161468 \ -0,9899925 \ -0,6536436 \ -0,1455 ‘

3.33. 4bra. Felfedezések - a cosx és a Taylor-polinom. Jo6 és kevésbé jo kozelitések

A fentiek egy egyszertiien elkészithet6 GeoGebra alkalmazas segitségével konnye-
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dén szemléltetheték. Az animéacioban megvaltoztathato a fiiggvény hozzarendelési sza-
balya, a polinom rendje, valamint a Taylor-polinom felirdsara szolgélé pont absz-
cisszaja.

(a) (b)
3
n=6 3
2 2 408 neg

X X
f(x)=cos(x) P(X)=1-27+ 767 , — ..

f(x)=cos(x) PO)=1-7+ e T e
- 0 1 2 3 4
olA=(0,0)
/ R
-1
-2
(c)

0

3.34. dbra. A cosx és a Taylor-polinom - Miért kozelit?

Az adott paraméterek valtoztatasaval felfedeztethets, hogy a kozelités pontos-
saga fligg a pont valasztésatol, illetve a polinom rendjétsl. Mivel akar 50-ed rendii
polinomot is eldallithatunk (és ez mar meggy6zGen kozelit, tag intervallumban) meg-
fogalmazodhat a Taylor-sor gondolata is.

n=6
2

2
f(x)=cos(x)| P(x)=0.96+0.279(x-6)-0.96 )

(x-6
2!

3 4 5 6
-6 -6 -6 -6
0279280 10,0628 1027600 g6 (0L

3.35. dbra. Taylor-polinom a 6 koriil - jobb kozelités egy masik tartomanyon
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3.36. abra. Taylor-polinom - (Ugye) mennyire jol kozelit?

Mindezek 6sszecsengenek az 1.4.2. fejezetben megfogalmazottakkal is, bizonyit-
van, hogy felfedezésekkel valosagkozeli problémak megoldasara vonatkozoan is tehe-
tiink érdemi lépéseket.

3.26. Megjegyzés. A gépi szamabrazolas (legyen az szamologép vagy szamitogeép)
hibéi elvi jellegtiek, igy azok nem kiiszobolhetSk ki.

3.4.9. Moédszertani osszefoglal6

A fejezetben bemutattuk a Magyarorszagon legelterjedtebb, oktatasban kivaloan hasz-
nalhato szoftvereket, (3.4.3.) azok didaktikai elényeivel egyiitt. Lathattunk példat az
onallo, otthoni tanuléast segits lehetdségekre éppugy, mint az egyszeri felhasznaloi felii-
let hatékony kihasznalasara. Hasznaltuk a szamitogépet a kisérletek szamanak megsok-
szorozasara (3.4.4., 3.4.6.), mellyel a bizonyossig szintjét noveltiik. A szamitogépes
megkozelités jatékos formaba agyazasaval (3.4.5.) a legkevésbé kedvelt, alacsony ha-
tékonysaggal tanitott teriileteken is motivaltta tehetjiik didkjainkat. Elértiik, hogy a
felhasznalt eszkozok mogé lassunk, apro bepillantast nyerhessiink a matematika valodi
miikodésébe (3.4.8.). Végiil példat lathattunk a bonyolult, a matematikai absztrakcio
magas fokan all6 fogalmakat, Osszefiiggéseket testkozelbe hozo reprezentécios lehetd-
ségekre (3.4.7.).



4. fejezet

Szigetek

»Elmondod, elfelejtem. Megmutatod, tdin megjeqyzem. Ha eqyiitt csindljuk,
megértem.” (KINAI BOLCSESSEG)

4.1. Bevezetés

Az alabbiakban kisérletet tesziink az el6zGekben részletezett modszertani elvek egy
konkrét, é16 példan keresztiil torténé komplex reprezentalasara. A szigetek néven is-
mertté valt problémacsoport kapcsan megmutatjuk, hogyan lehetséges szamitogéppel
katalizalt felfedezéseken keresztiil eljutni egy intuitiv fogalomtol a kiilonb6z6 absztrak-
ciés szinteken 1évé definiciokig. Részletezziik, hogyan segitheti a szamitogép a problé-
mafelvetést, a modellalkotést és a mintafelismerést. LehetGséget mutatunk a bizonyos-
sagi szint szamitogépes kisérleteken keresztiil torténs novelésére, valamint a példak és
ellenpéldak egyiittes hatasara. Ennek keretében a helyes megoldésok mellett az elsé
intuicionak leginkabb megfeleld, nem feltétleniil korrekt valasszal szolgal6é probalkoza-
sokat is bemutatunk. Ezek a heurisztikus megkozelitések serkentik a kételkedés igényét,
valamint a kritikus gondolkodés motorjava is valhatnak. A szamitogép segitségiinkre
lesz a bizonyitasi modszerek és a bizonyitas 1épéseinek megtalédlasaban is.

4.2. Torténeti attekintés

2007. majus 9-én Foldes Istvan el6adast tartott a Szegedi Tudoményegyetem Algebra
és Szamelmélet Tanszékének szeminariuman Prefirmentes és eqyértelmiien dekodolhato
kodok Kraft-dsszegeirél cimmel. Itt vezette be az egydimenzios sziget fogalmét.

2 |1 2.2 112

4.1. abra. Szigetek az 1 x 7-es racson

70
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Egy adott kérnyezetben a létrehozhato szigetek maximaélis szama fontos szerepet
jatszik jelen targyalasmodban a kodok prefixmentességének ellendrzésében [49]. A cikk
jelen targykorhoz kapcsolodo eredménye szerint az 1 X n-es racson legfeljebb n szigetiink
lehet. (A sziget fogalmat részletesen felépitjiikk majd a 4.3. fejezetben.)

Ezen eredményt Czédli Gabor hamarosan altalanositotta két dimenziora, téglalap
alaki szigetekre [34]. Innen tudjuk, hogy az m x n-es racson a (téglalap alaki) szigetek
maximalis szdma f(m,n) = | 2282E0=1] “ahol |2] az x valos szam (also) egészrészét
jeloli.

o]
(8]
—
= [l =] -
—
]
—

4.2. abra. Szigetek két dimenzidéban

A bizonyitas soran felhasznélt joval korabbi tétel az adott héloelméleti eredmény
elsé haloelméleten kiviili alkalmazasa volt [35].

A cikk a European Journal of Combinatorics cimii folyéiratban jelent meg, 2009-
ben. A téma hamar felkeltette szimos matematikus érdeklgdését. Olyannyira, hogy
Lengvarszky Zsolt, a Louisiana State University oktatéja (a Szegedi Tudoményegye-
tem Bolyai Intézetének korabbi (1985-86) munkatarsa) hamarosan ugyanebben a fo-
lyodiratban publikalt két cikket is a szigetekrdl. Az els6ben a nem bévithets (maximalis)
szigetrendszerek minimalis szigetszamat hatarozta meg [92]. (Czédli Gabor cikkében
valojaban a maximalis szigetrendszerek maximalis szigetszamat adta meg.) Filozofi-
ajukat tekintve Czédli Gabor a legtakarékosabb, Lengvarszky Zsolt a legpazarlobb
sziget elhelyezkedést jellemezte. A mésik cikkben a fenti problémakor egy specidlis
esetét vizsgalva, az m X n-es racson elhelyezkedd négyzet alaki szigetek altal alkotott
maximalis szigetrendszerek maximalis és minimalis szigetszaméara vonatkozoan tett
megallapitasokat [93]. Ekkor indult el a szigetek elemi eszkozokkel torténé szertedgazo
vizsgalata is [11, 110, 112]. Megkezd6dott a haromszogracs szigeteinek vizsgalata, de
egy jo felsd, illetve also korlat megtalalasa utan ez félbeszakadt [70]. Konkrét, zart for-
mula a négyzet alaki szigetek maximalis szdma esetében sem sziiletett [71]. Torténtek
vizsgalatok magasabb dimenziokban is [133].

Sokkal nehezebb probléméaba iitkoztiink a szerzg altal elinditott korldtozott ma-
gassagu szigetek vizsgéilata soran, itt egyel6re csak néhany specialis esetre vonatkozo
részeredményiink van [72, 111] (Eszter K. Horvath, Attila Mader, Andreja Tepavcevic.
One-dimensional Czédli-type Islands, The College Mathematical Journal, 42(5), 374-
378, 2011., Attila Mader, Géza Makay. The mazimum number of rectangular islands,
The Teaching of Mathematics, 14(1), 31-44, 2011.).

A problémakédr 1étjogosultsagat nem csak a publikiciok magas szdma mutatja,
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hanem az is, hogy a szigetek ,sikere” tovabbi haloelméleti vizsgalatokat motivalt [36,
37]. Ugyanakkor a matematika kiilonallo teriiletei kozotti oly fontos hidak egyikét is
jelentheti a szigetek 0j szemléletii, folytonos esetben torténd vizsgalata [95, 129].

4.3. A sziget fogalmanak kialakitasa

,» .. @ matematikai fogalmakat hosszu iddn dat érleljik, s csak azutdn jutunk
el a matematikailag kialakitando fogalomhoz.” (SZENDREI JANOS)

Ebben a részben az 6nallo felfedezést segits, tudatos tanari munkéval irdnyitott
feladatokkal kisérletet tesziink a sziget fogalméanak tovabbi, tetszéleges mélységii ma-
tematikai vizsgalat elvégzésére alkalmas, kiilonb6z6 absztrakcios szintd kialakitasara.
Ezzel is igazolvan, hogy felfedezésekkel nem csak a sejtések, de a fogalmak kialakita-
sanak szintjén is eredményes munka végezhetd.

4.3.1. Mi az a sziget?

Egy probléma megkozelitése soran fontos, hogy mindig tigy vezessiik be azt, hogy
felkeltsiik a tanulok érdeklGdését. Erre alkalmas lehet néhany kép, abra, karikatira;
illetve kiilonGsen hasznos, ha mas tudomanyteriiletekre, mas tantargyaknal mar tanult
ismeretekre utalunk. A modell-, illetve fogalomalkotas kezdeti szakaszaban kiilonésen
iigyeljiink arra, hogy fogalmaink intuitivak, a formalizmust a lehets legteljesebb mér-
tékben nélkiiloz6k legyenek.

4.1. Feladat. Mi a sziget?

4.3. dbra. Mi a sziget?

A valaszt példaul a foldrajz oran tanultakat felhasznélva, igy adhatjuk meg.

4.2. Definici6. A sziget vizzel teljesen korbezart kisebb szérazfold.
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A tanar szerepe itt annyi, hogy a didkokat egy konkrétabb, megfoghaté fogalma-
kat és tulajdonsagokat hasznalo definicio megalkotasara dsztonozze. A cél ezzel persze
egy matematikai modell megalkotasa. A szigetet szigetté tevs, lényegi (definialo) tu-
lajdonsagat kiemelve példaul a kovetkezd definiciot kaphatjuk.

4.3. Definicié. Egy sziget kiemelkedik a tengerbdl; minden pontja magasabb, mint
kozvetlen kornyezete barmely pontja.

4.4. Megjegyzés. Ezzel kizartuk vizsgalataink korébdl azokat a szigeteket, melyek
nem Osszefiiggdk, illetve amelyek belsejében vannak kornyezetiiknél mélyebb teriiletek,
tavak. A tovabbiakban tehét csak tomentes szigetekkel fogunk foglalkozni. A felépités
egy méasik modja, illetve 0j kutatési, felfedezési irany lehet az, ha ilyen szigeteket is
megengediink.

A szigetek reprezentilasira természetes eszkozként rendelkezésiinkre all a négy-
zetracsos papir. Az ebben rejl6 lehetGségekre felhivva tanuléink figyelmét, terelhetjiik
6ket egy jabb, jobban hasznélhato definici6 megalkotéasa felé.

4.5. Feladat. Hogyan jelenithet6 meg a sziget egyszerti, kezelheté formaban, csak
a lényegi tulajdonsagat megtartva? Milyen (matematikai) modellt tudnank adni a
szigetre?

Megoldas. Egy lehetséges véilasztas a kovetkezs. Legyen leegyszertisitett vilagunk
a négyzetracs egy téglalapja. Az egységnégyzetekbdl allo téglalap minden mez6jéhez
hozzarendeliink egy pozitiv egész szamot, a mez6 magassagat. Minden, a téglalapunkon
kiviili mez6 magassagat (azaz a vizszintet) O-nak vessziik.

414|414
4

3 31115

1 1|1

ot

L | N | | e

2
3043|113

4.4. abra. Leegyszertisitett vilagunk

4.6. Megjegyzés. Az, hogy a mezGk értékét pozitiv egésznek valasztottuk, dnkényes-
nek ttinhet. Kénnyen meggondolhaté azonban, hogy felesleges valos szamokat megen-
gedni magassidgnak. Ugyanis a meglévé magassidgokat nagysag szerint névekvs modon
sorba rendezve, az elsG helyett egyet, a masodik helyett kettSt, s.i.t. irva, ugyanazokat
a szigeteket kapjuk, s csak pozitiv egész értékeket hasznalunk. Mivel a racsunk véges,
ez mindig megtehetd.

Tavlati célunk a szigetek szaméanak vizsgalata, igy a fogalom kialakitasat is ennek
rendeljiik ald. A kovetkezs néhany, a szigetek szaméara vonatkozo feladat célja, hogy az
intuitiv utan egy, a tovabbi vizsgalatok szempontjabol hasznalhato, kevésbé altalanos,
konkrétabb fogalmat alapozzanak meg.
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4.3.2. Keressiink szigeteket!

4.7. Feladat. Keressiik meg az alabbi dbrakon az Osszes szigetet!

41414144

4 13|12 314 ]13|]1]5]|4

31 3|2 512113 1751 ]11]2)2
312 |2 4 14|14 314131313

4.5. abra. Keressiik meg a szigeteket!

Megoldas. A 4.5(a) abran két sziget van. Egyrészt a teljes racs sziget, hiszen mint
minden esetben, most is eleget tesz a definicionak. A tovabbiakban a teljes racsot
foszigetnek nevezziik. Masrészt a bal oldalon van egy forditott L-alaku szigetiink,
melyben minden mez6 magassaga 3. Mivel a fGsziget mindig sziget, azt a tovabbiakban
altalaban nem jeloljiik. A 4.5(b) dbran és a 4.5(c) abran is nyolc sziget talalhato.

alala)1a]a

03] 1|2 314 3] 1|3 4
313 2 a3l 2 1Hﬁ 11122
3] 2 2 14 1‘ 3 4] 3] 1 313

(a) (b) ()

4.6. abra. Szigetek tetszéleges alakkal

4.7. dbra. Szigetek tetszéleges alakkal
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A fenti kétdimenzios abrak egy egyszert program, mig a haromdimenzios repre-
zentaciok a Mathematica komputer-algebrai rendszer segitségével késziiltek. A szami-
togéppel tdmogatott oktatds szamos elénye megmutatkozik mar ezekben az egyszert
abrakban is: a kétdimenzios abra konnyen sokszorosithatd, kivetithetd, azon a szige-
tek konnyen jelolhetGk. A haromdimenzios abrak forgathatok, teljesebb vizualis képet
adnak. Abrakat természetesen akar egy egyszerii képszerkeszts programmal is készithe-
tiink. Tobb adbra generalaséval, konnyedén katalizdlhatjuk felfedezéseinket. Elérhetjiik
példaul a kisérletek megsokszorozasat, amikor is minden tanul6 (csoport) kiilonb6z6
abrat kapva, ugyanazon a problémén, de mégis kiilonboz6 feladaton dolgozik.

A fenti rovid kisérletsorozatnak is szamos eredménye van. Megismertiik, kialaki-
tottuk a fGsziget fogalmat, tovabba megtapasztalhattuk, hogy szigeteink tilsagosan is
sokfélék lehetnek, Osszeszamlalasuk nehézkes. Nehézkes, s6t lehet, hogy felesleges is,
hiszen akar a viligunk mérete altal maximalisan elérhets, m X n-es racs esetén mn,
szami szigetet is elg tudunk allitani. Igy még osszeszamlalasuk sem érdekes. A kovet-
kez6kben ennek jarunk utdna. Az altalanos, paramétereket tartalmazo vizsgalat elGtt
most is konkrét, kis racsokon érdemes probalkozni, az 6nallé tanul6éi aktivitast szem
el6tt tartva.

4.8. Feladat. Adjunk meg magassagokat a 2 x 3-as racson ugy, hogy azon pontosan
6 szigetiink legyen!

Megoldas.
17213
4156
(a)

4.8. abra. Kis racs, sok sziget

A fenti természetesen csak egy lehetséges konfiguracio, de mér ez is alapul szolgal-
hat szamos, kiilonbo6z§ irdnyba torténd altalanositashoz. Egy ilyenre példa a kovetkezs.
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4.9. Feladat. Adjunk meg magassagokat az m x n-es racson ugy, hogy azon pontosan
mn szigetiink legyen!

Megoldas. Egy lehetséges megoldast mutat az alabbi dbra.

1 2 n
n+ln+2---|---| 2n
on+12n+2 - |- | 3n

4.9. abra. Nagy récs, sok sziget - mn sziget az m X n-es racson

Ezen konfiguracioban a magassagok a sorokban balr6l jobbra haladva szigora
monoton novekvs sorozatot alkotnak.

A fentiekkel célunk a tanulok altalunk preferalt szigetfogalom iranyaba torténd
terelése gy, hogy kisérleteinken keresztiil ez egy altaluk megtalalt természetes valasz-
tasnak tlinjon. Eddigi vizsgalataink kovetkezményeként a tanulok maguk ismerhetik
fel tehat, hogy specialis alaku szigetekkel érdemes csak foglalkoznunk. A korabbiak
utan egy természetes valasztas a téglalap alaku sziget.

Ezek utan feladatként is kittizhets fogalmunk tovabbi absztrahalésa.

(a) Szigetek miivész szemmel (b) Szigetek, egy kicsit matematikus szemmel

4.10. &dbra. Szigetek absztrahal6dasa
4.10. Feladat. Adjunk definiciot a téglalap alaku sziget fogalmara!

Megoldas. Korabbi vizsgalatainkban szerzett tapasztalatainkat felhasznélva példaul
a kovetkezd definiciok sziilethetnek.
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4.11. Definici6. Legyen adott egy m X n-es (négyzet)racs, melynek minden mezgjé-
hez hozzarendeliink egy pozitiv egész szamot, a mez6 (tengerszint feletti) magassagat.
Racsunk egy téglalap alakt tartomanyat szigetnek nevezziik, ha van olyan vizmagas-
sdg, amely esetén a téglalap (szigetként) kiemelkedik a ,yvizbdl”.

Az absztrakci6 kiilonb6z6 szintjén mas-mas, ekvivalens definiciok is megadhatok.
Ha matematikai tartalommal toltjiik meg a miért emelkedik ki kérdését, akkor példaul
a kovetkezd definiciot kaphatjuk.

4.12. Definici6. Legyen adott egy mxn-es (négyzet)racs, melynek minden mezgjéhez
hozzarendeliink egy pozitiv egész szamot, a mez6 magassagat. Racsunk egy téglalap
alakt tartomanyat szigetnek nevezziik, ha minden celldjanak magassaga nagyobb, mint
a téglalapot hatarold6 mez&k barmelyikének magassaga.

Ez a definici6 tulajdonképpen elegendGen konkrét és pontos tovabbi vizsgalataink
elvégzéséhez. A kovetkezs, els6 latasra sziikségteleniil bonyolult definicié jelentGségét
példaul az is adja, hogy ezzel a megkozelitéssel valik a problémakér programozhatova,
ami viszont a késébbi vizsgalatokban fontos szerepet fog jatszani.

4.13. Definicio. Legyen A = (a;j)mxn €8y mxn-es pozitiv egész szamokat tartalmazo
matrix és «, 8,7, pozitiv egészek, melyekre 1 < o < f < m, illetve 1 <y < < n.
Ekkor azon a;; elemek altal alkotott R részmatrixot, melyekre a <i¢ < fésy <j <6
matrixunk egy téglalapjanak nevezziik. Legyen r R legkisebb eleme, illetve legkisebb
elemeinek egyike. Ekkor, ha az A matrix barmely, R-rel szomszédos a;; elelmére a;; < r,
akkor azt mondjuk, hogy R (téglalap alakt) sziget A-n.

A fentiek alapjan természetes, hogy a tovabbiakban, ha csak mast nem mondunk,
szigeten téglalap alakid szigetet értiink.

4.14. Megjegyzés. A fentiekbdl lathato, hogy hogyan lehetséges a felfedezések ko-
zéppontba allitdsaval, iranyitott kisérletekkel segiteni az 6nallo fogalomalkotés folya-
matat.

A kovetkezdkben a megalkotott definicionk alkalmazési lehetGségeit mutatjuk be;
célunk a fogalom elmélyitése. Kiilonosen fontos ugyanis, hogy fogalmaink felhasznala-
sanak tekintetében addig ne lépjiink tovabb, mig fogalmaink meg nem szilardultak.
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4.15. Feladat. Keressiik meg az Osszes szigetet az alabbi racsokon!

4141414 4

4 13|12 314 ]13|]1]5]| 4

31 3|2 512113 1751 ]11]2)2
3122 4141 4 31413133

(a) (b) (c)

4.11. abra. Keressiik meg az osszes (téglalap alaki) szigetet!

Megoldas. A megoldasok az alabbi abran lathatok. Az elsé abran csak egy sziget
van, a f6sziget. A masodik és a harmadik abran pedig hat szigetiink van. Erdemes ezt
Osszevetni a 4.7. feladat eredményével.

4441ﬁ

1]3]1]2 3431”[4

332 (5] 2 1”‘? 1511”22
322 441‘ 3431H|33

(a) (b) (¢)

4.12. dbra. A téglalap alaku szigetek

4.16. Megjegyzés. Az azonos feladat kiilonb6z6 szemléleti megoldasa (4.7., 4.15.
feladat) hatékony eszkoze a fogalom letisztazasanak, elmélyitésének.

A sziget fogalméanak elmélyitése kapcsan kiilondsen fontos a szigetkeresés lehet-
séges inverzproblémainak vizsgalata. A kovetkezGkben erre mutatunk néhany példat.

4.3.3. Csinaljunk szigeteket!

Eddigi feladatainkban egy adott racson kellett megtalalnunk az Gsszes szigetet. Te-
kintsiik ezen keresés egyik lehetséges megforditasat!
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4.17. Feladat. Adjuk meg a mez6k magassagértékeit ugy, hogy pontosan a jelolt
téglalapok legyenek szigetek!

(d) ()

4.13. dbra. Adjuk meg a magassagokat!

Megoldas. A 4.13(c) és a 4.13(d) abrakhoz hosszabb probélkozas utéan sem talalunk
megoldast. Az ilyen paradox helyzetek segithetnek el benniinket a szigetrendszerek
szerkezetére vonatkozo felfedezésekig. Mar ezen néhény példabol is kialakulhat a sejtés,
hogy két sziget nem metszheti, s6t nem is érintheti egymést, hacsak nem tartalmazza
teljes egészében egyik a masikat. Ezt a 4.52. sejtés keretében be is fogjuk bizonyitani.
A 4.13(a), 4.13(b) és a 4.13(e) abrakhoz az alabbiakban adunk meg egy-egy lehetséges
megoldést.

o121 /11111

133 st 1]1]2
31322 1315 212121 2]1]2
31323 1315 NS EY RN
3 3] 2 |5] 1111 olo2l 111111
(a) Megoldés 4.13(a) (b) Megoldas 4.13(b) (c) Megoldas 4.13(c)

4.14. abra. A 4.17. feladat megoldasai
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4.18. Megjegyzés. Ott, ahol van megoldas, végtelen sok megoldas van, hiszen vala-
mely téglalap alaki sziget minden mezGjének magassagat azonos értékkel megnévelve
a szigetek nem valtoznak, csak a magassdguk. Az ilyen, nem egyértelmii megoldassal
rendelkez$ feladatok kiilonosen fontosak a sziget fogalmanak kialakitasidban, hiszen
rajtuk keresztiil épp a sziget lényegi, definidlo tulajdonsiagat tudjuk megvilagitani.

A megoldasok irdnymutatd tanari vezetéssel torténé vizsgalata egy, a tovabbiak
szempontjabol fontos, de onmagéaban is érdekes fogalomhoz vezet el. Az alabbiakban
ezt épitjiik fel.

4.3.4. Minimalis magassagu szigetek, szigetek kanonikus rep-
rezenticidja

4.19. Feladat. Adjunk meg tovabbi megoldasokat a 4.17 (a) és (b) feladatokhoz.

Megoldas. A kovetkezSkben két-két megoldast adunk meg a 4.13(a) és 4.13(b) ab-
rakhoz.

40421 31322
404|214 3131213
40425 313|214

(a) Megoldas 4.13(a) (b) Megoldas 4.13(a)

11,134 212233

404 1|45 404 21314

4 1]4]5 4 2134

30311 1 31322 2

(c) Megoldas 4.13(b) (d) Megoldas 4.13(b)

4.15. abra. Magassagok masképp

A szédmos helyes, de nem azonos megoldas Osszehasonlitdsa sordan konnyedén
felmeriilhet a felhasznalandé magassagértékek vizsgalata.

4.20. Feladat. Mi a kozos a fenti megoldésokban?

Megoldas. Bizonyos mezdk magassagai csokkentheték tigy, hogy a szigetrendszer nem
valtozik abban az értelemben, hogy pontosan ugyanazok a téglalapok maradnak szi-



4. FEJEZET. SZIGETEK 81

getek. A 4.15(a) abra esetében példaul az alabbi a4bra mutatja a mez6k magassaganak
csokkentésével elgallo 1j lehetGséget. A megvaltozott magassagokat vastagon szedtiik.

33|21
3132 |4
3 13| 2|5

4.16. dbra. Magassagok csokkentése

4.21. Megjegyzés. A fenti mellett szamos mas megoldéas is adhato. Ezen a ponton is
kiilon felhivjuk a figyelmet a fokozatossag elvére. Nem célunk rogton, hogy a minimélis
megoldést talaljuk meg. ElGszor elég, ha a didkok azt veszik észre, hogy vannak olyan
mezdk, amelyek magassagai csokkentheték. Ez az észrevétel a kordbbiak utan termé-
szetes. Ha ugyanis a magassagok novelhet6k a szigetrendszer megvaltoztatasa nélkiil
(4.18. megjegyzés), akkor az is eléfordulhat persze, hogy csokkenthetk.

Innen méar természetes a minimalis magassagokkal dolgozo6 eset vizsgélata.

4.22. Feladat. Oldjuk meg a 4.17 (a) és (b) feladatokat tgy, hogy a lehetd legki-
sebb magassagértékeket hasznaljuk fel.

Megoldas. A 4.13(a) és 4.13(b) abrakhoz tartoz6 minimalis magassagokkal dolgozo
megoldésokat az alabbi abrakon lathatjuk.

1/1]1]2]2

21211 303 1]23
2020 1]2 3 1213
2213 20211111
(a) Megoldas 4.13(a) (b) Megoldas 4.13(b)

4.17. abra. Minimalis magassagok
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4.23. Feladat. Egy ilyen, minimaélis kitoltés esetében hogyan allapithaté meg egysze-
riien egy adott mezd magassaga?

Megoldas. Kénnyen lathato, hogy minden mez6 magassaga az a pozitiv egész szam,
ahany szigetnek része az adott mezd. (Ezt mindenképp érdemes Gsszevetni a 4.36.
megjegyzéshen foglaltakkal.)

A mezG6k magassaganak meghatarozasa kapcsan felmeriilhet a szigetmagassag de-
finidlasanak igénye. Ezt is feldolgozhatjuk felfedeztets jelleggel, feladatok segitségével.

4.24. Feladat. Hogyan érdemes definialni egy adott sziget magassagat?

Megoldas. A sziget magassagara a kovetkezd definicio adhato.

4.25. Definici6. Egy sziget magassaga a mezGi magassagértékeinek minimuma.

Mint minden esetben, igy most is érdemes a definici6 megszilardulésat felada-
tokkal segiteni. Az alabbiakban erre lathatunk néhany példat.

4.26. Feladat. Miért nem mez&i magassagértékének maximumat valasztottuk egy szi-
get magassaganak?

Megoldas. A magassagok maximumanak nincs ténylegesen koze a szigethez, ez a
4.18. megjegyzés alapjan jol lathato. A minimum viszont az az érték, melynél egy
kicsit alacsonyabb vizszint esetén az adott sziget tényleg szigetként viselkedik.

4.27. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi dbran lathatd szigetrendszer szigeteit, s
azok magassagait!

4.18. abra. Szigetek és magassagaik

Megoldas. A fenti abra szigeteit az alabbiakban jeloltiik. A bal oldali 1 x 1-es sziget
magassaga 3, mig az ugyanott talalhato 2 x 2-es sziget magassiga 2. A jobb oldalon
lathato 2 x 2-es sziget 4-es magassagu.
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4.19. abra. Szigetek és magassagaik

4.28. Feladat. Adjuk meg a 3 x 4-es racs mezGinek magassagértékeit ugy, hogy a
racson a fésziget mellett még pontosan két sziget legyen, melyek magassaga 2 illetve
3.

Megoldas. Az alabbi abran egy lehetséges kitoltés lathato. A bal fels6 sarok 2 x 2-es
szigetének magassaga 2, mig a jobb als6 sarokban talalhato 2 x 1-es sziget magassiga
3.

31311
31211143
171 ]174]3

4.20. abra. 2 illetve 3 magas szigetek

A fenti, szigetrendszerek minimélis megadasi modjara vonatkozo észrevétel
annyira fontos, hogy akar kiilon fogalmat is bevezethetiink ra. Ezt lathatjuk a ko-
vetkezSkben.

4.29. Definici6. Legyen adott egy récs, s rajta egy szigetrendszer. Ha a racs minden
mezGjének magassaga az a pozitiv egész szam, ahany szigetnek az adott mezd része,
akkor a szigetrendszer ezen megadési modjat a szigetrendszer kanonikus reprezentaci-
6janak nevezziik.

4.30. Megjegyzés. A fentiek alapjan nyilvanvald, hogy a kanonikus alakban min-
den mez6 magassiaga a lehets legkisebb olyan szam, amellyel az adott szigetrendszer
elgallithato, igy akar minimalis reprezentacionak is nevezhetnénk.

Azt persze, hogy miért fontos a szigetrendszerek ily moédon torténé megadasa,
szintén feldolgozhatjuk feladatok formajaban is. A kovetkezd két feladat erre mutat
példat.

4.31. Feladat. Mi adja a minimalis magassagok mellett, a szigetrendszerek kanonikus

T stz
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Megoldas. A szigetrendszerek ezen megadasa mar egyértelmii.

4.32. Feladat. Melyik az a magassagérték, amely biztosan megjelenik egy szigetrend-
szer kanonikus reprezentaciojaban?

Megoldas. Barmely szigetrendszer kanonikus reprezentansaban biztosan megjelenik
egy 1 magassagi mezG. Konnyen lathatd ugyanis, hogy ha ilyen mez6nk nincs, akkor
minden magassag csokkenthetd egyesével (a szigetek szamanak megvaltoztatasa nél-
kiil) addig, amig 1 magassagi mezdénk nem lesz. Ezek azok a mezdk, melyek csak a
f6szigetnek részei.

A fogalom megszilardulasat itt is segithetjiik azt kiilonb6z6 iranybol megvilagito
feladatokkal. Az alabbiakban erre mutatunk egy példat.

4.33. Feladat. Adjuk meg az alabbi abrakon lathato szigetrendszerek kanonikus rep-
rezentansat.

2 213 2/|2
[ || 213 1,322
3131 3|44

m: 1113 5|6

(a) (b)

4.21. 4dbra. Keressiik a kanonikus reprezentanst!

Megoldas. A megoldasokat az alabbi abran lathatjuk.

1 321 ]2 2 21222
1 31 2 1| 3] 2 021 ]|2]22
1111 ]1]2 221233
WEQ 1212 111 |2 A3

(a) (b)

4.22. abra. Szigetek kanonikus reprezenticioja
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4.3.5. Ismerkedés a korlatos magassagu szigetekkel

A szigetek keresésében a kovetkezG fokozatot a korlatozott magassidggal rendelkezé
szigetek vizsgalata jelentheti. Itt a magassagok korlatozasaval érjiik el, hogy feladata-
inknak csak véges sok megoldasa legyen. A korlatos magassagokkal dolgozd eset vizs-
galata a kanonikus reprezentacié bevezetése utan méar természetes folytatasa eddigi
vizsgalatainknak.

4.34. Feladat. Adjuk meg a mez6k magassagértékeit ugy, hogy pontosan a jeldlt
téglalapok legyenek szigetek, ha a felhasznalhaté maximalis magassag h = 1!

(a) (b)

4.23. dbra. Adjuk meg a magassagokat!

Megoldas. Ha a maximaélis magassag h = 1, akkor ez azt jelenti, hogy minden mezé
magassaga 1. Ekkor azonban csak egy szigetiink lehet, a teljes racs, vagyis a fGszi-
get. Igy egy megoldas van a 4.23(a) dbrdhoz, és nincs megoldas a 4.23(b) abrahoz
kapcsoldédoan.

4.24. dbra. Megoldas, ha a magassag legfeljebb 1

4.35. Feladat. Adjuk meg a mez6k magassagértékeit ugy, hogy pontosan a jelolt
téglalapok legyenek szigetek, ha a felhasznalhaté maximalis magassag h = 2!

(a) (b) (c)

4.25. abra. Adjuk meg a magassagokat!
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Megoldas. Hamar meglathatjuk, hogy nem talalhato megoldés a 4.25(b) abrahoz. A
bal als6 sarok celldja ugyanis harom kiilonb6z6 szigetnek is mez§je, igy az 6 magassaga
legalabb 3 kellene, hogy legyen. A t6bbi feladathoz az aldbbiakban mutatunk egy-egy
megoldast. Ezeknek a feladatoknak méas megoldésa nincs is.

1211

112 1112

20 1|2 212012

(a) Megoldas 4.26(a) (b) Megoldas 4.26(c)

4.26. abra. Megoldasok, ha a magassag legfeljebb 2

4.36. Megjegyzés. A 4.25(b) abrahoz kapcsolodo ellentmondasok, illetve maga a
nem létezG megoldés is fontos szerepet jatszik a szigetfogalom megszilardulasaban. A
példak mellett megfelels szerephez kell engedniink jutni az ellenpélddkat is. Kiiléno-
sen fontos, hogy kiilonb6z6 okokbol nem miikods példakat, ellenpéldakat mutassunk a
fontos tulajdonsagok lehets legtobb oldalrol valo kiemelése céljabol. Most példaul meg-
allapithattuk, hogy ha a megengedett maximalis szigetmagassag h, akkor a fGszigeten
beliil legfeljebb h — 1 szinten egymasba agyazott szigetek allhatnak. Ez persze szoros
kapcsolatban van a kanonikus reprezentacid bevezetése kapcsan tapasztaltakkal.

Ezek utéan sikerrel probalkozhatunk osszetettebb feladatok megoldasaval is. Erre
mutat példat a kovetkezs feladat.

4.37. Feladat. Adjuk meg a mez&k magassagértékeit tgy, hogy pontosan a jeldlt
téglalapok legyenek szigetek, ha a felhasznalhaté maximélis magassig h = 4!

n

L
] n @

(a) (b) ()

4.27. abra. Adjuk meg a magassagokat!
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Megoldas. Az el6zdek alapjan konnyen megallapithato, hogy a 4.27(c) abrahoz nincs
megoldas. A tobbi feladat (kanonikus) megoldéasa az alabbiakban lathato. A 4.37 (b)
feladatnak nincs is mas megoldasa, mig a 4.37 (a) feladat esetében a kanonikus
mellett tobb més megoldés is 1étezik.

1111 22 2|12
20 122 (4] 3] 2] 1|3
3] 12 2 1114

(a) (b)

4.28. abra. Megoldasok, ha a magassag legfeljebb 4

A tovabbiakban a szigetkeresés probléméjanak egy masik lehetséges inverzével
foglalkozunk.

4.38. Megjegyzés. Fontos modszertani eszkoz az ellenpéldédk mellett a hibés bizonyi-
tasok, rossz megoldasok bemutatasa. Serkentik ugyanis a kételkedés igényét, valamint
a kritikus gondolkodas motorjava is valhatnak, igy segitségiinkre lehetnek meglévé fo-
galmaink magasabb szintre torténé emelésében is. A kovetkezGkben (4.39. feladat -
4.42. feladat) erre is példat mutatunk.

4.39. Feladat. Adjuk meg a magassdgokat tgy, hogy csak egyetlen sziget legyen a
2 X 3-as réacson!

Proébalkozas. Egyetlen szigetiink mindig van, a fGsziget. Ha nincs mésik sziget, az
csak gy lehetséges, ha minden mez6 magassaga azonos, példaul 1.

4.40. Feladat. Mi a véleményiink az el6z6 probéalkozasrol? Elfogadjuk azt megoldés-
nak?

Megoldas. Nem. A megoldas hibas. A kovetkezs dbra egy ellenpéldat mutat.

3132

3122

4.29. dbra. Egyenetlen talaj, csak a fGszigettel

Az el6z6 feladat egyfajta altalanositdsaként tekintsiik a kovetkezd feladatot, s
ennek kapcsan a sziget fogalmanak tovabbi elmélyitését szolgald, valamint a példak és
ellenpéldak szerepét, illetve az igazsiag monoton novelésének modjat jol reprezentalo,
hibés és helyes megoldasi lehet&ségeket.
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4.41. Feladat. Adjuk meg a magassagokat gy, hogy 2 sziget legyen a 2 x 3-as racson!

Megoldas. Egy lehetséges megoldast mutat az alabbi 4bra.

4.30. abra. 2 sziget a 2 X 3-as racson

A fenti egy tipikus megoldas. Annak megismerése, hogy nem csak ilyen tipusi
megoldas (tehat amikor a szigeteken kiviil a talaj egyenletes) létezik, fontos a tovabbiak
szempontjabol. Ehhez segit hozza a kovetkez§ feladat.

4.42. Feladat. (Probéalkozas az altalanositasra.) Igaz-e a 4.41. feladat kovetkezd
altalanositdsa? Ha magassigokat kell megadnunk tdgy, hogy az m X n-es récson két
szigetiink legyen, akkor, mivel az adott racs, a f6sziget mindig sziget, egyetlen lehetd-
séglink van, mégpedig az, ha egy tetszdéleges belsG téglalap alaki tartomany minden
mezGjének magassagat h-nak (h > 1), az Gsszes tObbi mez6 magassagat pedig azonos,
h-nal kisebb, pozitiv egésznek valasztjuk.

Megoldas. Nem, és az indoklas a 4.39. feladat megoldasanak vizsgalata soréan ta-
pasztaltak alapjan konnyen meglelhets. Egy ellenpéldat mutat a kovetkezd abra.

4.31. 4dbra. Ellenpélda a 4.42. feladat allitasara

4.43. Megjegyzés. Amennyiben szigetrendszeriinket kanonikus alakban kell meg-
adni, akkor viszont a h = 2 kiegészitéssel méar igaz lesz a 4.42. feladat allitasa.

A kovetkezd feladattal lezarjuk ezt a rovid szakaszt, melynek keretében a fen-
tiekben részletezett modszertani elvek bemutatasa mellett, eljutunk egy kis racson a
minimalis szigetszamtol a létrehozhato maximalis szigetszamig. Azt, hogy tobb szigetet
tényleg nem lehet létrehozni, a késGbbiekben (4.5. fejezet) be is fogjuk bizonyitani.
Maximaélisan sok sziget létrehozasa méar viszonylag kis racsok esetén is nehéz feladat.
Jelenleg a cél nem mas, mint a maximum elérése — annak emlitése nélkiil, hogy ez az
elérheté maximum — ezzel is segitvén a szigetek maximaélis szamara vonatkozo sejtés
kialakul&sat.
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4.44. Feladat. Adjuk meg a magassagokat gy, hogy 5 sziget legyen a 2 x 3-as récson!

Megoldas. Egy lehetséges megoldast mutat az alabbi &bra.

4.32. abra. 5 sziget a 2 X 3-as racson

4.45. Megjegyzés. A fentiekben megadott hibas és helyes probalkozasokban illetve
megoldésokban csak a racsokat adtuk meg, azokban a szigeteket nem jeloltiik. Ezen a
szinten ez mar megtehetd, s kivanatos is, ezzel is segitvén a fogalom absztrahalodasat.

A kovetkezSkben tovabb folytatjuk szigeteink vizsgalatat viszonylag kis méretii
(2 x 3-as) racsunk esetében, am ezittal korlatozott magassagfiiggvény mellett. Cé-
lunk a korlatos eset tovabbi vizsgélatanak megalapozasa, valamint annak érzékeltetése,
hogy a nagymértékd hasonlosag ellenére itt egy teljesen més problémarol van sz6. Fzt
kénnyebben elérhetjiik, ha a fenti problémak korlatos esetre vonatkozé analogonjait
dolgozzuk fel.

4.46. Feladat. Adjuk meg a magassagokat gy, hogy 1 sziget legyen a 2 X 3-es récson,
ha a megengedett maximélis szigetmagassag h = 1!

Megoldas. A megoldas egyszerti. Egyetlen lehetGségiink, hogy racsunkat egyesekkel
toltjiik fel, s ekkor valoban csak egy szigetiink van, a fGsziget.

4.47. Feladat. Adjuk meg a magassagokat gy, hogy 2 sziget legyen a 2 x 3-as racson,
ha a megengedett maximélis szigetmagassag h = 1!

Megoldas. Nincs megoldas, mivel a racsunkat egyesekkel feltoltve csak egyetlen sziget
keletkezhet.

A kovetkezs feladatban eljutunk a 2 x 3-as racson h = 2 magassaggal elérheté
maximalis szigetszamhoz. Az, hogy ennél tobb szigetiink jelen feltételek mellett nem
lehet, egyelére még csak sejtés. Ezt azonban késébb be is fogjuk bizonyitani (4.6.4.
fejezet). Mar ez a sejtés szinti észrevétel is elég azonban ahhoz, hogy jelen probléma
kapcsan altalanositast fogalmazzunk meg (4.49. feladat), illetve, hogy a korabban,
a nem korlatos esetben tapasztaltaktol (4.44. feladat) eltérd eredményiink alapjan
érzékeltessiik, hogy a korlatos esetben egy teljesen mas megkozelitést igénylé problé-
maval allunk szemben.
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4.48. Feladat. Adjuk meg a magassagokat gy, hogy 3 sziget legyen a 2 x 3-as récson,
ha a megengedett maximélis szigetmagassag h = 2!

Megoldas. Az alabbi dbra egy lehetséges megoldast mutat.

4.33. dbra. 3 sziget a 2 x 3-as racson

4.49. Feladat. Fogalmazzunk meg altalanos észrevételt a 4.48. feladat alapjan az
m X n-es racs legfeljebb 2 magas szigeteinek szdmara vonatkozoan!

Megoldas. Ha legfeljebb 2 magas szigeteket kell elhelyezniink az m X m-es récson,
akkor leghatékonyabban az 1 magas mezdk altal hatarolt egy teriiletii 2 magas mez6k

alkotnak szigetet. Beldlilk az m x n-es racson legfeljebb [5] - [%] van, s a f6szigetet
is szamolva a szigetek maximalis szamara 5] - [%] 4 1 adodik, ahol [z] az z valés

szam felsG egészrészét jeloli. Az alabbi abra egy lehetséges megoldast mutat a 6 x 7-es
esetben.

4.34. abra. Szigetek a 6 x 7-es racson, ha h = 2
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4.3.6. A sziget fogalmanak kialakulasat segité Mathematica
animacio

Bevezetés

Ebben a fejezetben bemutatunk egy, tobbek kozott a sziget fogalméanak kialakitasaban
és megszilarditasaban is jol hasznalhato interaktiv Mathematica animaciot.

A Mathematica 6. verziotol kezd6dGen a Mathematica programcsomagban lehe-
toségiink van az 6rai munkat is segité alkalmazasok egyszertd létrehozasara. A logikus
felépitést, egyszert nyelv hasznalataval konnyedén hozhatunk létre felhasznélobarat,
latvanyos animaciokat, interaktiv jatékokat. Mikozben a teljes forras rejtve marad a
felhasznalok eldl, elkészitett alkalmazésainkat széles korben oszthatjuk meg didkja-
inkkal, kollegéinkkal. Erre kivalo példa a mar korabban emlitett és hasznalt Wolfram
Demonstrations Project [169]. A mar elkésziilt alkalmazasok hasznalatahoz pedig ele-
gend§ az ingyenesen elérhet6 Mathematica Player [168|.

Az alkalmazas bemutatasa

Jelen alkalmazéasban a felhasznalo (jatékos, felfedez) egy 2 x 3-as raccsal kezdheti meg
a jatékot.

n—_ —
—_ 4
/7 —T} —

< 7
o
o0 oo
o0 00

(a) (b)

4.35. abra. Jaték a szigetekkel Mathematicaban
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Kezdetben minden mez6 magassaga 1. A racs alatt talalhato mezdsk segitségével,
egy egyszeri kattintassal novelhetd a megfelel6 mezGk magassiga. A jatékmezd felsd
részén talalhatd csiszkak segitségével valtoztathatd a tabla mérete, illetve elérhetd,
hogy az egyes mezsk magassagat ne csak ndvelni, de csokkenteni is tudjuk. A hdrom-
dimenzios dbrank mérete szintén valtoztathato, s6t tetszdéleges mértékben és iranyba
forgathato is, a kialakul6 szigetrendszerre vald optimalis ralatast segitendd. Egyetlen
kattintassal lehet&ségiink van a tablank inicializalasara, ekkor visszakapjuk az alap-
allapotot, amelyben minden mez6 magassidga 1. A csiszkak alatt pedig folyamatosan
lathato az, hogy éppen aktualisan hany szigetiink van. Az ilyen és ehhez hasonl6 alkal-
mazasok természetesen maradéktalanul képesek egyiittmiikodni az interaktiv tablakkal
is. Igy a tanuloi felfedezés Gsszekapcesolhato az aktiv tanuloi részvétellel. Kattintgatasok
helyett a tabla érintésével hozhatunk létre szigeteket.

A jaték célja

A jaték célja, hogy maximalis szamu szigetet krealjunk az adott racson, tehat egy
maximalis szigetrendszert. Ha ezt elértiik, egy kis pipa jelenik meg a tablan.

Az alkalmazast valodi céljatol fiiggetleniil, a megismerés jelen fazisaban is ha-
szonnal forgathatjuk. Segithetjiik vele a szigetfogalom kialakulaséat, hiszen folyamato-
san nyomon kovethets, hogy hany szigetiink van éppen. Igy a didkoknak lehetGségiik
van 6nalldan felfedezni, hogy mit is tekintiink szigetnek, s mit nem. A szigetrendszerek
krealasa soran kialakulhatnak sejtések a szigetek elhelyezkedésére, maximalis szaméara,
illetve példaul a felhaszndlandé maximalis magassagokra vonatkozoan is. Ezeket a to-
vabbi targyalds soran eredményesen hasznosithatjuk.

A sziget fogalméanak egy kevéshé részletes felépitése, illetve a fenti animacio rész-
letes bemutatasa megtalalhato a szerz6 [110] cikkében (Attila Mader, Robert Vajda.
Elementary Approaches to the Teaching of the Combinatorial Problem of Rectangu-
lar Islands, International Journal of Computers for Mathematical Learning, 15(3),
267-281, 2010.).

4.3.7. Mobdszertani 6sszefoglald

A fejezetben feladatokon keresztiil nyertiink bevezetést a szigetek vilagaba. Kialaki-
tottuk és megszilarditottuk a racs, a mez6, a sziget, a fosziget a magassag(fiiggvény),
a szigetrendszer, a kanonikus reprezentacio6 és a sziget magassaganak fogalmat. A ki-
tlizott feladatok a kovetkezSképp csoportosithatok:

(a) A sziget fogalméanak intuitiv megkozelitése (4.1.-4.9.).

(b) A sziget matematikai fogalméanak kialakitasa, absztrahalasa (4.10.-4.13.).

(c) Szigetek keresése adott magassagfiiggvény mellett (4.15.).

(d) Inverzproblémak a fogalom elmélyitésére (4.17., 4.34.-4.49.). Ezek a kovetkezo-
képp kategorizalhatok:
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e magassagfiiggvény keresése adott szigetrendszerhez,

e magassagfiiggvény keresése adott szigetszamhoz,

e korlatos magassagfiiggvény keresése adott szigetrendszerhez,
e korlatos magassagfiiggvény keresése adott szigetszamhoz.

(e) Szigetrendszerek megadasa, kanonikus reprezentacio (4.19.-4.33.).
(f) Ujabb definiciok, példak, ellenpéldak krealasa, bizonyitasok relevancidjanak ellen-
Grzése (4.39.-4.44).

A bemutatott Mathematica alkalmazés segitségével a fentiek jatékos formaban,
aktiv tanuldi tapasztalatszerzéssel kisérve hajthatok végre. Az alkalmazas segitségével
a tanulok kisérletek tucatjait végezhetik, akar kozdsen o6rén, akar otthon egyediil. A
szamitogép segitségével szerzett tapasztalatok segitenek a fogalmak gyors és hatékony
kialakitasaban, elmélyitésében.

Kiilon felhivjuk a figyelmet a fokozatossagra, mely a felfedeztetés-kézpontu tani-
tas esetén is fontos. Mindig adjunk elég id6t egy adott fogalom megértéséhez, s ha kell,
ujabb és tjabb példak segitségével alkalmazzuk, mélyitsiik, absztrahaljuk azt, mig a ki-
vant szintre el nem jutunk. A bemutatott eszkozok felhasznélasaval tetszbleges szami
feladat allithato el6 gyorsan és hatékonyan.

A tanulok tobbféleképp is motivalhatok a munkara, melyet akar egyénileg, akér
csoportokban is végezhetnek. Minden csoportnak kioszthatunk példaul egy-egy réacsot,
(magassagfiiggvénnyel vagy anélkiil), s célul tiizhetjiik ki a lehetd legtobb sziget meg-
talalasat, vagy krealasat. A leggyorsabbat, illetve a legjobb eredményt eléréket kiilon
jutalomban részesithetjiik. Egy-egy adott tipusu feladat elvégzése utan célszerti mindig
1j csoportokat alakitani, melyekbe ezaltal kiillonb6z6 képességii, a korabbi feladatokat
eltéré hatékonysaggal megoldo didkok keriilhetnek. A tipikusan tobb megoldassal ren-
delkez6 feladatok jo alapul szolgalhatnak az eredmények és felfedezések kozosségi szint
targyalasahoz. A gyerekek feladata lehet az eredmények, felfedezések tobbiekkel valo
ismertetése, kiillonb6z6 eredmények esetén a vélemények iitkoztetése, az allaspontok
megvédése.

4.4. Srzigetrendszerek szerkezete

Ebben a fejezetben ismét egy lépést tesziink tavlati célunk, a szigetek maximalis sza-
manak meghatarozasa felé. A szigetek Osszeszamlaldsa soran is elényos, ha valamely
stratégia mentén tudjuk azt megejteni. Ehhez nyuajt segitséget, ha szigeteinket osz-
talyozzuk. Az osztalyozashoz a korabbi kisérletek soran szerzett tapasztalatainkat,
intuitiv fogalomesirainkat fogjuk hasznélni [110].
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4.4.1. Metsz6 szigetek

Az alabbiakban a szigetek kolecsonos helyzetére vonatkozo sejtéseinket emeljiik maga-
sabb szintre.

4.50. Feladat. Azt mar lattuk, hogy két sziget koziil egyik tartalmazhatja a masikat.
Lattunk-e példat mas modon érintkezd szigetekre?

Megoldas. Nem. Ha ilyen konstrukciot tartalmazoé szigetrendszer volt adva, arrél meg-
tapasztaltuk, hogy nem is létezik, illetve az ilyen tipusu szigetrendszerek létrehozaséara
vonatkozo kisérleteink kudarcba fulladtak (4.17. feladat).

4.51. Feladat. A korabbiak (4.17. feladat, illetve a 4.3.6. fejezet jatékanak hasz-
nalata) alapjan milyen sejtésiink alakult ki a szigetek elhelyezkedésére, kolesonos hely-
zetére vonatkozoan?

Megoldas. A vizsgalatok alapjan a kovetkezo sejtés fogalmazhato meg.

4.52. Sejtés. Két kiilonbozo szigetnek csak akkor lehet kozos mezGje, illetve hatara,
ha egyik tartalmazza a masikat. Azaz két kiilonboz6 sziget koziil az egyik tartalmazza
a masikat, vagy a szigetek ,messze” vannak egymastol, azaz el tudunk sétalni (tszni)
kozottiik.

A kordbbi, szamitogéppel sokszorozott kisérleteink hatasara nem csak a fenti
sejtés valt kell6képp erdssé, de az igazsdg monoton novelése soran az okok feltarasa
is lehetvé valt. Igy mar maga a bizonyitas is kisérleteinknek kiszonhetGen intuitivan
megalapozott. Absztrakt leirasa ezek utan egyszert.

Bizonyitas. Azt mar lathattuk, hogy két sziget koziil egyik tartalmazhatja a masikat.
Tegyiik most fel, hogy van két olyan szigetiink, melyeknek van kozos mezéje (vagy akar
csak hatarpontja) és egyik sem tartalmazza a masikat.

Ii

4.36. dbra. Metsz6 szigetek
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Legyen a két sziget Iy és I,. Mivel [; sziget, igy minden mez§jének magassaga
nagyobb, mint kérnyezete barmely mezGjének magassaga, ezért

a>b (4.1)
De mivel I, is sziget, ezért ugyanez az 6 mezdire is fennall, vagyis
b>a (4.2)

Ekkor 4.1 és 4.2 Osszevetésébdl ellentmondasra jutunk. O

4.53. Megjegyzés. A fenti bizonyitas abban az esetben is érvényes, ha a két sziget
nem metszi egymast, csak kozos hatarpontjuk van.

Tételiinknek nem csak a szigetrendszerek szerkezetére vonatkozoan van jelen-
tosége. Megforditasa segitségével ugyanis egy 1j definiciét is tudunk adni a sziget
fogalmara. A kovetkezGkben ezt készitjiik el6.

A fentiek segitségével tovabbi észrevételek fogalmazhatok meg a szigetrendszerek
szerkezetére vonatkozoan. Az egyik ezek koziil az, hogy a fenti tulajdonsag jellemzi is
a szigetrendszereket, vagyis igaz a fenti tétel kovetkezd értelemben vett megforditésa.

4.54. Tétel. Tetszbleges, a 4.52. sejtés feltételeinek eleget tevs téglalaphalmaz szi-
getrendszerré tehetG a magassagok megfelel6 megvéilasztasaval.

Bizonyitas. Legyen a racsunk m X n-es; mn-szerinti indukciéval bizonyitunk. Ha
mn = 1, vagy mindosszesen 1 szigetiink van, a f&sziget, készen vagyunk. Legyen
mn > 1, és tegyiik fel, hogy az &llitds minden kisebb mn esetén igaz. Tekintsiik most
a maximalis téglalapokat. Ezek azok, a fGszigettdl kiilonb6z6 téglalapok, melyeket va-
lodi modon csak a teljes racs tartalmaz téglalapjaink koziil. Ezekre, mint racsokra az
indukcios feltevés miatt igaz az allitas, igy meg tudjuk valasztani a magassagokat ugy,
hogy a maximadlis téglalapok, mint szigetrendszerek eleget tegyenek a feladat feltéte-
lének, vagyis azokban csak a jelolt téglalapok legyenek szigetek. Végiil toltsiik ki a
racsunk még kitoltetlen mez6it olyan magassagértékkel, amely minden eddig felhasz-
naltnal kisebb (ha ilyen nincs, emeljiink meg minden eddigi magassagot eggyel, igy az
1 magassag megfelels lesz), igy a maximalis téglalapok is szigetté valtak. O

A téglalapok fenti elhelyezkedése tehat jellemzi is a szigetrendszereket, igy ezal-
tal megtalaltuk a szigetrendszer egy masik definiciojat is. A kovetkezd definicid nem
hasznalja a magassag fogalmat, viszont a szigetrendszereket a benniik elhelyezkedd
szigetek kolcsonos helyzete alapjan jellemzi. Tavlati célunk, a szigetek maximalis sza-
manak meghatirozésa szempontjabol ez a kolcsonos helyzet kulcsfontossagu lesz, ezért
ezen definicio szerepeltetése jelen helyen kiilondsen indokolt.

4.55. Definici6. Legyen adott egy m X n-es racs. Ezen racs téglalapjainak egy R
halmazat szigetrendszernek nevezziik, ha barmely Ry, Ry € R, Ry # R esetén Ry C
Ry, vagy Ry C Ry vagy Ry egyetlen cellaja sem szomszédos Rs egyetlen cellajaval sem.
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A szigetrendszerek szerkezetének feltérképezése soran fontos 1épés a szigetek osz-
talyozasa. Erre mutatunk példat a kovetkezd fejezetben.

4.4.2. Maximalis és minimalis szigetek

Korabbi, konkrét kisérleteinkben specialis szigetekkel is talalkoztunk. Ebben a pont-
ban ezek rendszerbe foglalasira mutatunk lehetdséget, a tanuloi felfedezést, 6nallo
fogalomalkotast tovabbra is szem elGtt tartva. A jelen fejezetben megismert minimalis
és maximélis szigetek fontos szerepet jatszanak majd a késGbbiekben, a szigetek maxi-
mélis szdmanak meghatarozasa sordn, megismerésiik a szigetrendszerek szerkezetének
részletesebb feltérképezése mellett ezért is fontos.

4.56. Feladat. Mikor hiv(hat)unk egy szigetet maximalisnak, illetve minimalisnak?

Megoldas. Mivel a f6sziget barmely szigetrendszer esetén mindig jelen van, és mar
kiilon neve is van, nincs értelme 6t maximalisnak (is) nevezni. Természetes ttja a fo-
galomalkotasnak, ha ezek utan kozvetleniil a fGsziget ,alatt” elhelyezkedd szigeteket
tekintjiik. Nevezziik tehat maximalis szigetnek azokat a fGszigettdl kiillonboz6 szigete-
ket, melyeket a fGsziget kivételével egyetlen masik sziget sem tartalmaz valodi modon.
A minimalis sziget fogalménak megalkotasakor mar egyszeribb dolgunk van. Legye-
nek a minimalis szigetek azok a szigetek, amelyek nem tartalmaznak (val6di modon)
egyetlen mésik szigetet sem. Az alabbi 4bran a minimalis illetve maximaélis szigeteket
vastag keretezéssel jeloltiik.

]
O W

(a) Minimélis szigetek (b) Maximalis szigetek

4.37. abra. Minimalis és maximalis szigetek

4.57. Megjegyzés. A fenti mellett természetesen szamos maés, értelmes definici6 is
adhat6 a maximalis illetve a minimalis sziget fogalméra. Ezen a ponton mindenképp
érdemes korbejarni a kiilonboz6 tanuloi megkdzelitéseket, megvizsgalva azok elényeit
és hatranyait. Mi a tovabbiakban a fenti értelmezéssel éliink, mert tavlati célunk, a
szigetek maximalis szaimanak meghatirozasa szempontjabol ez az egyik legcélraveze-
tGbb.

A kovetkez6 feladatok célja a minimaélis, illetve a maximalis sziget fogalménak
elmélyitése, absztrahaldsa. Hasznalhatjuk itt is a 4.3.6. fejezet jatékat, melyben fo-
lyamatosan tjrageneralhatd szigetrendszerek tucatjain végezhetjiik el a minimaélis és
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maximalis szigetek vizsgalatat, ezzel is segitvén az 6nallo tanuloi felfedezéseken alapulo
fogalomalkotast.

4.58. Feladat. Hany minimalis, illetve maximalis sziget van az alabbi abran?

4.38. abra. Minimalis és maximalis szigetek

Megoldas. Harom minimalis és harom maximalis szigetiink van. Ezeket az alabbi
abran vastag keretezéssel jeloltiik is.

(a) Minimalis szigetek (b) Maximalis szigetek

4.39. abra. Minimalis és maximalis szigetek

4.59. Feladat. Lehet-e egy sziget egyszerre minimaélis és maximalis?

Megoldas. Igen. Az el6z6 (4.39.) abra egy példat mutat. A jobb felsg sarokban talal-
hato 1 x 1-es sziget minimalis és maximalis is.

4.60. Feladat. Lehet-e egyszerre minden sziget minimalis és maximalis?

Megoldas. Nem, mivel a fGsziget mindig sziget, de sohasem maximélis.

4.61. Feladat. Lehet-e, hogy nincs minimalis szigetiink?
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Megoldas. Nem. Ha van legalabb egy szigetiink (és egy mindig van, a fgsziget), akkor
ezen beliil keressiink egy szigetet. Ha nem talaltunk, akkor ez azt jelenti, hogy jelen
szigetiink minimdalis. Ha taldltunk Gjabb szigetet, ismételjiik meg ra iménti eljarasun-
kat. Ez az eljaras véges sok 1épésben véget ér, s minimélis szigetet szolgaltat. Egy mas
megkozelitéssel élve a maximélis magassagu sziget biztosan minimalis.

4.62. Feladat. Lehet-e, hogy nincs maximalis szigetiink?

Megoldas. Igen. Mivel a f&sziget nem maximalis, ezért ha csak a fGsziget sziget,
egyetlen szigetiink van, amely nem maximalis. (Erre mutatott példat korabban t6b-
bek kozott a 4.24 abra és a 4.29 abra.) Viszont minden mas esetben van maximalis
szigetiink, ugyanis a fGsziget altal valodi moédon tartalmazott szigetek koziil a minima-
lis magassagi maximalis. Kanonikus reprezentacio esetén ezek a 2 magassagu szigetek.

4.4.3. Szigetek és grafok

A szigetrendszerek szerkezetének teljesebb feltérképezése céljabol ebben a fejezetben
egy mélyebb matematikai eszkoz, a graf fogalmat fogjuk hasznalni. Bevezetjiik tehat
a szigetrendszer grafjanak fogalméat, amely komoly szerepet jatszik a szigetrendszer
fogalméanak absztrahélasaban, illetve tavlati célunk, a szigetek maximalis szaméanak
meghatarozasaban is.

A kovetkezd feladatban intuitiv modon jelenik meg a szigetrendszer grafja.

4.63. Feladat. Fogalmazzunk meg észrevételt az alabbi dbra alapjan a szigetrendsze-
rek és a grafok kapcsolatarol.

N
'\
N}
|
\
N

NN N
S
NN N
! 1 I
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N N n

4.40. abra. Szigetek és grafok

Megoldas. Lathatoan minden szigetrendszerhez rendelhetiink egy, a tartalmazésra
épiils grafot, a szigetrendszer gréafjat.

A fent bevezetett graf és a hozza tartozo szigetrendszer kapcsolatanak tovabbi
vizsgalatabol tjabb megallapitasokhoz juthatunk a szigetrendszerek szerkezetét ille-
téen. Ez 0lt testet a kovetkezd tétel forméjaban.
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4.64. Tétel. Tetszbleges racs szigetei a tartalmazasra nézve részbenrendezett halmazt
alkotnak.

Bizonyitas. Minden sziget tartalmazza (nem valodi modon) 6nmagéat, igy barmely [
szigetre I C I, vagyis a tartalmazas mint relaci6 reflexiv. Barmely I, I5 sziget esetén,
ha I} C Iy és I, C Iy, akkor I; = I, a relaci6 antiszimmetrikus. Barmely [, I, I3
sziget esetén, ha Iy C I, és I C I3, akkor I1 C I3, azaz relacionk tranzitiv. Ezzel
beldttuk, hogy szigeteink a tartalmazasra nézve részbenrendezett halmazt alkotnak.
O

A fenti, a szigetrendszerek szerkezetére vonatkozo megallapitas tiikrében a szi-
getrendszeriink gréafja is méas értelmet nyer.

4.65. Feladat. Hogyan interpretalhato a fentiek alapjan 4.63. feladat grafja?

Megoldas. A graf szigetrendszeriink Hasse-diagramja.

A fentiekben példat lathattunk arra, hogyan segitik a kisérletek a fogalmak cik-
likus absztrahédlasat. Uj fogalmaink segitségével megadhatjuk a szigetrendszer egy 1j
modelljét is.

4.66. Feladat. Tekintsiink egy szigetrendszert. Adjunk egy, a szigetrendszert (jol)
leir6 modellt, melyben a szigetek kolcsonos helyzetiik alapjan keriilnek jellemzésre!

Megoldas. Egy lehetséges modell a kovetkezS. Rendeljiink szigetrendszeriinkho6z egy
iranyitott grafot. A graf cstucsainak feleltessiik meg szigeteinket. A kisebb szigeteket
a graf alacsonyabb szintjeire helyezziik. Az I; csicsbol pontosan akkor indul él az I
csicsba, ha a hozzajuk rendelt I; sziget kozvetleniil tartalmazza az [, szigetet, azaz
I, C Iy, és nem létezik olyan I3 sziget, melyre [ C I3 C I;. Ekkor azt mondjuk, [;
fedi I>-t, jelolésben: Iy < 4.

4.67. Megjegyzés. A tovabbiakban a grafon nem jeloljiik az élek iranyat, azok a
szemléletnek megfelelGen ,fentrdl lefelé” mutatnak. Szintén nincs jelent&sége az élek
hosszanak, vagyis annak, mely cstics a grafnak melyik szintjén helyezkedik el. A jobb
attekinthetGség kedvéért azonban célszerd minden csiicsot a neki megfeleltetett sziget
tartalmazasi relacioban elfoglalt helyének megfelel§ mélységbe helyezni. Ez azt jelenti,
hogy ha szigetrendszeriink kanonikus alakban adott, akkor minden szigetnek megfe-
leltetett csticsot az adott sziget magassaganak megfeleld mélységi szintre helyeziink a
grafban. Mivel f6 célunk, a szigetek maximaélis szaimanak meghatérozasa szempontja-
bol feltehetd, hogy minimélis magassagu szigetekkel dolgozunk, ezért a tovabbiakban
a legtobb esetben kanonikus reprezentéciot fogunk hasznélni.

A kovetkezs feladatok célja a szigetrendszer grafjanak mélyebb megismerése, a
fogalom absztrahalasa, illetve a graf meghatarozo tulajdonsagainak felfedeztetése, va-
lamint a szigetek és a grafok kapcsolatanak mélyebb feltarasa.
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4.68. Feladat. Rajzoljuk fel az alabbi dbrakon lathaté szigetrendszerek grafjat!

31113

21| 2

3113 5141321
(a) (b)

312113 1721121

21212 171,111

4 13|11 211,32 3
() (d)

4.41. abra. Rajzoljuk fel a grafokat!

Megoldas. A kovetkezd abra egy-egy lehetséges, a szemléletiinknek leginkabb megfe-
lel, azaz a 4.67. megjegyzésben részletezett modon megadott megoldast mutat.

() (b) (©) (@

4.42. abra. Szigetrendszereink grafjai

A jobb megértés érdekében itt is egy inverz feladattal folytatjuk a feldolgozast.
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4.69. Feladat. Adjunk meg az alabbi grafokkal reprezentélt szigetrendszereket!

NN

() (b) (©) (@

()

4.43. abra. Adjunk meg szigetrendszereket!

Megoldas. A kiovetkezs abran lathatjuk az (a)-(c) feladatok egy-egy kanonikus meg-
oldasat. A (d) és (e) grafokhoz hosszabb probalkozéas utan sem taldlunk megoldéasokat.

12213 20 1|2
11 1 (3] 2|3 111
1|1 1 }‘E 2 13 20 1|2

(a) (b) (c)

4.44. dbra. Grafjaink szigetrendszerei

A példak és ellenpéldak gondolatébreszts hatasanak koszonhetGen a fentiek alap-
jan felfedezhetjiik a szigetrendszerek grafjanak legfontosabb tulajdonsagait.

4.70. Feladat. A fenti kisérletek alapjan a szigetrendszerek grafjanak mely tulajdon-
sagai fedezhetsk fel?

Megoldas. Grafjaink minden esetben kormentes, Osszefiiggs grafok, vagyis fak. A
f6sziget a fa gyokere. A graf biztosan Osszefiiggs, hiszen a fGsziget minden szigetet
tartalmaz. Legyen a grafhoz tartozo racsunk m x n-es. A kormentességet mn-szerinti
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indukcioval bizonyitjuk. Ha mn = 1 vagy mindosszesen 1 szigetiink van, a fGsziget,
akkor készen vagyunk. Legyen mn > 1, és tegyiik fel, hogy az allitds minden kisebb mn
esetén igaz. Tekintsiik most a maximalis szigeteket. Ezekre, mint racsokra az indukcios
feltevés miatt igaz az allitas, azaz az altaluk meghatarozott szigetrendszerek grafjai
diszjunkt fak. Ezen fak gyokereit a fGszigetnek megfeleltetett csics fedi, igy a teljes
szigetrendszer grafja is fa.

Azt mar lathattuk, hogy a fGszigetnek megfeleltetett csiics a szigetrendszer faja-
nak gyokere. A kovetkezd néhany feladat célja, a koraAbban megismert tovabbi speciélis
szigetek és a graf kitiintetett csticsai kozotti kapcsolat felfedeztetése.

4.71. Feladat. Mely szigetek tartoznak a grafunk leveleihez?

Megoldas. A minimélis szigetek.

4.45. abra. A minimélis szigetek a levelek

4.72. Feladat. Mely szigeteket feleltettiik meg a gyokér altal fedett csiicsoknak?

Megoldas. A gyokér fiainak megfeleltetett szigetek a maximalis szigetek.

4.46. dbra. A maximalis szigetek a gyokér fiai

A szigetek, illetve szigetrendszerek és a hozzajuk tartozo racsok, magassagfiiggve-
nyek kapcsolatanak felfedeztetésének mintajara (4.15.-4.49.), jelen pontban is szamos



4. FEJEZET. SZIGETEK 103

feladatot tiizhetiink ki a grafok és a szigetrendszerekhez tartozo récsok vizsgélatara.
Vizsgalhatjuk példaul a racs méretének, vagy a magassagfiiggvény értékkészletének
kapcsolatat a grafokkal. A szamos lehetség koziil egyre mutatunk példat a kovetke-
z6kben. Ttt a feldolgozasba jobban illeszkedGen, a szigetek szaménak és a grafoknak a
kapcsolatat vizsgaljuk.

4.73. Feladat. Adjunk meg egy olyan szigetrendszert a 3 x 4-es racson, amely graf-
janak pontosan

1111 2221
1111 . 2221
1111 2221

(@ (b)
2 212 37133
2 312 211212
2|2]1]2 3143

(c) (d)

4 1 4 3

3122

2 1 4 3

()

4.47. abra. Grafok és szigetek
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4.4.4. A szigetrendszerek szerkezetének felfedezését segitd
Mathematica animéaci6

A 4.3.6. fejezet technikai észrevételeinek tiikrében tekintsiik a kivetkezé demonstra-
ciot.

Demo 1 —-- Islands and Sealevel Demo 1 —-- Islands and Sealevel

(a) (b)

4.48. abra. Szigetrendszerek és szerkezetiik Mathematicaban

Az alkalmazas elinditasa utan a bal oldalon egy szigetrendszer haromdimenzios
abrajat lathatjuk. (Ez, hasonl6an a korabbiakhoz, természetesen forgathaté a legjobb
ralatas biztositasa végett.) A képernyd jobb oldalan pedig az éppen aktudlis vizszint
esetében felbukkano 0j szigetek vetiilete lathato. A jaték kezdetén a vizszint 0, s igy
természetesen egyetlen szigetiink van, a fGsziget. A felhasznaloi ablak tetején talal-
hato csuszka segitségével egyesével emelhetjiik a vizszintet. A vizszint emelkedésének
hatasara tjabb és ujabb szigetek ttinnek fel, mig végiil a teljes szigetrendszer a viz
ala meriil. Mindez a bal oldali 4bran teljes mértékben nyomon kévethetd, hiszen ott
a szigetek viz feletti, és viz alatti része egyarant latszik. A felhasznalonak ezuttal is
van modja tetszéleges racs megadasara, tetszéleges magassagu mezokkel. A jatéknak
ezuttal konkrét célja nincs, igy azt akar mi magunk is meghatarozhatjuk.

4.4.5. Mobdszertani 6sszefoglald

A fejezetben eljutottunk a korabbi kisérletek altal intuitivan kialakitott sejtések konk-
rét megfogalmazasaig, bizonyitasiig. Megalkottuk a maximélis és minimélis sziget fo-
galmat, bevezettiik a szigetrendszer grafjat, valamint megvizsgaltuk a szigetrendszerek
és a grafok kapcsolatat. A kittizott feladatok a kovetkezéképp csoportosithatok:

(a) Szigetek kolesonos helyzetének vizsgalata (4.50.-4.55.).
(b) Specialis szigetek vizsgalata (4.56.-4.62.).

(¢) A matematikai modell felallitasa (4.63.-4.67.).

(d) Ismerkedés a modelliinkkel (4.68.-4.70.).
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(e) Specialis szigeteink és a modelliink kapcsolatanak vizsgalata (4.71.-4.72.).
(f) Szigetrendszerek vizsgalata a grafjaikon keresztiil (4.73.).

A bemutatott Mathematica alkalmazas segitségével a didkok maguk fedezhetik
fel a szigetrendszerek egy mar magasabb absztrakcios szinten 1év6 modelljét. Igy lat-
hatjuk, hogy a szamitogépes kisérletek az absztrahalasban is segitségiinkre lehetnek. A
tanulok szamara a bemutatott feladatok segitségével ijabbakat is kitiizhetiink, melyek
vonatkozhatnak példaul specialis graffal rendelkezd szigetrendszerek létrehozaséra is.
Itt a korlatozd paraméterek, illetve a paraméterek szaméanak valtoztatasaval tudunk
kittizni kiilonb6z6 szinti feladatokat. A Mathematica demonstracié felhasznélasaval
lehetdségiink van a feladatok szdmanak gyors tébbszordzésére, illetve a digitélis benn-
sziilottek hatékony motivalasara.

4.5. Szigetek maximalis szadma

LAzt hiszem, hogy a matematikai minimum és mazimum problémdk azért
rokonszenvesek, mert mindennapos problémdinkat idealizdljik.” (POLYA
GYORGY)

4.5.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben célunk az m x n-es racson elhelyezhets szigetek maximaélis szama-
nak meghatarozasa abban az esetben, ha a magassagfiiggvény nem korlatos. E feladat
els6 megkozelitésre tul bonyolult, ezért specialis esetek vizsgalataval kezdiink. Ez se-
githeti az intuiciot és a heurisztikat, valamint megalapozhatja analogidk kialakulasat.
A specialis esetek vizsgalatat torténeti el6zmények is indokolhatjak. Egy részletes fel-
épités megtalalhato a szerz6 [110] cikkében (Attila Mader, Robert Vajda. Elementary
Approaches to the Teaching of the Combinatorial Problem of Rectangular Islands, In-
ternational Journal of Computers for Mathematical Learning, 15(3), 267-281, 2010.).

A fejezet egyes eredményeinek megalkotasahoz hasznaljuk batran a 4.3.6. feje-

T,z

4.5.2. Szigetek az 1 X n-es racson

4.74. Feladat. Allitsuk racsunkat a 4.3.6. fejezet jatékaban 1 x n-esre (n =
1,2,3,...), majd probaljunk meg minél tobb szigetet létrehozni. Ezek utan probal-
juk megoldani a koévetkezd feladatot.

4.75. Feladat. Legfeljebb hany szigetiink lehet egy

(a) 1 x 2-es,
(b) 1 x 3-as,
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(c) 1 x 4-es,
(d) 1 x 5-6s racson?

Megoldas. Fenti kisérleteinkbdl kialakulhat a sejtés, hogy a maximdlis szigetszam az
egyes esetekben rendre 2, 3, 4, illetve 5. A szamitogép segitségével lehetséges megva-
lositasok tomkelegét talalhatjuk, ezek koziil egyet-egyet mutatnak az aldbbi abrak.

1] 2 11723 117234 11721345
(a) (b) (©) (d)

4.49. abra. Szigetek kis racsokon

4.76. Feladat. Milyen sejtés fogalmazhato meg az el6z6 feladat eredményébdl?

Megoldas. Sejtésiink a kovetkezd.
4.77. Sejtés. A szigetek maximalis szama az 1 x n-es téglalap esetében n.

Bizonyitas. A bizonyitas n-szerinti teljes indukcioval torténik. Az allitas konnyen
ellenérizheté modon n = 1,2 esetén fennall. Tegyiik fel most, hogy az allitas teljesiil
valamely n > 2-ig minden n-re. Legyen a racsunk n + 1 hosszi. Az altaldnossag
megszoritasa nélkiil feltehets, hogy a vizsgalt szigetrendszer kanonikus alakban adott.
Ekkor tudjuk (4.32. feladat), hogy van a racson 1 magassigi mezG6. Tekintsiik az
egyik ilyen mez6t. Ez harom részre vigja racsunkat: a mezd el6tti k& hosszi részre,
magara az 1 magas mezore, és az ezen mezé utani n — k hossza részre.

RN

< ~ < —
k n-k

4.50. abra. Szigetek - az els6 vagas

Ekkor ezen, n+1 hosszi rdcson a szigetek I szamara az indukcios feltevés szerint
fennéll, hogy I < k+mn —k—+1, hiszen a k hosszii mezé6n legfeljebb k, az n — k hosszin
legfeljebb n — k sziget van, illetve még sziget az egész racs. Igy belattuk, hogy egy
n + 1 hosszi racs esetén a szigetek szaméra: [ < k+n—k+1=n+1. Egy n hosszu
racs esetén az n szamu sziget realizédlhato is, igy a becslés éles, nem javithato.

11213/ |---|n-1]n

4.51. abra. Szigetek - a becslés éles
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4.78. Megjegyzés. Szamitogéppel végzett tomeges kisérleteink kozott nagy valoszi-
niiséggel akad olyan is, melyben sikeriilt az optimalis szigetszamot produkalni dgy,
hogy volt 1 magas mezé is a racson. Igy a fenti indukcios bizonyitas lényegi észrevétele
méris a rendelkezésiinkre 4ll. Bizonyitasunk pusztan annyival mond tébbet, hogy ez
mindig elérhets. Ezzel ismét bizonyitékat adtuk annak, hogy a szamitogéppel végzett
nagyszamu kisérleteknek a bizonyitasok elGkészitésében és azok megalapozasiban is
fontos szerepe van.

Eredményiink mélyebb megértését itt is segithetjiik inverz feladatokkal.

4.79. Feladat. Egy 1 X n-es téglalap esetén adjuk meg a magassagokat gy, (adjunk
meg olyan magassagfiiggvényt), melyre a szigetek szama

a)
b

]‘7
2,
3,
Ln/2],
’Vn 2 ?
n—2,
n—1

c
d
e

A~ TN~ N N

f
g

—~

—~
N — —

Megoldas. Egy-egy lehetséges megoldast mutatnak az alabbi abrak az n = 7 esetben.

1111111 111,111 2
(a) (b)
11|11 ]1]23 111,112 3
(c) (d)
11|11 ]2]|3]4 123 455 5
(e) (f)
1123|4566
(8)

4.52. abra. A 4.79 feladat megoldasai

Az 1 X n-es racs vizsgalatat egy nehezebb feladat kittzésével zarjuk.

4.80. Feladat. Igazoljuk, hogy az 1 X n racsot az 1,2,...,n szamok barmely permu-

P
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4.81. Megjegyzés. Az, hogy a fenti allitas igaz, egyaltalan nem nyilvanvalo. Igy a
kezdet kezdetén még abban sem lehetiink biztosak, hogy tényleg bizonyitani, vagy
esetleg cafolni kell-e. Erre azonban a mar megismert Mathematica jatékkal valo munka
néhany perc utan vilaszt ad. Most a szamitogépekkel végzett kisérleteink egy nehezebb
probléma megoldasaban mutattak iranyt.

4.5.3. Szigetek az 2 x n-es racson

A 2 x n-es racson elhelyezhet6 szigetek maximalis szamanak meghatarozasahoz a két-
oldali kozelités modszerének segitségével kezdiink hozza. ElGszor egy fels6, majd egy
also korlat meghatarozasara vezets, szamitogéppel tamogatott felfedeztetési lehetGsé-
get mutatunk be.

Els6 megkozelités - sejtés a fels§ korlatra

4.82. Feladat. Legfeljebb hany sziget lehet egy
(a) 2 x l-es,

(b) 2 x 2-es,

(c) 2 x 3-as,

(d) 2 x 4-es,

(e) 2 x 5-0s racson?

Megoldas. A szigetek szama, példaul a 4.3.6. fejezet jatékanak segitségével kialakult
sejtésiink szerint, rendre 2, 3,5, 6, 8.

A feladatunk ezek utan az altalanosités. A kovetkez&kben arra mutatunk példéat,
hogyan segitheti egy egyszeriien hasznalhat6 szamitogépes program a mintafelismerést.

4.83. Feladat. Hogyan folytathaté a fenti sorozat? Milyen minta ismerhet fel? Mi-
lyen kapcsolatban lehet ez a szigetek elhelyezkedésével?

Megoldas. A sorozat folytatasaban, a képzési szabaly (az n-edik tag explicit, illetve
rekurziv alakjanak) megtalalasaban is segitségiinkre lehet a szamitogép. Hasznéalhat-
juk példaul a kordbbiakban mar megismert és hasonl6 szituaciéban bevalt OEIS alkal-
mazast [124]. A weblap altal felkinalt mezébe kell ujfent beirnunk sorozatunk ismert
tagjait, s valaszul megkapjuk azokat a sorozatokat (azon sorozatok koziil az ismerteket,
illetve az adatbazisban szerepl§ relevans talalatokat) melyekre az altalunk megadott
minta illeszkedik. Természetesen minél tobb tagot adunk meg, annal kevesebb, s jobban
illeszkedd sorozatot kapunk. Mivel a kapott valaszok halmaza jelenleg elég kaotikus,
a feladatunk nem lehet més, mint tovabbi konkrét racsok vizsgéalata, s még tobb tag
kiszamitasa.
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A fentiek kivalo példaul szolgalnak arra, hogy mit sem ér a szamitogépes segitség
ért6 felhasznalo nélkiil. Itt kap szerepet a tanacsado szellemi, a felfedezéseket megfe-
lel§ iranyba terelG tanar. Az 6 feladata a kézi, és a szamitogéppel segitett kisérletek
Osszehangolasa, hogy azok egymast segitve eredményre tudjanak vezetni.

4.84. Feladat. Hany sziget lehet legfeljebb egy
) 2 x 6-es,

(a

(b)

(c) 2 x 8-as,
(d) 2 x 9-es racson?

Megoldas. Sejtésiink szerint a valasz rendre 9, 11, 12, 14.

4.85. Megjegyzés. A tovabbi konkrét esetek vizsgalataval nem csak az explicit alak
megtalalasa felé tehetiink 1épéseket, de ha ez nem sikeriilne, modszeriink arra is alkal-
mas, hogy a kovetkezd megkozelitési mod Gtletét megalapozza.

4.86. Feladat. Az OEIS segitségével keressiink meg sorozatunk lehetséges tovabbi
tagjai koziil még néhényat. Milyen sejtések fogalmazhatok meg a program altal felki-
nalt lehetdségek segitségével sorozatunk n-edik tagjara vonatkozdan?

Megoldas. A program altal felkinalt els6 lehetéség a folytatasra: 2, 3, 5, 6, 8, 9,
11, 12, 14, 15, 17, 18, 20, 21, 23, 24, 26, 27, 29, 30, 32, 33, 35, 36,
38, 39, 41, 42, 44, 45, 47, 48, 50, b1, 53, 54, 56, 57, 59, 60, 62, 63,
65, 66, 68, 69, 71, 72, 74, 75, 77, 78, 80, 81, 83, 84, 86, 87, 89, 90,
92, 93, 95, 96, 98, 99, az n-edik tagra vonatkozoan pedig: The map n -> a(n)
(where a(n) = 3n/2 if n even or (3n+1)/2 if n odd). Ezzel a kiévetkezs sejtés
fogalmazhato meg.

4.87. Sejtés. Jelolje a, a 2 x n-es racson képezhets szigetek maximélis szamét. Ekkor

3n 4
an:{ L ha n paros :fm%-lJ

"T“, ha n paratlan 2

Masodik megkozelités - egy biztos alsé korlat

4.88. Feladat. Adjunk als6 becslést a szigetek maximalis szdmara a 2 X n-es racson.
(Most tehéat nem az a célunk, hogy a 2 x n-es racson maximalis szamu szigetet produ-
kaljunk, hanem csak az, hogy adjunk egy olyan konstrukciot, amely megvalosithato,
és viszonylag sok” szigetet ad a réacson.)
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Megoldas. Mar korabban lattuk, hogy az 1 x 2-es racson legfeljebb 2, mig a 2 x 2-es
racson legfeljebb 3 szigetiink lehet. (Persze nagyobb racsokra is vannak eredményeink,
de jelen megkozelitéshez ennyi is elég.) Azt mar lathattuk az 1 x n-es racs esetében
(4.77. sejtés), hogy mindig van olyan optimalis konstrukcio, amelyben valamely mez
magassaga 1. Mivel 1 magas mez6 csak a fGsziget része lehet, ez gy is értelmezhetd,
mint egy vagéas a racson. Tulajdonképpen ezen vagés létezésen milt indukciés bizonyi-
tasunk. Ha egy ilyen vagas létét feltételezziik a 2 X n-es récs esetében is, azzal nem
biztos, hogy maximalis szamu szigetet tudunk elallitani (ez nem is célunk most), de
egy also korlatot tudunk talalni, s lehetGségiink nyilik egy rekurzi6 felallitasara is. Je-
16lje b, a kovetkezd, vagasos konstrukcio altal a 2 x m-es racson kialakitott szigetek
maximalis szamat. A korabbiakbol tudjuk, hogy b, = 2, by = 3. Legyen most racsunk
2 x n-es, ahol n > 2. Egy lehetséges konstrukcié a kovetkezd. Hasitsunk le racsunk
egyik végébdl egy 2 x 2-es részt, s toltsiik fel az utolsd oszlopot egynél nagyobb ma-
gassagértékekkel ugy, hogy ott 2 sziget keletkezzen (ez megtehets), az utolséd eldtti
oszlopot pedig egyesekkel.

B

n-2

4.53. dbra. Vagas a 2 X n-es racson

Ahhoz, hogy az egyesekbdl allo utolso elGtti oszlop ténylegesen elvagoként funk-
cionéljon sziikséges, hogy az els6, n — 2 hosszi részben minden felhasznalt magasséig
nagyobb legyen mint 1. Ez az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hiszen ha
az els6 részben is lenne egyes magassag, nincs més dolgunk, mint minden itt szereplé
magassagértéket megndvelni egy tetszéleges, de minden mezére azonos pozitiv egész
értékkel (példaul eggyel). Ekkor az els6 n—2 hosszi részen keletkezik b,,_o szamn sziget,
a hatso oszlopban ketts, és ott van még a fGszigetiink is. Ezen konstrukcio altal adott
szigetek szamara kaptuk tehat: by = 2, by = 3, b, = b,_o + 3, ha n > 2. Feladatunk
ezen masodrend( linearis inhomogén rekurzi6 megoldasa. A szamitasok kézzel torténd
elvégzése helyett itt is segitségiil hivhatjuk a szamitogépet. Kivalo eszkoz a rekurzio
megoldasira valamely komputer-algebrai program, példaul a Mathematica 8.0. Itt egy
egyszerd kod segitségével megadhatjuk, s meg is oldhatjuk a rekurziot. Az

RSolve[{b[n] == b[n-2]+3, b[1] == 2, b[2] == 3}, b, n]

parancs hataséra kapjuk:

(I1—-(=1)"+6n),

A
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vagyis

bn

_6n4 1+ (=)™ |3n+1
B 4 B 2 |

A szamitogép altal szolgaltatott eredmény felhasznalasdval mi magunk is bebi-
zonyithatjuk a fenti dsszefiiggést, példaul teljes indukcioval a kévetkezd modon.

Tudjuk, hogy b = 2 = \_312—+1J és by = 3 = \_322—+1J . Tegyiik fel, hogy az allitas
teljesiil minden n-nél kisebb pozitiv értékre. Ekkor

—2 1 1

2

4.89. Megjegyzés. Ezzel is példajat lathattuk annak, hogyan segithetik a szamito-
géppel végzett vizsgalatok a bizonyossagi szint novelését, valamint hogyan valik lehe-
tove segitségiikkel a szamitasok, bizonyitasi modszerek egyszertisitése.

Megkozelitéseink Gsszevetése

4.90. Feladat. Milyen sejtést fogalmazhatunk meg a két megkozelitésben kapott
eredményeink segitségével?

3n+1
2

4.91. Sejtés. A 2 X n-es racson maximum Iy, = L J szigetiink lehet.

4.92. Megjegyzés. Eredményiink mélyebb megértését itt is segithetjiik inverz fel-
adatokkal a 4.79. feladat mintajara.

Az altalanos, m X n-es eset targyalasa elgtt még érdemes részletesen megvizsgal-
nunk még egy specidlis esetet, a 3 X n-es racs esetét. Ez a racs még kell6képp egyszert
ahhoz, hogy gyorsan atlathato legyen, viszont elegendGen Osszetett ahhoz, hogy az
altalanos eset megoldési modszere kérvonalazodni tudjon altala.
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4.5.4. Szigetek az 3 X n-es racson

LA mddszer olyan fogds, melyet legaldbb kétszer alkalmazunk.” (POLYA
GYORGY)

4.93. Feladat. Az 1 X n-es és a 2 X n-es racsoknal megismert modszer segitségével
probaljunk egy felsd és egy alsd becslést taldlni a szigetek szaméara a 3 X n-es racson.

Megoldas. Hasznaljuk tehat el6z6 modszereinket! Kis racsokon szamitasokat, vizs-
galatokat, kisérleteket végezve azt tapasztaljuk, hogy a 3 X 1,3 x 2,3 X 3,... racson
legfeljebb rendre 3,5,7,9,11,... szamu sziget lehet. Kiilondsebb segitség nélkiil is ki-
alakulhat a sejtés, hogy a szigetek maximalis szdma a 3 X n-es rdcson 2n+1. De tényleg
lehet ennyi szigetiink? Az el6z6, vagasos technika segitségével konnyedén felirhatunk
egy, a szigetek szamara vonatkozé alsé becslést leird rekurziot. Jelolje b, a jol ismert,
vagasos technika altal szolgaltatott szigetek szdmat a 3 x n-es racson. Ekkor b; = 3,
by = 5. Ha n > 2, akkor pedig a kovetkezé mésodrendi lineéris rekurzi6 irhato fel:
bn = bn_g +4 (7’L > 2)

A rekurziot most mar konnyedén meg tudjuk oldani az el6z6 hasonld parancs
apr6 modositasaval.
RSolve[{b[n] == b[n-2]1+4, b[1] == 3, b[2] == 5}, b[n], n]

A Mathematica valasza:

b, =1+ 2n.

4.94. Megjegyzés. Persze a szamitogép valasza itt is bizonyithato teljes indukcioval
a 4.88. feladat megoldasaban latottakkal analog modon.

Az also és a fels becslés most is talalkozik, igy meggy6zs sejtésiink alakulhat ki
a 3 X n-es esetben is a szigetek maximalis szamara vonatkozoan.

4.95. Sejtés. A 3 X n-es racson a szigetek maximalis szadma 5y, = 2n + 1.

4.96. Megjegyzés. A szamitogéppel végzett munkanak itt is megjelenik egy fontos
elénye. A kordbbi kodok jol hasznalhatok most is, néhany paraméter megvaltoztatasa
utan. Nem sziikséges 1j, hosszadalmas szamitasokba bonyolédni, melyek nem csak,
hogy elveszik a didkok kedvét a tovabbi munkéatol, de alkalmasak arra is, hogy csak
rajuk koncentraljunk, igy éppen a feladat 1ényege vész el a megoldasara felsorakoztatott
bonyolult eszkdztar mogott.
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4.5.5. Szigetek az m X n-es racson - egy alsé becslés

A fenti 1 x n, 2 X n, 3 X n-es racsokon végzett vizsgalatok utan jobb esélyekkel pro-
balkozhatunk meg az altalanos probléma megoldasaval. Erdemes azonban az also és
fels6 becslésre vonatkozo vizsgalatokat itt is élesen elkiiloniteni. Ebben a részen az also
becslésnek jarunk utana.

4.97. Feladat. Adjunk als6 becslést a fent megismert vigasos technika segitségével a
szigetek szamara az m X n-es racson.

Megoldas. Jelolje az ily moédon az m X n-es racson keletkez6 szigetek szamét b,. A
fentiek alapjan felirhatjuk a kovetkezs rekurziv Osszefiiggést, ahol is by = m a 4.77.

tétel, b, = w pedig a a 4.88. feladat alapjan adodott.

—\//—

-2

4.54. dbra. Vagas az m X n-es racson

Itt mar egy paraméteres masodrendt linearis rekurzié megoldasa a feladatunk,
melyet a fentiekben t6bbszor hasznalt Mathematica parancs tijabb modositasaval egy-
szertien megtehetiink:

RSolve[{b[n] == bln-2]+m+1, b[1] == m, b[2] == IHFCL"T3 "y 43

A program altal valaszul adott

(=5 — (=)™ = (=1)" = (=1)™*" + 4m + 4n + 4mn)

ool —

Osszefiiggést egyszertisitve:

b, =

{mn—l—qun—lJ
2

adodik.
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4.98. Megjegyzés. Ekkor persze m helyébe egyet, kettét illetve harmat helyettesitve
visszakapjuk a 4.77., 4.91., illetve a 4.95. pontok eredményeit.

4.99. Megjegyzés. A vizsgalt paraméteres masodrendi lineéaris rekurzi6 megoldasa
a kordbban hasznalt kodok egyszert modositasaval gyorsan, egyszertien elvégezhets,
magasabb szinti matematikai, és mindenféle programozdéi ismeret nélkiil.

4.100. Feladat. Oldjuk meg a fenti rekurziot az el6z6, szamitogéppel megalkotott
eredményiink felhasznélasaval.

Megoldas. Kénnyen lathato, hogy by = |2 — gy g by = |me2bmt2ol| —

L?’m—;lj . Tegyiik most fel, hogy allitasunk minden n-nél kisebb pozitiv egész értékre

teljesiil. Ekkor b, = by_o + by + 1 = {m‘”””";*”(”*”J bl = |metmenl |

4.101. Megjegyzés. Ezen a ponton kiilonosen fontos hangsiilyozni azt, hogy nem azt
allitjuk, hogy ennél tobb sziget nem keletkezhet az m X n-es racson, hanem csak azt,
hogy egy viszonylag egyszert rekurziv technikaval ennyi sziget biztosan krealhato.

4.5.6. Szigetek az m X n-es racson - egy felsd becslés

A felsé becslés kialakitasa soran is tobb uton indulhatunk el. Ezek koziil egyre mu-
tatunk példat. Ennek soran megmutatjuk, milyen kapcsolat van egy szigetrendszer
grafja, s a szigetrendszer altal elfoglalt, eddig nem is emlitett racspontok kozott.

Racspontok

A kovetkez6 néhéany feladat célja racsunk jobb megismertetése. Eddig csupan a
racson talalhato szigetekkel, esetleg a racsot alkoto cellakkal foglalkoztunk, de maguk-
kal a racspontokkal még nem. Pedig a racspontoknak fontos, és jol meghatarozhato
korlatozo szerepe van a szigetek szamat illetGen. Az alabbi feladatok ennek felfedezését
készitik eld.

4.102. Feladat. Hany racspont talalhatd egy m X n-es racson?

Megoldas. A racspontok szama egy m X m-es racson (m+ 1)(n+ 1).

Mar tobbszor emlitésre keriilt, hogy a minimaélis szigetek kiilonosen fontos szere-
pet jatszanak a szigetek maximalis szaiménak meghatarozasaban. A kovetkezd feladat-
ban 6sszekapcsoljuk a minimalis szigetek és racspontok fogalmét.
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4.103. Feladat. Legalabb hany racspontot foglal el egy minimélis sziget?

Megoldas. Egy minimalis sziget legalabb négy racspontot foglal el. Az alabbi abran
ezt szemléltetjik.

4.55. dbra. Racspontok és minimélis szigetek

Grafok és racspontok

A szigetek maximalis szaméra vonatkozo fels6 becslésiink a szigetrendszer grafja-
nak és a szigetrendszer szigetei altal elfoglalt racspontok szdmanak kapcsolatan mulik.
Az alabbiakban ezt készitjiik els, elGszor egy, a fa cstucsai és levelei szama kozotti
kapcsolatot feltard tétellel.

4.104. Tétel. Ha egy T (gyokeres) fanak minden nemlevél csticsanak legalabb két fia
van, akkor a fa V cstcsara és [ levelére: V < 2[ — 1.

Bizonyitas. Legyen T egy gyoOkeres fa V' csticcsal és [ levéllel, melyben minden nem-
levél csticsnak legalabb két fia van. Szamoljuk meg, illetve becsiiljiik a graf éleinek
szamat kétféle modon. Mivel a gyokér kivételével minden csicsnak pontosan egy apja
van, ezért az élek szama V' — 1. Viszont, mivel minden nemlevél csticsnak legalabb két
fia van, ezért az élek szama nem lehet kisebb, mint 2(V —1). Igy kapjuk V —1 > 2(V 1),
azaz V < 2[ — 1. O

4.105. Feladat. Szigetrendszereink grafjai eleget tesznek-e a 4.104. tétel feltételei-
nek?

Megoldas. Nem, erre korabbi szigetrendszereink koézott szamos példat talalhatunk

(pl. 4.40. abra).

Kisérletekkel is elérhetjiik, hogy fel tudjuk fedezni a ,hiba” okat. Erre mutat
példat a kévetkez6 néhany feladat.
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4.106. Feladat. Mi torténhet egy kanonikus alakban megadott szigetrendszer eseté-
ben egy szigettel a vizszint emelkedésével?

Megoldas.

(a) eltiinik (ha minden pontja alacsonyabb, mint az aj vizszint),

(b) tobb szigetre esik szét (ha van az 1j, aktualis vizszintnél magasabb és alacsonyabb
pontja is, ez utobbi a sziget ,belsejében”),

(c) egy része viz ala keriil (ha van az 1j, aktuélis vizszintnél magasabb és alacsonyabb
pontja is, ez utobbi a sziget ,szélén”).

Az alabbi abra a szigetek lehetséges valtozasaira mutat példat a vizszint emel-
kedésével. Az alapallapot ((a) abra) esetében a teljes racs egyetlen Gsszefiiggd sziget.
A vizszint emelésével elGszor ((b) abra) szigetiink harom kisebb szigetre esik szét. A
vizszint tovabbi emelkedése esetén ((c) abra) lathatjuk, amint a bal oldali oszlop szi-
getének egy része a viz ala siillyed, a harmadik oszlop szigete tobb kisebb részre esik
szét, mig az 6todik oszlop szigete eltiinik.
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(a) (b) (c)

4.56. abra. Valtozo szigetek

4.107. Megjegyzés. A kanonikus reprezenticié biztositja azt, hogy ha valami ki-
emelkedik a racsunkbol, akkor az téglalap alaku és sziget. Igy a racsunkbol a vizszint
emelésével minden esetben téglalap alakt tartoményok jonnek létre, melyek szigetek
is.

4.108. Megjegyzés. Ebben az esetben is érdemes a 4.4.4. fejezet Mathematica
lalhatunk a fenti tételt kielégits, illetve ki nem elégité szigetrendszereket is. Mivel
nagyszamu kisérletet végeztiink viszonylag rovid idg alatt, igy arra is van modunk,
hogy magunk fedezziik fel, hogy mi a ,hibaja” a tételt ki nem elégits szigetrendszerek-
nek. A szamitogépes kisérletek szerepe itt a példak, ellenpéldak, kozos tulajdonsagok
keresésében rejlik.

4.109. Feladat. Milyenek azok a szigetek, melyeknek csak egy fiuk van?

Megoldas. Ezek azok a szigetek, melyek a vizszint emelkedésével nem tiinnek el, nem
esnek szét tobb kisebb szigetre, hanem egy résziik viz ala meriil.
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4.110. Feladat. Hogyan tehetnénk a szigetrendszerek grafjait a 4.104. tétel feltéte-
leit kielégitGvé?

Megoldas. Nevezziik a vizszint emelkedésével egy résziiket elveszitG szigetek viz ald
meriil6 részeit félszigetnek, s rendeljiink a félszigetekhez is a korabbiaknak megfelelGen,
a tartalmazasi relacioba illeszkedGen, egy-egy cstucsot a grafban.

4.57. dbra. Félszigetek

Ekkor az eddig mindossze egy fitval rendelkez6 csicsoknak is legalabb két fiuk
lesz. Nevezziik az igy kapott grafot a szigetrendszer kiegészitett grafjanak.

A minimélis szigetek racspontjainak vizsgdlata utan indokolt a szigetrendszer
kiegészitett grafjaban szintén levélként feltting félszigetek racspontjainak vizsgélata is.
Ezt végezziik el a kovetkezo feladat forméjaban.

4.111. Feladat. Hany racspontot foglal el ,sajat jogan” egy félsziget? (Azaz héany

olyan racspont van egy adott félszigethez tartozoan, melyet elfoglal a félszigetet be-
foglalo sziget, de nem foglal el a befoglald sziget egyetlen fia?)

Megoldas. Legalabb kettGt. Az alabbi dbra ezt mutatja.

4.58. abra. Racspontok és félszigetek

A kovetkezs feladattal megkezdjiik a racspontok és a szigetrendszer kiegészitett
grafjanak vizsgalatabol adodo fels§ becslés el6készitését.

4.112. Feladat. A fenti, racspontokra vonatkozo eredmények (4.103. és 4.111. fel-
adat) alapjan milyen becslés adhato a minimélis szigetek és félszigetek egytittes sza-
méara?
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Megoldas. Konnyii meggondolni, hogy a minimélis szigetek diszjunktak, még csak
kozos hatarpontjuk sem lehet. Ebbdl kovetkezik, hogy kiilonb6z6 minimalis szigetek
paronként kiilob6z6 racspontokat fednek le. Az egy adott félsziget altal ,elfoglalt”
racspontok bevezetésébdl (4.111. feladat) pedig az kovetkezik, hogy a kiilonb6z6
félszigetek altal elfoglalt racspontok is paronként kiilonboznek. Az is vilagos, hogy
minimalis sziget és félsziget sem foglalhat el kozos racspontot. Igy, ha a minimalis
szigeteink szdma s, a félszigeteké f, akkor 4s 4+ 2f < (m+ 1)(n+1).

4.113. Feladat. A szigetrendszereink kiegészitett grafjara vonatkozo tételiink, vala-
mint a fenti becslés Osszekapcsolédsaval milyen felsG becslést adhatunk a szigetek ma-
ximalis szamara az m X n-es racson [11, 110]7

Megoldas. Legyen szigetrendszeriink kiegészitett grafjanak V' csicsa, ez azt jelenti,
hogy V szigetiink és félszigetiink van 6sszesen. Ekkor V' < 2] — 1, ahol [ a kiegészitett
graf leveleinek szama, vagyis [ = s 4+ f, ahol s a minimalis szigetek, f a félszigetek

szama. Ekkor a szigetek V' — f szaméara a kovetkezd irhato.
4342rzf_1 < (m+1)(n+1)

Vof<2A—1—f=2f+s)—1—f=2s+f—1= -1

Mivel V' és f egész, ez a kovetkezd alakban is irhato:

mn—+m-+n-—1
_ < .
vops ||

4.5.7. Szigetek az m X n-es racson

Ezek utédn nincs méas dolgunk, mint az also és felsé becslésiink Gsszekapcsolasa.

4.114. Feladat. Az als6 (4.97. feladat) és felsg (4.113. feladat) becslés alapjan
mit allithatunk az m X n-es racs szigeteinek maximalis szamarol?

Megoldas. Mivel az also, és a fels6 becslés ugyanazt az értéket szolgaltatta a szigetek
maximalis szamara, ezért megallapithatjuk, hogy a szigetek maximalis szama az m X n-
es racson

{mn—i—m—i—n—lJ
5 )

4.115. Megjegyzés. Az, hogy az alsé és felsG becslés ,0Osszeér”, kiilonosen szép. A
fenti teljes gondolatmenet a kétoldali kozelités modszerének egy szép alkalmazasa. Az
also és fels6 becslés taldlkozasanak van egy emlitésre mélto kdvetkezménye is, mégpedig
a vagasos technika hatékonysaga. Ez azt jelenti, hogy barmely racson tudunk olyan
optimalis szigetrendszert kredlni, mely tartalmaz a fentiekben megismert vagast.
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4.5.8. Mobdszertani 6sszefoglald

A fejezetben specidlis esetek vizsgalatan elindulva meghataroztuk az m X n-es racs szi-
geteinek maximalis szamat. A szamitogéppel végzett kisérleteink ezittal segitségiinkre
voltak a sejtések kialakitasaban és megszilarditasaban (4.74.-4.76., 4.82.-4.86.) Arra
is lathattunk példat, hogy a tomeges kisérletek tapasztalatai hogyan alapozzak meg a
bizonyitast, annak lényegi lépésének elérevetitésével (4.77.). Lathattuk, hogyan hasz-
nalhatjuk a szamitogépet alkoto jelleggel, egy-egy egyszerii, s hatékonyan modosithato
kod segitségével szamitasok elvégzésére (4.88., 4.93., 4.97.). A feladatok megoldasat
tovabbra is a (szamitogépes) tanuloi felfedezéseknek rendeltiik ala. Vizualis reprezen-
tacioink hasznalataval (4.4.4.) lehetévé valt a szigetrendszerek korabban megismert
szerkezetének Osszekapcsoléasa jelenlegi célunkkal. A probléma Osszetettsége okan kény-
telenek voltunk absztrakt targyalasba bonyolodni (4.104.-4.113.), a lehetdségekhez
képest azonban igyekeztiink ezt is el6zetes felfedezésekkel felpuhitani, megalapozni. A
tanuloi kisérleteket szem elGtt tartva bevezettiik a vagas, félsziget és a szigetrendszer
kiegészitett grafjanak fogalmat is.

4.6. Szigetek korlatozott magassaggal

A fentiekben egy ismert tétel bizonyitasahoz vezets utat mutattunk be. A fenti prob-
lémakor azonban szamos egyéb kérdést is felvet, ezek jorésze nyitott. Fontos, hogy
didkjaink szdmara meg nem oldott problémakat is felvessiink. Ekkor taldan nem fogjak
azt hinni, hogy egy matematikus nem tesz mést, mint ,egész nap a Pitagorasz-tétellel
szamol”. Arra is lathattunk példat, hogyan lehet ,jigy tenni”, mintha egy probléma 1j,
megoldatlan volna. Miutan azonban megoldottuk, s elaruljuk didkjainknak, hogy va-
lojaban egy ismert eredményt alkottunk meg tjra, csalodottsaguk érthets lesz. Fontos
tehat, hogy valodi nyitott kérdések is el6keriiljenek, olyanok, amik ismertek, legendasak
(Goldbach-sejtés, Riemann-hipotézis), s olyanok is, melyekkel mi magunk talalkoztunk
kisérleteink soran. Az alabbiakban erre mutatunk példat.

4.6.1. Bevezetés

A fentiekben szigeteink magassagat nem korlatoztuk. A felhasznalt magassagértékek
tetsz6legesen nagyok lehettek. A kovetkez6kben azt vizsgéljuk, hogyan valtozik a szige-
tek maximalis szama, ha a magassag(fiiggvény) korlatos. Itt tehat a maximalis sziget-
szdm nem csak a racs méretétGl, hanem a felhasznalhatd maximélis magassagtol, h-tol
is fiigg. Erre vonatkozo kisérleteket is végeztiink méar példaul a 4.34.-4.37. feladatok
és a 4.46.-4.49. feladatok keretein beliil.

Azt tudjuk, hogy ha h > [log,(m+1)]+[logy(n+1)]—1, akkor tudunk maximalis
szamu szigetet krealni az m x n-es racson |73]. De azt, hogy egy adott h magassag ese-
tén mennyi a legfeljebb h magasséggal az m X n-es racson elGallithato szigetek szama,
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teljes egészében még nem sikeriilt megvalaszolni. Részeredmények persze vannak, s
ezeket mi magunk is felfedezhetjiik. Itt is, a fejezet teljes egészének targyaldsa soran
folyamatosan hasznéalhatjuk a 4.3.6. fejezet Mathematica jatékat. A korlatos magas-
sagu szigetrendszerekrsl bévebben olvashatuk a szerzé [72, 112] cikkeiben (Eszter K.
Horvath, Attila Mader, Andreja Tepavcevi¢. One-dimensional Czédli-type Islands, The
College Mathematical Journal, 42(5), 374-378, 2011., Attila Mader, Géza Makay. The
mazimum number of rectangular islands, The Teaching of Mathematics, 14(1), 31-44,
2011.).

4.6.2. Mar ismert eredmények, h = 1,2

A témakor nem is teljesen 1j, szdmos ide is tartozd eredményt mar kordbban megal-
kottunk. A kdvetkezGkben ezek koziil elevenitjiik fel a legfontosabbakat.

4.116. Megjegyzés. Minden 1j témakor targyalédsa soran fontos, hogy azt valami-
lyen modon kossiik a korabban tanultakhoz. Ez itt, hala korabbi eredményeinknek,
egyszertien megtehetd.

4.117. Feladat. Hany szigetiink lehet legfeljebb az m X n-es racson, ha a maximélis
szigetmagassag h = 1?7 (Gondoljunk a 4.46. feladatra!)

Megoldas. Ebben az esetben mindig pontosan egy szigetiink van, a fésziget.

4.118. Feladat. Hany szigetiink lehet legfeljebb az m x n-es racson, ha a maximélis
szigetmagassag h = 2?7 (Gondoljunk a 4.49. feladatra!)

Megoldas. Leghatékonyabban az egység teriiletd, 2 magas mez&k alkotnak szigetet.

Ekkor a szigetek maximalis szama [%] - [%2] + 1.

Hasonlo, egyszerti meggondolasok azonban nem teheték, ha A > 3. Erdemes tehat
egy-egy jol kezelhets specidlis eset vizsgalataval folytatnunk.

4.6.3. Specialis esetek, az 1 X n-es racs

4.119. Feladat. Legfeljebb hany szigetiink lehet az 1 x n-es racson, ha h = 37
Megoldas. Han = 1,2, ... akkor rendre a kdvetkez6t kapjuk a szigetek maximalis sza-
mara: 1,2,3,4,5,6,7,7,8,9,10,10,11,12,13,13, 14, 15,16, 16 . . .. Ezekre az értékekre a

korabban méar hasznalt OEIS a koévetkezd valaszt adja: I am sorry, but the terms
do not match anything in the table.
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Kisérleteink ezen forméja ezittal nem jart sikerrel. Vizsgaljunk hat meg a szige-
teink szama mellett egy-egy maximalis szigetszamot add konkrét konstrukciot is. Ez
az els6 néhany esetben torténhet kézzel, papiron, de irhatunk ra egy egyszeri prog-
ramot is. Az vildgos, hogy a ,brute force” technika most nem miikddik, nem tudjuk
végigszamoltatni programunk segitségével a szamitogéppel az Gsszes lehetséges kitol-
tést, hiszen ez mar h = 3,n = 10 estén is h™ = 3% = 59049 eset, mig ha n = 30, akkor
h" = 339 ~ 2. 10, Felfedezéseinkkel azonban a szamitogép munkajat is segithetjiik.

4.120. Megjegyzés. Felfedezéseink nem csak arra jok tehat, hogy segitségiikkel egy
kész eljarast hasznalni tudjunk, hanem arra is, hogy egyaltalan lehetévé tegyiik a
probléma szamitogéppel torténd megkozelitését. Ezzel a felfedezések ujabb szintjét
mutattuk meg.

Azt mar a korabbiakbol is tudjuk, hogy az 1 sziikségképpen felbukkan mez&ink
magassagai kozott. Ha ugyanis nincs 1 magas mezénk, akkor az 6sszes mezG magassa-
gat egyszerre, egyesével csokkenthetjiik mindaddig, amig 1 magas mezénk nem lesz, s
kozben a szigeteink szama nem valtozik. Ha viszont van 1 magas mez&énk, egy rekurziv
eljaras segitségével nagysagrendekkel csokkenthetjiik a végigszamolando esetek szamat.
Az informatikdban ezt dinamikus programozasnak hivjdk. A h = 3, n = 2,3,...,20
eseteket az aldbbiakban foglaltuk tablazatba.

n egy optimalis szigetrendszer a szigetek szama
2 1,2 2
3 1,2,3 3
4 1,3,2,3 4
5 2,1,3,2,3 5
6 2,3,1,3,2 3 6
7 3,2,3,1,3,2,3 7
8 1,3,2,3,1,3,2,3 7
9 2,1,3,2,3,1,3,2,3 8
10 2,3,1,3,2,3,1,3,2,3 9
11 3,2,3,1,3,2,3,1,3,2,3 10
12 1,3,2,3,1,3,2,3,1,3,2, 3 10
13 2,1,3,2,3,1,3,2,3,1,3,2,3 11
14 2,3,1,3,2,3,1,3,2,3,1,3,2, 3 12
15 3,2,3,1,3,2,3,1,3,2,3,1, 3,2, 3 13
16 1,3,2,3,1,3,2,3,1,3,2,3,1,3,2,3 13
17 2,1,3,2,3,1,3,2,3,1,3,2,3,1,3,2,3 14
18 2,3,1,3,2,3,1,3,2,3,1,3,2,3,1,3,2,3 15
19 3,2,3,1,3,2,3,1,3,2,3,1,3,2,3,1, 3,2, 3 16
20 1,3,2,3,1,3,2,3,1,3,2,3,1,3,2,3,1, 3, 2, 3 16

4.59. abra. Szigetek korlatozott magassaggal, h =3, n=2,3,...,20
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A fenti esetekbdl felfedezhetjiik az optimalis konfiguraciok szerkezetét, és az al-
taluk szolgaltatott maximalis szigetszamot is. Programunk persze mas n, h parokra is
futtathato; s még h = 10, n = 1000 esetén is kevesebb mint egy masodperc alatt lefut.
Szamos, maximalis szami szigetet add konkrét konstrukei6 vizsgalata utan a kovetkezs
sejtésekhez juthatunk.

4.121. Sejtés. Maximalis szamu szigetet tudunk krealni az 1 x n-es racson az 1,2,3
magassagok felhasznalasaval a kévetkezd modon: a racs elsé mezGjétsl kezdGdGen te-
gyiink minden méasodik mezére 3-as magassagot. Az liresen maradt mezGket figyelve
az els6tol kezdGdden tegyiink minden masodikra 2 magassagértéket, majd legvégiil az
iiresen maradt cellakat toltsiik fel egyesekkel.

4.122. Sejtés. A fenti eljarassal keletkez szigetek szama maximalis és:
+
Ln)=n+1— [%]

ahol [-]7 = max{1, |-|}

4.123. Megjegyzés. A fenti jelolés kissé idegeniil hathat, mégis ez a legegyszertibb
modja a sejtésiink formulaba ontésének.

Kovetkez6 feladatunk természetesen most is eredményiink altalanositasa. Prog-
ramunk més h értékekre vonatkozo futtatasabol megsziilethetnek az altalanos esetre
vonatkoz6 kovetkez§ sejtéseink is.

4.124. Sejtés. Maximalis szamu szigetet tudunk kredlni az 1 X n-es racson az
1,2, ..., h magassagok felhasznalaséval a kovetkezé modon: a racs elsé mezGjétdl kez-
dédden tegyiink minden masodik mezdére h magassagot. Az iiresen maradt mezGket
figyelve, az els6t6l kezd6dGen tegylink minden masodikra A — 1 magassagértéket, és
igy tovabb, egészen h = 2-ig, majd legvégiil az iiresen maradt cellakat toltsiik fel
egyesekkel.

4.125. Sejtés. A fenti eljarassal keletkezG szigetek szdma maximalis és:

n +
4.126. Megjegyzés. A fenti sejtések koziil elég csak az utolsot bizonyitani, hiszen
az a korabbiak altalanositasanak is tekinthetd. Mivel a bizonyitas tal hossz, s f6leg
technikai, ezért azt itt most nem részletezziik. Annyit azonban érdemes megemliteni,
hogy kettés indukcioval dolgozik, egy n, illetve egy h szerintivel. A bizonyitas tobb
valtozatban is megtalalhato a szerz6 [72] és [111] cikkeiben.

A tovabbiakban a két, még ismert specialis eset vizsgalataval foglalkozunk.
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4.6.4. Speciilis esetek, a 2 X n-es racs

meg maximéalis szdmu szigetet kredlni a 2 x 2,2 x 3,... méretd racsokon, az 1,2,3
magassagértékek felhasznaldsaval. Mit tapasztalunk?

Szamos kisérlet utan, a korabbi, vagésos konstrukciok szem el6tt tartasaval kiala-
kulhat benniink a sejtés az optimélis konfiguraciéra vonatkozoan. Ezt természetesen
tovabbi kérdésekkel segithetjiik is. Ebben a helyzetben kiilondsen fontos, hogy a tanér
maradjon meg a katalizator szerepénél. A vegyiik észre, hogy tipusi tovabblendités he-
lyett érje el, hogy a didkok tényleg maguk vegyék észre azokat a tényeket, melyek felé
terelni probaljuk Gket. Ezt konnyen elérhetjiik, ha a vizsgalt problémét tobb kisebb,
gyorsabban megvéalaszolhat6 részprobléméara bontjuk. Az aldbbiakban erre lathatunk
példat.

4.128. Feladat. Mit mondhatunk a 2 magas mez&t tartalmazo szigetekrsl?
Megoldas. Egyszertien lathato, hogy ezen szigetek 1 X k vagy 2 x k alakuak.

4.129. Feladat. A fentiekben meghatarozott tipusu szigetek koziil melyik fordulhat
el6 egy optimélis konfigurdcioban?

Megoldas. A 2 magas mezdt tartalmazo 1 x k alaku szigetek nem optimalisak. Ha egy
ilyen sziget fordul el a racsban, akkor a masik sor ezen szigettel szomszédos mezGinek
magassaga sziikségképpen 1.

4.60. abra. 1 x 3-as sziget a 2 X 3-a racson

Ekkor viszont a jelenlegi fels§ sort megismételve, majd itt a legmagasabb mez&k
magassagat 1-gyel megndvelve a szigetek szdma nd.

4.61. abra. A megvaltoztatott tabla, tobb sziget
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Végiil csokkentve eggyel minden mezG magassagat, a szigetek szdéma nem valtozik
és minden mez6 magassaga legfeljebb 3 lesz.

4.62. dbra. A megvaltoztatott tabla, tobb sziget h = 3 korlattal
Ekkor viszont a 2 magas mez6t tartalmazo sziget 2 x k alak.

Az igy kapott konstrukcié beépithets korabbi észrevételeink sordba.

4.130. Feladat. Mire emlékeztet ez minket?

Megoldas. Az 2 x n-es racsnél felbukkané vagasra.

4.131. Feladat. Mit allithatunk a fenti észrevételiink segitségével?

Megoldas. Egy optimélis konfiguracioban a 2 magas mezdGket tartalmazo szigeteink
csak 2 x k alaktak lehetnek. Ezek csak akkor optimélisak, ha k = 1. Ez azt jelenti, hogy
a racsban sziikségképpen van 2 magas fiiggéleges vagas, hiszen épp a 2 magas mezGket
tartalmazo 2 x 1-es részek funkcionalnak vagasként. Ez alapjan rekurzio felallitasara
nyilik lehet&ségiink. Ehhez a felfedezéshez segithet minket hozza a kovetkezs abra.

4.63. abra. Egy optimélis konfiguricio

4.132. Feladat. Milyen transzformécié bujik meg a fenti elrendezésben?

Megoldas. Egyfajta tengelyes tiikrézés. Alkossunk maximalis szamu szigetet elGszor a
legnagyobb magassagértékeink (ezattal 3 és 4) segitségével elGszor az 1 X 2-es racson.
Most, ha még egy magassagértékiink van (2), akkor ezen racs egy 2 magas vagasra
valo tiikrozésével egy nagyobb racs optimalis kitoltését érhetjiik el, azonos magassagok
segitségével.
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Mivel még egy felhasznalatlan magassagunk van, most egy 1 magas vagasra valo
tiikrozéssel ismét novelni tudjuk az optimalisan kitoltott racs méretét, azonos maxi-
malis magassag mellett.

3 3] 2 31213
4 4 2 412 4
(a) (b) ()
312131 312131323
4121411 402411424
(d) (e)

4.64. dbra. Tiikrozéssel novelt vilag

A fenti észrevétel segitségével megalkothato a kdvetkezs tétel, melyet a bizo-
nyitas technikai nehézségei, és a keretek sziikossége okan ezittal sem részleteziink. A
bizonyitas megtalalhato a szerzd [111] cikkében.

4.133. Tétel. Az 1,2,....,h (h > 3), magassagok segitségével a 2 X n-es racson létre-
hozhato szigetek maximalis szama:

L(n) = L3n+1J+1_[ n r.

2 2h72

4.134. Megjegyzés. A fenti formulat alaposabban szemiigyre véve észrevehetjiik ab-
ban a korlatlan esetben meghatarozott maximumot. Ez a 2 X n-es racs esetében L?’”—;lj .

Eredményiink tehét azt jelenti, hogy korldtos magasséggal legfeljebb ennél [Qh%] o1
el kevesebb sziget hozhato létre. Hasonlo észrevétel természetesen az 1 X n-es racs esetén
is fennall (4.125. sejtés), de ott még ez a formulabol, annak egyszeriisége miatt, nem
volt azonnal észrevehetd.

A fenti megjegyzés egy nagyon fontos kapcsolatot tar fel a korlatos és korlatlan
magassaggokkal dolgozé esetek kozott.

4.6.5. Specialis esetek, a 3 x n-es racs

A 3 X n-es racs vizsgalatakor mar egy joval nehezebb probléméval taldljuk magunkat
szemben. A kezdeti megkozelités persze nem valtozik.

4.135. Feladat. A 4.3.6. fejezet Mathematica animéaciojat felhasznalva probaljunk
meg maximaélis szamu szigetet krealni a 3 x 3,3 x 4,... méretd racsokon, az 1,2,3
magassagértékek felhasznélasaval. Mit tapasztalunk?
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A koréabbiak mintajara itt is a 2 magas mezdket tartalmazo szigetek karakteri-
zalasaval érdemes felfedezéseinket kezdeni.

4.136. Feladat. Mit mondhatunk a 2 magas mezG6t tartalmazo szigetekrsl?

Megoldas. A korabbiakkal analog modon lathatd, hogy azok nem lehetnek 2 x k
alakuak.

4.137. Feladat. A 4.3.6. fejezet Mathematica jatékdnak segitségével keressiink op-
timéalis konfiguraciot a 3 x 4-es racson, h = 4 esetben, s probaljuk meg azt az 1 X n-es
és a 2 x n-es racsnal tapasztalt vagasok segitségével is létrehozni.

Megoldas. Egy lehetséges maximalis szigetrendszer példaul a kdvetkezd.

41311 3
21212
413113

4.65. abra. Vagasok a 3 x 4-es racson

Szamos kisérlet utén, a felfedezett vagasok segitségével rekurzio irhato fel, mely
a kovetkezd tételhez vezet. (A bizonyitas megtaldlhaté a szerzé [111] cikkében.)

4.138. Tétel. Az 1,2,....h (h > 3), magassagok segitségével a 3 X n-es racson létre-
hozhat6 szigetek maximalis szama:

n +

4.139. Megjegyzés. A 4.134. megjegyzéshez hasonloan itt is megallapithato, hogy
az abszolut maximumhoz (2n + 1) képest itt [Q,LL_Q]JF — 1-el kevesebb sziget hozhatd
létre.



4. FEJEZET. SZIGETEK 127

4.6.6. Specialis esetek, a 4 x 4-es racs problémaja

Ezek utan a kovetkezd eset a 4 x 4-es racs problémaja h = 3 esetén. Egy optimalis
esetet mutat a kovetkezd abra.

211,213
31111
17112
213,113

4.66. 4bra. Probléma a 4 x 4-es racson

Jelen esetben 9 szigetiink van. A {6 kiilonbség a korabbiakhoz képest az, hogy ez
nem hozhato létre az eddig sikerrel alkalmazott vagéasos technika segitségével. Szimmet-
ria okoknal fogva ugyanis alapvetGen egy helyen tudjuk vagni racsunkat. Ezt mutatja
a kovetkez6 abra.

4.67. dbra. Vagas a 4 x 4-es racson

Ezen a racson viszont a korabbiak (4.6.3., 4.6.4. fejezet) felhasznéalasaval
kénnyen lathaté moédon csak 8 szigetet tudunk létrehozni. Egy lehetséges kitoltést
mutat a kovetkezd abra.

211213
31111
17112
211,113

4.68. abra. Vagas és szigetek a 4 x 4-es racson

A tovabbiakban a feladatunk tulajdonképpen téglalapok téglalapra torténd, op-
timalis lefedést biztosito elhelyezése. A probléma nehéz, NP-teljes, a témakor kutatésa
jelenleg is ezen a ponton tart.
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4.6.7. Mobdszertani 6sszefoglald

A fejezetben megvizsgaltuk kiilonb6z6 specidlis racsokon a szigetrendszerek maximalis
elemszamat, korlatozott magassagfiiggvény esetén. Szamitdgépes felfedezéseink forrasa
a korabbiakban mér megismert 4.3.6. Mathematica jaték volt. A témakorhéz kapceso-
16d6, mar ismert speciélis esetek (4.117.-4.118.) vizsgalata utan megtapasztalhattuk,
milyen, ha meglévs eszkozeinkkel nem tudunk valaszt talalni kérdésiinkre (4.119.).
Ezzel eljutottunk a felhasznéloi ismereteket is csak minimalisan igényl6 alkalmazasok
hasznalatatol a sajat program létrehozéasaig. Sajat programunk segitségével megoldot-
tuk problémankat az 1 x n-es racson (4.122.). Az itt szerzett tapasztalatok alkotod
jellegti felhasznalasaval, a tanuloi felfedezéseket a 2 X n-es és a 3 X n-es eset megol-
déaséra iranyitottuk (4.127.-4.138.). A fejezetet egy maig nyitott probléméaval zartuk
(4.6.6.), a probléma gyokerének és nehézségi szintjének megvilagitasaval.

A dolgozatban felhasznalt fontosabb programok, alkalmazéasok, demonstraciok,
jatékok, animéciok megtaldlhatok a CD mellékleten.



Osszefoglalas

A dolgozat témaja az experimental mathematics néven ismertté valt 1j tudomé-
nyos szemlélet oktatéasra torténd adaptalasi lehetGségének bemutatasa, Gsszekapcsolvan
mindezt a felfedeztets ismeretszerzéssel.

Az értekezés a szerzG kovetkezG publikacidin alapul:

e Eszter K. Horvath, Attila Mader, Andreja Tepavcevié. One-dimensional Czédli-
type Islands, The College Mathematical Journal, 42(5), 374-378, 2011.

o Attila Mader. Heads or Tails Gambling - What Can Be Learned about Probabi-
lity?, Teaching Mathematics and Computer Science, 6(1), 15-41, 2008.

e Attila Mader, Robert Vajda. Elementary Approaches to the Teaching of the Com-
binatorial Problem of Rectangular Islands, International Journal of Computers
for Mathematical Learning, 15(3), 267-281, 2010.

o Attila Mader, Géza Makay. The mazimum number of rectangular islands, The
Teaching of Mathematics, 14(1), 31-44, 2011.

o Attila Mader. The Use of Exzperimental Mathematics in the Classroom, Interest-
ing Mathematical Problems in Sciences and Everyday Life, 2011.
www.model.u-szeged.hu

Erintélegesen a kovetkezd publikiciobol is meritiink:

e Mader Attila. A ,specmat” 40 éve a Sdgvdriban I., A matematika tanitasa, 17(4),
13-21, 2000.

Az elsé fejezetben roviden attekintjiik a magyar kézépiskolai matematikaoktatés
helyzetét a Varga Tamas-féle tananyagreformtol ([26, 107]) kezd6dGen a napjaink-
ban felmeriil problémakig. Kitériink a PISA és TIMSS mérések viszontagsigaira és
elemezziik a mérések eredményeit. A XXI. szdzadban az ismeretelsajatitas sziikséges-
ségét bizonyos kompetencidk megszerzésének fontossiga valtotta fel, ezért a korabbi
tantervi alapu, tartalmi elemekre 6sszpontosité mérések mellett megjelentek a kom-
petencia alapu mérések is. A kompetencia, valamint a matematikai kompetencia fo-
galmanak tobb oldalrol torténd megkozelitése utan részletesen targyaljuk az Orszagos
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kompetenciamérés eredményeit, hatasait, ellentmondasossagait [66]. Az ) tipust tu-
dasszemléletnek, illetve a megjelend és egyre markansabba valo tarsadalmi igényeknek
megfelelni kivano j utak - mint a matematikai modellezés és a valosidgkozeli mate-
matika ([4, 102, 50]) - attekintése utan elemezziik a jelenlegi, valsigosnak mondhaté
helyzet okait.

A masodik fejezetben bemutatjuk a kisérleti matematika mibenlétét. A szami-
togépek fejlédésével és elterjedésével lehetévé valt kisérletek nagy szami, gyors és
hatékony elvégzése, azonnali kiértékelése; teret nyitva egy 1j matematikai szemlélet
kialakulasanak. Egydaltalan nem szamitogéppel segitett matematikardl van szo, sok-
kal inkabb a szamitogéppel megalkotott matematikarol. Maga a problémafelvetés, és
ezen at a definiciok, tételek, bizonyitasok megalkotdsa mind-mind szamitogéppel torté-
nik. A szamitogépes kisérleti matematika Borwein altal megalkotott modszertananak
([17, 18, 21]) elemzése utan rovid torténeti attekintést adunk a teriilet fejlodésérdl,
az 1990-es években torténd megjelenésétsl kezdve egészen napjainkig. Ezutan részle-
tesen attekintjiik a kisérleti matematika oktatasban torténG alkalmazasanak elméleti
hatterét. Mindennek itthon mar van hagyomanya, hiszen azt, hogy a kisérleteknek
megkeriilhetetlen szerepiik van a heurisztika segitésében, Polya és Lakatos 6ta tudjuk
[90, 136|. Polya szerint a kisérletek jelentik a matematikai tudas legfébb forrasat, a
kisérletek azok, melyek a megfelelg irdnyba terelik az intuiciot. Ugyanakkor a szé-
mitogépek fejlédésével és elterjedésével lehetGségiink nyilik nagy mennyiségi szamités
valamint kisérlet gyors és pontos elvégzésére, illetve ezek eredményeinek kiértékelésére,
kovetkeztetések levonasara. A szamitogépek ezen innovativ modon térténd, alkoto jel-
legti felhasznélasaval, a Borwein &altal elinditott kutatasi modszer oktatéasra valo adap-
talasaval, a Polya Gyorgy altal szorgalmazott heurisztika és kisérletezés végre a megér-
demelt mértékii szerepéhez juthat a tanitasban. A (kozép)iskolasok szamara kitiizott,
természetesen felmeriils, de ugyanakkor kutato jellegii probléméak vizsgilata sordn a
szamitogép nem csak a szemléltetésben, de a problémafelvetésében, a fogalmak kiala-
kitasaban, a sejtések megfogalmazéisan és tesztelésén keresztiil pedig a matematikai
alkotas teljes folyamataban is segitségiinkre lehet. A kisérlet és az elmélet elvalasztha-
tatlanok [112]. A tanulok maguk is felfedezévé valhatnak és ez az egyik legfontosabb
kozponti gondolat. A fejezet végén roviden elemezziik modszeriinknek a bizonyités
fogalmara gyakorolt hatasat [88].

A harmadik fejezetben tobb példan keresztiil bemutatjuk, hogyan is miikodnek
a felfedezések a matematikaoran. A fejezet elsG részében felfedezéseinket még szami-
togépes segitség nélkiil tessziik meg. Megmutatjuk, hogyan lehet egy egyszert abra
segitségével miiveleti tulajdonsagokat, vagy algebrai azonossagokat felfedeztetni. Ha-
rom kiilonb6z6 animéaciot is mutatunk a haromszogek bels6 szogeinek 0sszegére vonat-
kozo tétel bizonyitasara. A szamitdgép nélkiili felfedezések bemutatasat egy egyszerti,
a problémat jatszhatova, felfedezhetévé tévs valoszintiségi modell bemutatasaval zér-
juk [104]. Bemutatjuk, hogy a tanari iranyitassal végzett tomeges tanuloi kisérletek
segitségével lehetGvé valik a kollektiv tapasztalatszerzés, bevezethetiink 1j fogalma-
kat. Az itt bemutatott modszerek alkalmasak nem csak egy adott probléma, de akar
egy egész témakor targyalasara, illetve egy-egy 1j teriilet automatikus, természetes
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bevezetésére is. A fejezet kovetkezs részében bemutatjuk, hogyan valtozik meg a ta-
narok szerepe az informécios tarsadalom altal tdmasztott igényeknek vald megfelelési
kényszer hatasa alatt [38]. Elemezziik, hogy a modern technikai eszk6z0k hasznala-
taban csak botladozva halad6 tanarok hogyan segithetik az ezen eszkozoket organi-
kusan hasznal6 digitalis bennsziilotteket a miiveltség egyik 1j fokmérGje, a digitalis
irastudas elérésében. Vizsgaljuk a kérdések, a sejtések, és a szamitogépek szerepét a
szamitogéppel segitett felfedeztetd oktatasban. A fejezet harmadik szakasza a szami-
togép eszkozszintd felhasznalasaval kivitelezhetd kisérletek bemutatasaval foglalkozik.
To6bbségében az interneten barki altal elérhetd egyszeri alkalmazasok, weblapok, ani-
méaciok segitségével helyeziink 1j nézépontba méar targyalt kérdéseket, illetve hozunk
testkozelbe korabban elérhetetlen problémakat [124, 169]. A fejezetet a szamitogépek
alkoto jellegii felhasznalasi lehet&ségeinek bemutatésaval zarjuk. Néhany, a dolgozat-
ban is hasznalt, valamint az oktatasban is kivaloan alkalmazhaté szoftver bemutatésa
utan bemutatjuk, hogyan targyalhat6 a Thalész-tétel, a trigonometrikus azonossagok,
a szintetikus geometria, vagy akar az analizis témakore egy-egy alkalmazas segitségével
konnyedén, a digitalis bennsziilottek szaméara is felfedezheté modon [59, 5, 12, 13].

A dolgozat utolso fejezetében kisérletet tesziink a korabbiakban részletezett mod-
szertani elvek egy konkrét, él6 példan keresztiil torténé komplex reprezentalasara. A
tanuloi felfedezéseket mindvégig szem el6tt tartva, ahol csak lehet, egymasra épiils
feladatok sorozatan keresztiil jutunk el eredményeinkhez [110]. Egy rovid torténeti at-
tekintés utan feladatokon keresztiil felépitjiik a sziget fogalmét. Az 6néllo felfedezést
segit@, tudatos tanari munkaval iranyitott feladatokkal absztrahéljuk a sziget fogalmat
igazolvan, hogy felfedezésekkel nem csak a sejtések, de a fogalmak szintjén is eredmé-
nyes alkotdé munka végezhets. A fogalom kialakitdsdhoz egy Mathematica animaciot is
hasznalunk. Az alkalmazas segitségével a tanulok kisérletek tucatjait végezhetik, akar
kozosen oOran, akar otthon egyediil. A szamitogép segitségével szerzett tapasztalatok
segitenek a fogalmak gyors és hatékony kialakitasaban, elmélyitésében. A kiévetkezd
részben a szigetrendszerek szerkezetét tarjuk fel. A minimalis és maximalis szigetek
fogalmanak bevezetése mellett megalkotjuk a szigetrendszer grafjat, és vizsgaljuk a
grafok és a szigetek kapcsolatat, egy tjabb Mathematica animécié hasznalataval. A
kovetkezd szakaszban célunk az m x n-es racson elhelyezhet§ szigetek maximalis szama-
nak meghatarozasa abban az esetben, ha a magassagfiiggvény nem korlatos. E feladat
els6 megkozelitésre til bonyolult, ezért egy-egy speciélis eset vizsgalataval kezdiink. A
kordbban bemutatott interaktiv Mathematica animécié segitségével nem csak, hogy
sejtéseket fogalmazunk meg, de a bizonyités alapgondolatat is megtalaljuk az 1 x n-
es racs esetében. Az itt felfedezett vagasos technika segitségével sejtést fogalmazunk
meg a 2 X n-es racson elhelyezhetd szigetek maximalis szamara vonatkozo alsd kor-
latot illetGen, s ezt be is bizonyitjuk. Ezzel a szamitogéppel segitett bizonyitassal a
szamitogép alkoto jellegi felhasznaldsdnak egy tjabb szintje tarul fel. Modszeriink al-
talanositasaval az m x n-es racsra vonatkozé alsé korlatot is megtalaljuk. Az also korlat
megtalaldsa utdn a szigetrendszerek gréafjanak segitségével egy felsé korlat keresésébe
fogtunk [11]. A kordbban mar eredményesen hasznalt Mathematica demonstracio se-
gitségével elemezziik a vizszint emelkedésének a szigetekre gyakorolt hatasat. Az egy
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grafelméleti tétel segitségével megtalalt felsé korlat megegyezik a kordbban megtalalt
also korlattal, igy a fejezet 6 eredményeként megkaptuk az m xn-es racson elhelyezhetd
szigetek maximalis szaméat. Ezek utan fogunk az m X n-es récson korldtozott magas-
saggal elhelyezhets szigetek maximalis szaiméanak vizsgalataba. A korabban felfedezett
eredmények, a megtalalt modszerek (vagéasos technika) tovabbfejlesztésével, valamint
a szamitogép felhasznaldsdnak legmagasabb szintjének elérésével, egy sajat készitést
program segitségével meghatarozzuk az 1 X n,2 X n és 3 X n-es racson legfeljebb h
magassag felhasznéalasaval elérheté maximalis szigetszamot |72, 111]. A fejezet végén
megmutatjuk, modszeriink miért nem miikodik nagyobb racsokra.
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Summary

The theme of this thesis is the possible adaptations of experimental mathematics
combined with experimental learning in teaching.

The dissertation is based on the following papers of the author:

e Eszter K. Horvath, Attila Mader, Andreja Tepavcevié. One-dimensional Czédli-
type Islands, The College Mathematical Journal, 42(5), 374-378, 2011.

o Attila Mader. Heads or Tails Gambling - What Can Be Learned about Probabi-
lity?, Teaching Mathematics and Computer Science, 6(1), 15-41, 2008.

e Attila Mader, Robert Vajda. Elementary Approaches to the Teaching of the Com-
binatorial Problem of Rectangular Islands, International Journal of Computers
for Mathematical Learning, 15(3), 267-281, 2010.

o Attila Mader, Géza Makay. The maximum number of rectangular islands, The
Teaching of Mathematics, 14(1), 31-44, 2011.

o Attila Mader. The Use of Experimental Mathematics in the Classroom, Interest-
ing Mathematical Problems in Sciences and Everyday Life, 2011.
www.model .u-szeged.hu

Additionally we have used the following publication as well:

e Mader Attila. A ,specmat” 40 éve a Sdgvdriban I., A matematika tanitasa, 17(4),
13-21, 2009.

In the first section we briefly discuss the state of mathematics teaching in secon-
dary schools from Tamés Varga’s curriculum reform ([26, 107]) to the present days.
We mention the problems of PISA and TIMSS surveys and examine their results. In
the 21st century the skill based learning took over from the lexical knowledge based
education and as a result competence based surveys have appeared beside curriculum
based surveys. After the discussion of competencies and mathematical competency we
show the results, consequences and the controversies of the National Competency Test
[66]. Following this we discuss the new ways of teaching as mathematical modelling
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and functional mathematics which are more and more demanded by the new scienti-
fic approach and the continuously changing society expectations then we move on to
analyse the present crucial situation |4, 102, 50].

In the second section we are going to describe the experimental mathematics. The
improvement and spread of computers have allowed to research quickly and efficiently,
and to analyse great amount of data immediately which creates new environment for
educational mathematic research. The problem identification, definitions, thesis and
proofs are created with the help of computer. It is rather computer created than com-
puter supported mathematics. We describe the methodology of computer supported
experimental mathematics created by Borwein ([17, 18, 21|) and briefly present the
historical overview of this field starting from the 1990s to present days. Then we are
going to examine the theoretical background of experimental mathematics in mathe-
matics teaching, which is not new in our country. Since Pélya and Lakatos we know the
crucial importance of experiments in helping heuristics [90, 136]. According to Polya,
experiments are the basic source of mathematical knowledge that drive the intuition in
the correct direction. The improvement and spread of computers have made us able to
make a lot of calculations and experiments quickly and punctually, and we can analyse
the results and draw the consequences. By this creative and innovative way of compu-
ter usage the research method adaptation to education was started by Borwein while
the heuristics was urged by Gyorgy Poélya, and experiments finally might achieve their
deserved ratio in education. When we examine realistic and experimental problems
with students in secondary school, computers help not only in representation but also
in define ing problems and creating concepts as well. Moreover, by making and testing
conjectures, they help in the creation of mathematics. There is no theory without ex-
periments [112]. Students can become explorers, and this is the most important idea.
At the end of the section we analyse the influence of our new method to the definition
of proof [88].

In the third section we show several examples of exploration in mathematics
lessons. In the first part of the section we have our explorations without computers.
We describe how a simple figure can be used for noticing characteristics of operations
or algebraic identities. We show three animations for proof of the sum of the interior
angles of triangles. The presentation of discoveries without computers ends with a
simple, playfully probabilistic model [104]. We show how group experiments make the
collective experience and the introduction of new concept possible. Methods showed
here are suitable not only for a given problem but even for the automatic and natural
discussion of a new topic or a whole field as well. In the next part of this section we
summarize how the teachers’ role changes as a result of the demand of the society [38].
We analyse how teachers who can hardly use modern equipment should help students
who were born into the organic usage of these equipments with achieving one of the
measures of new knowledge the digital literacy. We examine the roles of questions,
hypothesis and computers in the computer supported exploratory teaching. The third
part of the section is about the computer supported experiments. We mostly use simple
applications, web pages and animations publically available on the Internet in order
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to find new prospect to earlier discussed questions and new ways to get closer to
previously unachievable problems [124, 169|. The section ends with the demonstration
of creative ways of computer usage. After presenting the softwares used in the thesis
and other useful alternatives we demonstrate how the Thales Theorem, trigonometrical
identities, synthetic geometry or even the topic of analysis can be taught for digital
aboriginals in explorational way using some applications [59, 5, 12, 13].

In the last section of the thesis we make an attempt to a complex representation
of the previously discussed methodology through a concrete, real example. Keeping
in mind the students’ exploration and where it is possible, we use series of exercises
build on each other [110|. After a short historical overview we are going to set up
the concept of island through examples fostering self exploration. By these examples
combined with teacher’s supportive and conscious supervision we are able to create the
concept of island which is suitable for further mathematical examination in different
level of abstraction, proving that by explorations we can work efficiently not only on
the level of hypothesis but on the level of concepts as well. To set up the concept we use
a Mathematica animation. With the support of this application the students can carry
out dozens of experiments together in the lesson or alone at home. The computer
based experience help to create and understand the concept quickly and efficiently.
In the next section we analyse the structure of the system of islands. Besides the
introduction of the definition of minimal and maximal island we create the graph of
island’s system in addition to this we analyse the relationship between graphs and
islands with another Mathematica animation. In the next section our aim is to find
the maximal number of islands on a m X n sized board when the height function is
not bounded. For the first sight this problem is too complex so we start with a special
case. With the previously mentioned interactive Mathematica animation we not only
create hypotheses but find the main idea of proof in case of 1 x n sized board. Using
discovered cutting technique we make conjectures for the lower bound of the number
of the islands lying on a 2 X n sized board and we prove the conjecture. The computer
supported proof is a new potential of creative usage of computers. By generalizing our
methodology we are able to find the lower bound related to m x n sized board. The
determination of lower bounds is followed by the quest for an upper bound using the
graphs of the systems of islands [11]|. The previously used Mathematica demonstration
is used to analyse the influence of the rise of the water level to the system of islands.
The upper bound, which is found using the theorem of graph theory equals to the lower
bound, determined earlier, so the main result of this chapter is the maximal number
of islands lying on an m X n sized board. After this we start calculating the number of
islands with bounded heights on an m X n sized board. Using the previous results, the
improvement of the already found method (cutting technique), the highest involvement
of a computer and using a self-developed program we determine the maximal number
of islands which are at most h height lying on a 1 xn, 2 xn, 3 x n sized board |72, 111].
At the end of the section we explain why our method is not suitable for larger boards.
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