Elemi matematika 3. - MTN424g
GEOMETRIAI EGYENLOTLENSEGEK ES SZELSOERTEK FELADATOK

A korabbi fejezetekben méar talalkoztunk geometriai egyenlGtlenségekkel, és szélsGérték
feladatokkal:

SZAMTANI-MERTANI KOZEP KOZOTTI EGYENLOTLENSEG KET TAGRA:
1. Feladat. 200 méter hosszi keritéssel szeretnénk egy épiilet fala mentén harom oldalrél

korbekeriteni egy téglalap alaka részt. Mekkoranak vilasszuk az oldalait, hogy teriilete a
lehet6 legnagyobb legyen?

2. Feladat. Hatarozzuk meg adott keriiletd téglalapok koziil a maximélis teriiletiit, illetve
adott teriiletii téglalapok koziil a minimaélis keriilettit.

3. Feladat. Irjunk adott kérbe maximélis teriiletd téglalapot.
4. Feladat. Adott felszini téglatestek koziil melyik testatloja miniméalis?

5. Feladat. Fgy téglatest egyik lapjanak teriilete 1 dm?, az élek hosszanak 6sszege 20 dm.
Mekkora ezen téglatestek felszinének maximuma?

6. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy haromszdgben a szokéasos jelolésekkel élve a = v/be, akkor
a < 60°.

7. Feladat. Egy haromszogbe négyzetet irtunk gy, hogy a négyzet egyik oldala illeszkedik
a haromszog egyik oldaldra, masik két cstcsa pedig a haromszég masik két oldalan van.
Igazoljuk, hogy a négyzet teriilete legfeljebb a hdromszog teriiletének fele.

8. Feladat. Mekkordk a 10 cm oldalhosszisagtu szabalyos haromszogbe irhatd legnagyobb
teriiletd téglalap oldalai?

9. Feladat. Egy haromszog egyik oldala 1, mésik két oldala hosszanak Gsszege allando.
Hatarozzuk meg a haromszog beirt és koré irt kore teriilete szorzatanak legnagyobb értékét!

10. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a,b egy derékszdgili haromszog befogoéinak, ¢ pedig az atfo-
gbjanak a hossza, akkor
313 3

a’+b° + ¢ )

abla+b+c) ~
11. Feladat. Egy trapéz egyik alapja 12 cm, a mésik alap és a trapéz magassaganak Osszege
30 cm. Hogyan kell megvalasztani a trapéz magassagat, hogy teriilete maximaélis legyen?
12. Feladat. Egy korcikk teriilete 16. Mekkora a sugara, ha keriilete minimalis?

13. Feladat. Adott keriiletii negyed-korgyiiriicikkek koziil melyiknek a teriilete maximéalis?
SZAMTANI-MERTANI KOZEP KOZOTTI EGYENLOTLENSEG 12 TAGRA:

14. Feladat. Irjunk adott gombbe maximalis térfogati hengert.

15. Feladat. Adott keriileti haromszogek koziil melyik teriilete maximalis?

16. Feladat. Egy gyarban a gyértasi folya- részt, az abra szerint. Ezek utan a szagga-
mat soran egy a oldalhosszisagi négyzet ala- tott vonalak mentén a lapokat felhajtjak, s
ka fémlemez minden sarkabol eltavolitanak éliik mentén Osszeforrasztjak Sket, igy egy fe-

egy-egy, egymassal egybevagd négyzet alaka il nyitott, téglatest alaki dobozt képezve.
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Mekkora az a értéke, ha az ezen eljarassal ké-
szithet6 maximalis térfogati doboz térfogata
1024 cm3?

e i i - i 1, )

17. Feladat. Adott térfogatn, feliil nyitott hengerek koziil melyiknek a legkisebb a felszine?
Es ha nem nyitott feliil?

18. Feladat. Adott felszind, feliil nyitott téglatest alaki dobozok koziil melyiknek térfogata
maximalis?

19. Feladat. Egy iizemben 4000 cm?® térfogatt feliil nyitott, négyzetes alapt egyenes hasib
alaki edényeket gyartanak. Melyiknek minimélis a felszine?

«EMELT SZINTU ERETTSEGI FELADAT 2012. OKTOBER 7. FELADAT»

20. Feladat. Egy egyenes korhenger tengelymetszetének keriilete 6 m. Mekkordk a maxi-
malis térfogattinak a méretei?

NEVEZETES KOZEPEK KOZOTTI EGYENLOTLENSEG KET TAGRA:

21. Feladat. Tudjuk, hogy a haromszog A csicsabol huzott magassaga harmonikus kozepe
annak a két szakasznak, amelyekre a magassag a BC oldalt bontja. Mekkora tgg + tgy?

22. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy haromszdgben a szokasos jeldlésekkel a < &< akkor

S > 3% Igaz-e az allitds megforditésa? i
23. Feladat. Az ABC derékszogii haromszogben a szokasos jeldlésekkel élve hatarozzuk meg
Sq + Sp
SC

maximumat.
NEVEZETES KOZEPEK KOZOTTI EGYENLOTLENSEG 7 TAGRA:

24. Feladat. [gazoljuk, hogy ha egy derékszogi haromszog befogéi a, b, € Z, és az atfogdhoz
tartoz6 magassaga m, akkor
atb/ o b
a®-b
m <

Rz

25. Feladat. Egy egység oldalt szabélyos n-szog egy P bels6 pontja a sokszog oldalaitol

rendre dy, ds, ..., d, tavolsdgra van. Igazoljuk, hogy
SR
- - e - .
dy  do dy,

26. Feladat. Hatarozzuk meg az 50 cm keriileti egyenld szaru haromszogek koziil azt, amely-
ben minimalis az oldalakra irhato négyzetek teriiletének Gsszege.
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27. Feladat. Hatarozzuk meg a d = 2-/3 testatloju téglatestek koziil a maximalis térfogatit.

28. Feladat. Adott élosszegii téglatestek koziil melyiknek a

(a) térfogata,

(b) felszine

a legnagyobh?
Megjegyzés: Forgassuk a Wikipédia List os triangle inequalities oldalat.
JENSEN-EGYENLOTLENSEG:

29. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve
N RN
in— -sin— -sin - < —.
R B Rl

30. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve
1 1 1
>2-/3.
sin

sinaw  sinf
31. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve

3
cosa + cos § + cosy < 3"

32. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve
a?(b+c—a)+b*(c+a—0b)+c*a+b—c) < 3abe.
33. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve
be ca ab
b2 + 2 — a? —i_CQ—l—aQ—b2 +a2+b2—c2 =
34. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve
2 5

20{
Xt
5 T8y

35. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely hegyesszogii haromszogben, a szokasos jelolésekkel
élve

tg +tg2 1.

tg"a +tg" B+ tg"y > 3-v3", neNT,
36. Feladat. Igazoljuk, hogy ha aq, as, ..., a, egy konvex n-szdg szdgei, akkor

. . . 27
SiInp - SN Qg+ ... SNy, < | —
n

37. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve

k>2-1/3-V3t

38. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszoégben, a szokasos jelléesekkel élve (r,, ry, 7. a
hozzairt kérok sugarai)
V3

Ta‘i‘Tb—f-?"cZ?‘k.

39. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve (R a koré
irt kor sugara)
k<3 V3 R
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40. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve

thT\/g-RQ.

41. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jel6lésekkel élve

4t < V3V a2b2c2.
TOVABBI FELADATOK:

42. Feladat. Igazoljuk, hogy a haromszog leghosszabb oldaldhoz tartoz6 magassaga nem
hosszabb, mint a hozza tartozé oldal barmely belsé pontjanak a masik két oldaltol vett
tavolsagosszege. (Varga Tamas Matematikaverseny, 2009. megyei)

Otlet. A leghosszabb oldal egy bel6 pontjat kossiik 6ssze a szemkozti csicesal. Dolgozzunk
az igy keletkez6 haromszogek teriileteivel.

43. Feladat™. Adott hegyesszogii haromszogbe irjunk minimalis keriileti haromszoget! (Fag-
nano, 1775)

Otlet. Egy tetszéleges UV beirt haromszoghdl kiindulva (U az a —n van stb.), tiikrézziik
U-t BA-ra és BC-re. Ekkor UW = WU,,UV = VU,, vagyis UVW keriilete az U;WV U,
torottvonal hossza, ami akkor minimalis, ha ... . Ezutan mér csak az kell, mikor minimaélis
U,U; hossza. Esetleg jarjunk utana Fejér Lipot bizonyitdsanak, pl. a Polygon Matematikai
problémakalauzaban.

44. Feladat*. Adott hegyesszogii haromszogben keressiik meg azt a pontot, amelyre a csu-
csoktol vett tavolsagosszeg minimalis! (Fermat-pont, izogonalis pont)

Otlet. Legyen P egy tetszGleges belss pont. Forgassuk el a haromszoget pl. az A csicsa
koriil 60°-kal. Vegyiik észre, hogy PA+ PB+ PC = PP'+ BP + C'P' = a (' B tor6ttvonal
hosszaval, amely akkor a legrévidebb, ha egyenes.

45. Feladat. Egy téglatest térfogata 8 cm®. Minden élét 1 cm-rel névelve, a keletkezs tég-
latest térfogata 27 cm? lesz. Mekkora lesz a térfogata, ha ismét megnéveljiik az éleit 1-1
cm-rel?

Otlet. Hasznaljuk a szamtani-mértani kézép kozotti egyenltlenséget elébb a; b; c-re, majd
ab; be; ca-ra.
HAROMSZOG-EGYENLOTLENSEG:

46. Feladat. Igazoljuk, hogy a hdromszog barmely oldalanak hossza kisebb, mint a keriilet
fele.

47, Feladat. Igazoljuk, hogy a haromszog silyvonaldnak hossza kisebb, mint az 6t kézrefogo
oldalak hosszanak szamtani kozepe.

Otlet. Hasznéljuk, hogy s, = |/ 22+2¢=a*,

48. Feladat*. Egy haromszogben ab + bc + ca = 12. Milyen hatarok kozé esik a keriilete?

Otlet. A minimum adodik az oldalakra felirt szamtani-négyzetes kozé kozotti egyenlGtlenség-
bol. A felsé becslésnél hasznaljuk pl. az a < b+c-bél kivetkezs a® < ab+ac < ab+be+ca = 12
eredményt. Keressiink jobb becslést is, lassuk be, hogy k£ < v/48.
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49. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben
3 3
Zlk<8a+$b+sc< 5]{3

50. Feladat. Igazoljuk, hogy a, b, c pontosan akkor egy haromszog oldalai, ha barmely p+q =
1 szamokra pa® + ¢b® > pqc?.

Otlet. Vizsgaljuk a diszkriminanst.

NEVEZETES KOZEPEK (ISMET):
51. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely a,b befogoju derékszdgt haromszogben a + b < v/2c.
Otlet. Hasznaljuk a szamtani-négyzetes kozép kozotti egyenlstlenséget.

52. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszégben
< Vab cos %

Otlet. Kétszeres szogekre vonatkozo szinuszos addicios tétel.
53. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben
fy < Vs(s—c).
Otlet. Koszinusztétel, kétszeres szogekre vonatkozo koszinuszos addicios tétel.

54. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben

2 2 2 2
s, + 8, +s.>s".

Otlet. Hasznaljuk, hogy s, = \/7 &Jric?faz"

55. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben
m2 +mp +mi < s>
Otlet. Lassuk be, hogy a kdvetkezs egyenlStlenségbdl ez kovetkezik.
56. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben
fo+ fa+ <8
Otlet. Hasznaljuk a 53. Feladat eredményét.
57. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszégben
mg +my + me > 9r.

Otlet. Lassuk be, hogy mia + m%,ij% = %, majd alkalmazzuk a szdmtani-harmonikus kézepek
kozotti egyenlStlenséget.

58. Feladat. Igazoljuk, hogy a haromszég pontosan akkor szabalyos ha
meC + mya + m.b = 6t.
59. Feladat*. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben
o+ 7y + 72> 91.

Otlet. Lassuk be, majd hasznaljuk, hogy rs = r,(s — a).
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60. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben (s a félkeriilet)
252 > 27Rr.

61. Feladat. Legyenek az ABC' haromszog belsé szogfelezGinek a haromszogbe esé szaka-
szainak hosszai rendre x,y, z. Igazoljuk, hogy

11 1 1 1 1

i SR e

xr Yy z a b ¢
Otlet. Gondoljunk a szogfelezs tétel bizonyitasanak modszerére.

62. Feladat™. Adott kor koré irhato haromszogek koziil hatdrozzuk meg a minimalis

(a) teriiletiit,
(b) keriiletiit.

63. Feladat*. Tgazoljuk, hogy adott kor koré irhato haromszogek koziil a szabélyos harom-
szdg esetén minimalis az OA? + OB?% + OC? érték, ahol O a kér kozéppontja.

Otlet. Igazoljuk, és hasznaljuk, hogy OA + OB + OC > 6r (r a beirt kor sugara.)
64. Feladat*. Legyen az ABC hegyesszogli haromszog egy P belsé pontjanak a harom-

sz0g csucsaitol vett tavolsaga rendre p, q,r, mig az oldalaktol vett tavolsdga rendre z,y, 2.
Igazoljuk, hogy pqr > 8zyz.
SUGAREGYENLOTLENSEG ES NEHANY KOVETKEZMENYE:

65. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben R > 2r, és egyenlGség pontosan akkor
van, ha a haromszog szabalyos. (Sugéaregyenl6tlenség.)

Otlet. Hasznaljuk a 37. Feladat és a 39. Feladat eredményét.

66. Feladat*. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben

3.3

sina 4 sin # 4 siny < —

Otlet. Dolgozzunk a koré irt kor kozéppontjabol a csicsokba mutatd vektorok dsszegének
négyzetével.

67. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben
3
cosa + cos B+ cosy < 3
Otlet. Hasznaljuk a koszinusztételt és a Héron-képletet is.
68. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben
1
cos acos fcosy < 3

Otlet. Hasznaljuk sz-m egyenlStlenséget és az el6z6 feladat eredményét.

69. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszégben
1 1 1

2 a 28 27
COS B CcOS 3 COS B

> 4.

Otlet. Kétszeres szogekre vonatkozo koszinuszos addicios tétel, sz-h egyenldtlenség.
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70. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszéghen

s > 3\/57’.
ERDOS-MORDELL EGYENLOTLENSEG

71. Feladat*. Legyen az ABC haromszog
egy P bels6 pontjanak a haromszog csicsaitol
vett tavolsaga rendre p, ¢, r, mig az oldalaktol
vett tavolsaga rendre x,vy, z. Igazoljuk, hogy
pHq+r > 2(x+y+2z), és egyenlGség pontosan
akkor 4ll fenn, ha P a szabélyos haromszog
kézéppontja.

X1 éviolyam. 6. szm. 1935. februir 15
KOZEPISKOLAI

MBTEMRTIER! 68 EIEAR) CADOK

Megjelenik minden b6 tizeadtddindn

Elgfizetési ar egy évre8aranypengd, félévre 4 aranypengd.
Szerkesstiséy és kiadohivatal: XI., Verpeléti-it 22. III. 4.

Egy geometriai probléma megoldasa.

Ha O az ABC» belsejében felvett pont, P, Q, R az O poninak a BG,
CA, AB oldalakon vald wvelilletei, akkor

07+ OB + 002 207 + 00+ OF)

Ezen tételnek itt kivetkez6 megolddsa MORDELL L. J. manchesteri
egyetemi tanartél, a szimelmélet kivalé miiveldjétél valo és szives engedel-
mével kozoljiik.

Maga a tétel ERDUS PAL-to] szdrmazik.

72. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben (r a beirt kor sugara, p, q,r" pedig az
Erdés-Mordell tételben p, g, r-ként szerepld tavolsagok)

6r <p+q-+

r.

Otlet. Hasznaljuk, hogy barmely haromszogben m, + my + m. > 9r.

73. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogh
1 1

en
1

in & 0 B in X
sin 5 sin = sin 3

2

Otlet. Hasznaljuk E-M-t a beirt kor kézéppontjéra.

TOVABBI FELADAT (OK)

74. Feladat*. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben fennall az a® 4+ b* + ¢ > 44/3t,
Weitzenbock-egyenlétlenség (1919) Hadwiger-Finsler-féle élesitése (1937):

a?+ 02+ > (a—0)2+ (b—c)® + (c—a)® +4V3t.



