Elemi matematika 3. - MTN424g
A JENSEN-EGYENLOTLENSEG

Definici6é: Az f(z) fliggvény konvex/konkav [a;b] C Dy-en, ha ezen az intervallumon
barmely ivének minden pontja a az iv végpontjait Osszekotd hur alatt/felett; vagy magan
a hdron van. Szigori konvex/konkéav esetrél akkor beszéliink, ha a végpontok kivételével
minden pont a hur alatt/felett van.

Jensen-egyenlGtlenség: Az f(x) fiiggvény pontosan akkor konvex [a;b] C Dy-en, ha
barmely x1,zs € [a;b] esetén

f <$1 +$2) < f(x1) +f(x2).
2 2
Megjegyzés:
(a) Szigoru konvex esetben szigora egyenl6tlenség all fenn.
(b) Konkav esetben az egyenl6tlenség forditott.
Az egyenlStlenség néhany valtozata (konvex esetre):
(a) Kéttagi szimmetrikus:

Y

s (351;352) < f(i'fl);f(@)

(b) n-tagi szimmetrikus:

f(x1+x2+...+:cn) < flxr) + flae) + ...+ f(z)

n n

Y

(c) n-tagu stulyozott: legyen ¢1 + g+ ... +¢q, =1:

flarr+ . o+ qurn) <q- fe) + .o+ @ fn).
1. Feladat. Igazoljuk hogy Inx szigorian konkav.
Otlet. Hasznaljuk a sz-m kozép kozotti egyenltlenséget.

2. Feladat. Az f(z) = 2? fiiggvény konvexitasat hasznélva vezessiik le két tagra a szamtani-
négyzetes kozép kozotti egyenlGtlenséget.

3. Feladat. Az f(x) = \/x fiiggvény konkavitasat hasznalva vezessiik le két tagra a szamtani-
mértani kdzép kozotti egyenlStlenséget.

4. Feladat. A pozitiv szamokon értelmezett f(z) = % fiiggvény konvexitasat hasznalva
vezessiik le két tagra a szamtani-harmonikus koézép kozotti egyenlétlenséget.

5. Feladat*. Igazoljuk, hogy sinz a [0; 7]-n szigorian konkav.

GEOMETRIAI EGYENLOTLENSEGEK ES SZELSOERTEK FELADATOK

6. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszégben, a szokasos jelolésekkel élve
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Otlet. Hasznaljuk a sz-m kozép kozotti egyenlstlenséget, majd a Jensen-t.

7. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jeldlésekkel élve
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Otlet. Hasznaljuk a sz-h kozép kozotti egyenlStlenséget, majd a Jensen-t.

8. Feladat*. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve
3
cosa + cos B 4 cosy < 3

Otlet. Vizsgaljuk kiilon a hegyesszogi / nem hegyesszogii esetet, az elébbi egyszert, az
utébbindl hasznéljuk ki, hogy van két szog, melyek Osszege hegyes. Itt sziikség lehet pl. a
cos2x = 2 - cos? x — 1 Osszefiiggésre is.

9. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszégben, a szokasos jelolésekkel élve
a?(b+c—a)+b*(c+a—0b)+c*(a+b—c) < 3abe.
Otlet. Hasznaljuk a koszinusztételt.

10. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve

be ca ab

> 3.
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Otlet. Hasznaljuk a koszinusztételt, és a h-sz egyenlStlenséget.

11. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jeldlésekkel élve
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Otlet. Hasznaljuk a sz-n egyenlStlenséget.

tg +tg2>1

12. Feladat*. Igazoljuk, hogy barmely hegyesszogii haromszogben, a szokasos jelolésekkel
élve

tg"a + tg" 8 + tg"y > 3-V3", n e NT.
Otlet. Hasznaljuk a sz-m kozép kozotti egyenlGtlenséget, valamint azt, hogy egy hegyesszogit
haromszog szogeire tga+tgl+tgy = tga-tgB-tgy, a Jensen-t, majd az n-edik hatvanykozép-
szamtani kozép kozotti egyenlGtlenséget.

13. Feladat. Igazoljuk, hogy ha ay, as, ..., a, egy konvex n-szog szogei, akkor

. . ) 2\ "
SInvp - SN Qg+ ... SNy, < | —
n

Otlet. Hasznaljuk, hogy jelen feltételek mellett (sm —) < (%”)n, ennek bizonyitésa szor-
galmi feladat.

14. Feladat*. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve

E>2-4/3-V3-t.

Otlet. Hasznaljuk a rendezési-tételt, a szinuszos teriiletképletet, a sz-h egyenl6tlenséget
< L L L ) -ra, majd a Jensent.

sina’ sin 87 sinvy

15. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve (R a koré
irt kor sugara)

k<3-V3-R.

Otlet. a = 2Rsin o.
_ 2 _
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16. Feladat. Az el6z6 két feladat eredményébdl vezessiik le a sugaregyenlGtlenséget: Igazol-
juk, hogy barmely haromszdgben, a szokasos jelolésekkel élve R > 2 - r.

17. Feladat®. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve (14, rp, e
a hozzairt korok sugarai)
V3

Ta‘i‘rb‘i‘TCZ?'k.

Otlet. Vezessiik le, hogy a hozzairt korck oldalegyenesen 16vS érintési pontjai a tavolabbi
csuestol épp félkeriiletnyi tavolsagban vannak. A sugarakroél térjiink at a félszégek tangense-
ire, majd Jensen tangensre.

18. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve

tg;‘:/g-}%?.

Otlet. Hasznaljuk a t = 2R?sinasin Bsiny Osszefiiggést, a sz-m egyenlGtlenséget, és a
Jensen-t.

19. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jel6lésekkel élve
%b“ < V3R.

20. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve
4t < V3Va2b2e,

Otlet. Hasznaljuk a T = Z—l]’g Osszefliggést, a sz-m egyenlGtlenséget és az el6z6 feladat ered-
ményét.



