Elemi matematika 1.
TIKOSIRASOK

1. TITKOSITASOK?

A rovid id6 alatt, nagy tavolsagra valo iizenettovabbitas régéta fontos célja az embernek.
A pontos tovabbitas mellett altalaban az is kiemelten fontos, hogy a cimzetten kiviil mas ne
férhessen hozzé az iizenet tartalmahoz.

1. Feladat. Milyen ,6si” titkositasi, adattovabbitasi modokat ismeriink?

2. Feladat. Milyen, a mindennapokban hasznalt ,titkositasokat” ismeriink? (Itt titkosités
alatt értiink olyan iizenetkodolasi eljarasokat is, amelyek célja nem a titkolézés, hanem épp
ellenkezéleg, a mésok szaméra torténd hozzaférés, az iizenet gyors tovabbitési lehetfségének
biztositéasa.)

Megoldas.

(a) Morse-abc,

(b) jelnyelv,

(¢) Braille-iras,

(d) vonalkod, QR-kod

International Morse Code

1. The length of a dot is one unit.

2. A dash is three units.

3. The space between parts of the same letter is one unit.
4. The space between letters is three units.

5. The space between words is seven units.

A e mm Ue ¢ mm
Emmeeses Veeoeomm
Comemme We mm mm
Domee Xmm e ¢ mm

Ee Y mmm o mmE mEm
Foeomme Zmm e e
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T = Om o e = -

3. Feladat. (a) Morse-abc

Mitol fiigghet az egyes bettikhoz tartozo jelsorozat hossza, bonyolultsaga?
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(c) Braille-iras

Megoldas.

(a) Morse-abc: Megéllapodas szerint a morzekod olyan jelek és sziinetek szabalyszeri soro-
zatabol all, amelyeket adas kezdete vezet be és adas vége vagy vétel jelcsoport zar le.
A morzekod csak nagybetiiket, szamokat és irasjeleket hasznal: nem tesz kiilénbséget a
kis- és a nagybetiik kozott. Emellett: rovid jel (ti 1 egység hosszi); hosszi jel (ta 3 egy-
ség hosszil); rovid sziinetjel (jelkoz 1 egység hosszi); hosszu sziinetjel (bettikoz 3 egység
hosszii); nagyon hosszt sziinetjel (sz0koz és mondatkoz 7 egység hosszi). Az egyes betik
jelhossza, bonyolultsdga annal kisebb, minél gyakrabban fordulnak el6 (angol) szovegek-
ben pl: E, I, T stb. Az egyes nyelvek (magyar, cseh, arab, gorog, amerikai stb.) sajat
Morse-abe-t hasznalnak.
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(b) Jelnyelv: Orszagonként, nyelvenként kiilonbozik, a hasonlé jelek ellenére. Tulajdonkép-
pen egy valodi, természetes nyelv.

(¢) Braille-iras: 6 vagy 8 pontos hibajavito kodolas, a karaktereken kiviil mas jelek kozveti-
tésére is alkalmas, nyelvenként eltérd.

A felsorolt eljarasok tobbsége tobbek szamara is hozzaférhetévé az tizenet. Mindegyike he-
lyettesitéses, egy rogzitett abécé jeleit felelteti meg kdlcsénosen egyértelmien egy masik jel-
rendszer jeleinek.

2. LADAK, BIROK, PRIMEK

4. Feladat. A {izenetet akar kiildeni B-nek. Van egy le- és feltorhetetlen lakattal zar6do
ladajuk, egyetlen hozza tartozo kulccsal. Mit tegyenek?

5. Feladat. Mit tegyenek, ha B bizalmatlan, s szeretne megbizonyosodni arrol, hogy az
tizenet valoban A-to6l jott, de van két az elz6h6z hasonlo lakatjuk is?

6. Feladat. A és B sakkozik, a mérkézést félbe kell szakitani. Mit tegyenek, hogy mésnap
igazsagosan tudjak folytatni a mérkézést (Azt kell megakadalyozni, hogy az, aki 1épésre
kivetkezne egész éjjel tudjon gondolkodni a kovetkezd 1épésén, jelentds elényhoz jutva ezzel.),
ha

(a) személyesen, egy asztalnal iilve,
(b) online jatszanak? (PrimeQ[expr], FactorInteger([n]...)

Megoldas.

(a) Aki lépne leirja lépését egy papirra, amit egy fiiggetlen bird, széf, sth. &riz.

(b) A lépést eldre tisztazott modon kodoljak, pl. megfeleltetnek a sakktéabla minden mez6jé-
nek egy kétjegyl szamot, igy a 1épést egy négyjegyi szdm megmaésithatatlanul érzi. Ezt
a négyjegyid szamot A kiegésziti egy 1000 jegyd primmé, és vesz egy masik, pl. ennél
nagyobb 1000 jegyl primet, s a szorzatot elarulja B-nek, valamint persze azt is, hogy
lépését a kisebbik tényez6 elsG négy jegye rejti. Ekkor B adott id6 alatt nem tudja
megtalalni a felbontast, A nem tudja megvaltoztatni a lépését, B pedig Osszeszorzassal
gyorsan ellenérizni tudja, helyesek-e a tényezdk, A tényleg azt 1épi-e amit kodolt.

3. SZAMOK KODOLASA

7. Feladat. A egy binaris (csak 0 és 1-bdl allo) iizenetet akar kiildeni B-nek. Az iizenet
a kovetkezd: 01010011 01011010 01001001 01000001. Ezt dgy titkositja, egy reményeik
szerint csak B altal ismert kulccsal, hogy ehhez a kettes szamrendszerbeli szdmhoz hozzaad
1011011101111-et (ez a kules). B az sszeget kapja.

(a) Hogyan tudja B visszafejteni az iizenetet?

(b) Mit kiild A?

(c) Hogyan lehet csokkenteni a kiildott tizenet hosszat, ha csak szamokat tovabbithatunk?

(d) Hogyan lehet csokkenteni az iizenet megfejtésének esélyét?

(e) Mi lehetett az eredeti tizenet? (Tényles jelentéssel biro széveget varunk. Talan segit:
https://hu.wikipedia.org/wiki/ASCII)

Megoldas.

(a) A kapott szambol kivonja a kulcsot, a kapott szamot hatulrol kezdve 8 karakter hosszu
egységekre bontja, ha sziikséges az elején 0-val kiegészitve.
(b) 1010011010110100110000000110000
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(c) Az lizenetet ad6 kettes szamrendszerbeli szamot atirjuk tizes szamrendszerbe, és azt
kiildjiik. (Ekkor 1398425921+5871 =1398431792.)

(d) Pl.: az {izenet karaktereit forditott sorrendben kiildjiik.

(e) 7 bites ASCII-ban: SZIA (csupa nagybettivel).

4. REJTVENYEK

8. Feladat. Oldjuk meg az alabbi rejtvényt!

Megoldas.
«FULES LOGIKAY

9. Feladat. Oldjuk meg az alabbi rejtvényt!
S 4 S
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Megoldas.
«FULES LOGIKA»

5. HELYETTESITESEK, PERMUTACIOK

A tovabbiakban sziikségiink lesz egy rogzitett dbécére. Ez a kovetkezd: (kettGs bettiket az
egyértelmiiség kedvéért nem hasznalunk.)

a, 4, b, ¢, d, e, &, f, g, h, 1, 1, j, k, 1, m, n, o, 6, 6, 6, p, q, r, S,

10. Feladat. CAESAR-REJTJEL: Kulcs: Az 4bécé minden betije helyett a kovetkezdt irjuk,
az utolso helyett az els6t. (A szokozoket nem titkositjuk, irasjeleket nem hasznalunk, kis és
nagy betiiket nem kiilonboztetiink meg.) (Caesarnal valojaban a = d volt a kulcs, ezt, az
a = b Gjitast Augustus vezette be.)

(a) Hogyan kodoljuk az Elemi matematika iizenetet?

(b) Mi az iizenet ha uiulét daéoéu-t kaptunk?

(c) Hanyféle kulcesal titkosithatunk?

(d) Megneheziti-e az iizenet feltorését ha a kulcsot t6bbszor egymas utan alkalmazva titko-
situnk?

(e) Hogyan nehezithetd meg az tizenet feltorése?

11. Feladat. Mi a hatranya ennek a titkositdsnak?
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Megoldas. Konnyen feltorhets. A karakterkészletbdl, a szavak hosszabol (ez elkeriilhetd,
ha minden egybeirunk), a karaktergyakorisagokbol beazonosithato a nyelv, s6t a karakter-
gyakorisdgokbol az is, hogy melyik karakter mit rejt, igy nem csak a nyelv van meg, de maga
az iizenet is.

12. Feladat. Hogyan védhetd ki a karaktergyakorisdg arulkodé volta?

13. Feladat. A CAESAR-REJTJEL EGY MODOSITASA: Az abécé minden betije helyett az
otodik bal oldali szomszédjat irjuk (ciklikusan természetesen), tovabba minden hasznos ka-
rakter utan beszirjuk az abécé soron kovetkezs betijét hatulrol kezdve. (A szokozoket nem
titkositjuk, irasjeleket nem hasznalunk, kis és nagy betiiket nem kiilonboztetiink meg.)

(a) Titkositsuk: Este ma varom a Nemzetinél!
(b) Mi az iizenet ha tzvyixaw ovilwiitzuatgs-t kapunk?

14. Feladat. (a) Mi a kozos a fenti két titkositasban?
(b) Miben kiilénboznek?
(c) Hogyan nehezithetd a kodolés létrejotte mikéntjének a felismerése?

15. Feladat. AFFIN REJTJEL: Legyen az abécénk hosszisiga n és C()(z) = a -z +b (mod
n), ahol (a;n) = 1.

(a) Legyen az dbécénk: a, b, ¢, d, e, f és C(x) =bx+ 1.
0112|3415
alblc|d|el|f

Titkositsuk a BAD DAD {izenetet.

(b) Milyen médon tudunk dekodolni? Fejtsiik vissza az ABE EBE iizenetet.

(c) Miért sziikséges az (a;n) = 1 feltétel? Probaljuk meg a C'(z) = 22+ 1 rejtjellel titkositani

az ABC és DEF iizeneteket. Mit tapasztalunk?

(d) Mennyi itt a kulcsok szama? A j6 titkositas nagy szamu kulcsot képes generalni.

Megoldas.

(a) ABképeb-1+4+1=0, azaz A. Az A képe 5-0+ 1 = 1 vagyis B. A D képe pedig
5.3+ 1 =4, vagyis E. Igy ABE EBE.

(b) Meg kell keresni a fiiggvény inverzét, y = bz +1-b6l x = 5(y—1) lesz. (Az 5 most 6nmaga
inverze.)

(c¢) Mindkettsbsl BDF lesz, igy nem visszafejthetd.

(d) @(n) - (n—1).

16. Feladat. HELYETTESITES KULCSSZOVAL: Tekintsiink egy kulcsszot, pl. azt, hogy
KULCSSZO. Szabaduljunk meg a tobbszor elforduld betitiktsl: KULCSZO. Vegyiik az dbé-
cénket, majd az abécénk betiinek rendre feletessiik meg a KULCSZO karaktereit: a— k, 4—
u, b— 1, s.i.t. Amikor elfogy a kulcsszo, folytassuk a sort az abécé a kulcsszo utolsd betiijét
kovetd betijével, kihagyva azokat a bettiket, amik mar szerepeltek. Pl.:
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1¢tezik egy nagyon egyszerd modszer arra, hogy szinte végelathatatlan mennyiségi

zhetd kodot generaljunk az ezzel a modszerrel torténd rejtjelezés-

wor. Blée kivalasztani egy barmilyen &ulessgit (ez akar mondat is leher), elhelyezni 2

icl-abéce clején, és a kulesszo utolso betlije utin befejezni a sort a hagyomanyos

rrendben kovetkezo betdivel, eltavolitva az isméd6dé betiker. Példaként ve-
ANUARY CIPHER (Janudri rejtjel) kulcsmondatot. Elészor megszabadulunk
< az egyforma betktdl, és a JNUYCIPHE kulcsszot kapjuk. Ezurin 2

l-zbécénk igy fog kinézni:

—
=~

A ':::chb

slciolzlfla L{m[n|ofp
.uuYC|MﬁEFGK'MHQ

17. Feladat. PA-LE-RI-NO-FU irAs: Tekintsiik a PA-LE-RI-NO-FU-KO-TE-SU kulcsot.
Ha a szovegnek van olyan betiije ami itt szerepel, akkor helyette a pérjat irjuk. Ha a titko-
sitand6 szoveg betlje itt nem szerepel, akkor nem valtozik.

(a) Kodoljuk: Szeged

(b) Dekodoljuk: hndmlzkvaiidihley

«GRATZER JOzSEF: UJ Siccy

18. Feladat. EGY PELDA POLIALFABETIKUS KODOLASRA: VAGASOS PERMUTALAS: VAag-
juk a szoveget 5 karakter hossziisagu egységekre (szokozoket, irasjeleket is beleértve) a vé-
gét sziikség szerint szokozokkel kiegészitve, majd permutéaljuk az egyes szakaszokat a a =
1 23 45
235 41

(a) Dekodoljuk: LUjobbra ivksnana ag edatantbebb, ojsblUlblzeerkemens vrezbes ,edev
(A szovegben a szoveg eleji, végi, és az esetleges tobbszoros szovegkozi szokozoket U jeloli,
a tobbi helyen a szokoz a sz0koz.)

(b) Hogyan tudja B dekodolni az iizenetet?

(c) Titkositsuk: viszem a régen kihizott nacim, viszem a kelet-német szarmazasi
macim

(d) Neheziti-e az iizenet feltérését ha a kulcsot tobbszor egymas utan alkalmazva titkositunk,
vagy tobb kulcsot alkalmazva titkositunk t6bbszor?

(e) Miben kiilonbozik ez a titkositas az el6zGektsl?

) kulcs segitségével.

6. RACsok
DIGRAFIKUS REJTJELEK (BIGRAMMAK)

19. Feladat. POLUBIOSZ FAKLYATAVIROJA: Az iizenet kiildGjének mindkét kezében 5-5
faklya van, s annyit tart fel a bal, illetve a jobb kezével, ahanyadik soraban, illetve oszlopaban
van a tovabbitando6 karakter.

. & 5. 4. 5
ol mE §
2. | g mn 8 Z
ol Tl e
4. |4, 1 p B
& e 1 14 &

(a) Mik a modszer el6nyei?
(b) Hanyféleképp tolthets ki a tablazat 25 helye ezzel a 22 karakterrel?
B
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20. Feladat. BIFID REJTJEL: Poliibiosz tablazatahoz hasonlot készitiink, kevert dbécével

(i=J).

1 2345
1BGHWKIZI
2QPNDS
SIOAXE
4 FCLUM
STHYVR

Az {izenet betiiihez tartozo koordinata-parok tagjait (sor-oszlop) sorrendben egymaés ala ir-
juk. Ezutan a masodik sort az elsG sor utan illesztjiik. Az egyméas melletti szdmparokat
koordinataparként tekintve megkeressiik a hozzajuk tartozo betiit a tablazatban. Ezek adjak
a kodolt iizenetet.

(a) Kodoljuk: Menekiiljetek!
(b) Dekodoljuk: LNKLEIREUITV

21. Feladat. Talaljunk ki a fenti tablazaton alapul6 ,sajat" titkosirast.

Megoldas. Ilyesmi a négy négyzet rejtjel, vagy pl. a Playfair-titkosiras: A szoveget betiipa-
rokra bontjuk, majd:

(a) Ha a két betli ugyanaz, az els6 utan X-et szurunk be

(b) Ha egy sorban/oszlopban vannak, akkor a kozvetlen utdnuk allo bettiket irjuk

(c) Kiilonben az altaluk kifeszitett téglalap masik atlojaban allo bettiket (rogzitett sorrend-
ben).

22. Feladat. VIGENERE-REJTJEL (A ,FELTORHETETLEN” KOD): Caesar-kodok sorozatét
haszndlja, a valtoztathaté hosszisagi kulcs miatt a monoalfabetikus Caesar-koéddal ellentét-
ben polialfabetikus. Adott a kovetkezd tablazat.

I 8 I
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IOMMOONEBPEN<SXXS<CHWVWIOVOZErT R— —|—

— IOTMONDPENYXXXESCCAVNIOUVOZEr R——
—=IOTMMUOUNEBPEPN<XE<CHULWROUODVOZEZr X=X
?(——Ic)-nml:lr':m:bm-cxé-::cqmmo'uozgr—n—
FA—= =IO TMUOUNEIPN<L<XS<CAWLWIOODO=ZZZ

ErA—=-IOTMTMONEWEN<XXS<CHWNIOUVO Z|Z

ZErRAR—=—IOTMTMONEIN<X=ST<CHW>IO OO
OZErAR—-—-—-IOQMMUOUNIDEN<XS<CHWRO DT

POZEFRA—=—TIOTMUONDEPN<S<XSET<CHWLIOON
OO0 ZErRX—=—IOMMUOUNOBPN<X<XS<C-HWLII

DO OVOZErR—=IOTMMONTEN<X=<C-HuWUuW
MITO VO ZErAR—=—TIOTMOODEN<XXS<C -
TNV O VOZErrR——IOTMTMUOTDEN<XX=S<C|C
CHWNMIDOVOZErR—=—IOMMONDTPEPN<XXSZS<|<

CCHWNWIODOZEZErAR=—IOTMMONBIPN<XZZ|=

S<CHUVLWIOVOZErRAR—=TOTMMOO TP N =< X|X

XE<CCHNWNIOUVOZEFAR——TITOTMOONDTEN <<
<X SE<CHWVMIPODVOZErAR——IOMMUO®DE NN

Kell egy kulcs, pl: MATEK. A titkositando széveget kulcs hossziusagu részekre daraboljuk, s
ennek segitségével a szoveg minden bettijének megfeleltetjiik a kulcs egy-egy bettjét, majd
ezen betiiparokhoz (oszlop-sor) sorrendben kivalasztjuk a tablazat megfelels bettjét, ez adja
a rejtjelezett iizenetet.

(a
(b
(c
(d
(
(

)
)
)
)
e)
f)
)

Titkositsuk a MATEK kulcs segitségével: Plakatokon masiroznak az igazi...
Hogyan kell megfejteni egy iizenetet?
Baj-e, ha nyilvanossagra keriil a tablazat? Miért?

Dekédoljuk: pppjkitkjspeygmddjrrmrpo ha tudjuk, hogy a kulcs ELEFANT.

Mit kapunk (&ltalanosan) ha a kulcs B?

Mihez hasonlit ez a tablazat?

(g) Keressiink olyan iizenetet és kulcsot, amelyek csupa azonos betiibdl &llo titkositast ered-
ményeznek.
(h) Hogyan érdemes megprobélni feltorni a kodot?

Megoldas.
plllajk|a|t|o|k|lojnm|a|s|{|r|o|z|n|a|k|a|z|i|g|la|z|]i

() m|ajt|lelkim|a|t|e|lk|m|alt|e|k m|al[t|e|/k|{m|a|t|e|k|m]|a
b|l|t|olk|f|o|d|s|x|y|alllm|bla|z|g|lelulm|z|b|k|k|Il]|i

(b) Megfejtéséhez a titkositott iizenetet kulcs hosszisagu részekre daraboljuk, s ennek segitsé-
gével a széveg minden bettijének megfeleltetjiik a kulcs egy-egy betjét, majd a kulesbeti
altal jelzett sorban megkeressiik az iizenet karakterét, és leirjuk annak oszlopazonositojat.
(c) Nem, mert a kulcs nélkiil nem sokat ér.

— 9 —
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é|lllelk|vialg|y|lo|k|é|]l|n|i|s|z|e|lr|le|t | n]|é
lle[fla|n|t|e|l]e|f|&4d|n 2
plpljlkli|t|k|j|s|ple|y|g|m|d|d|j|r|r|m|r|p
(e) A Caesar-rejtjelet.

(f) Véges csoportok Cayley-tablazata.

)

)

-+
o)
—
o)
-
s
—+
@
—_
o)

T |~

Babagge: Megkeressiik az ismétl6dé bettiket s megnézziik hany karakter mulva ismétléd-
nek. Ezek nagy valészintiséggel azok, amik azonos modon lettek kddolva, tehat a kulcs
hossza osztoja a tavolsagnak, a tavolsidgok legnagyobb kozos osztojanak. Ezek utan, ha a
kulcsszo n hosszi, csak n darab monoalfabetikus koddal van dolgunk amik kiilon-kiilon,
példaul gyakorisagelemzéssel tamadhatok.

23. Feladat. POLUBIOSZ TABLAZATA MAGANHANGZOPAROKKAL: A szdvegben talalhato
magéanhangzoparok sor-oszlop sorrendben kodoljak a tablazat alapjan az iizenetet, igy csak
annak maganhangzoéit kell figyelniink.

1 2 3 4 5
A E | (@] U
1
A A B C D E
2
E F G H | J
3
| K L M N (@]
4
(@] P Q R S T
5
U U V X Y Z

(a) Mik a modszer el6nyei?

(b) Hanyféleképp tolthets ki a tablazat 25 helye, illetve a sor és oszlop fejléce? Ezek mind
ténylegesen kiilonbo6z§ kulcsot adnak?

(c) Mitrejt a Itt aludt aki eladott egy uborkagyalut, itthon csiicsiilék, unom. iize-
net?

(d) Kodoljuk: Fekete szivem fekete sebbel feketét dobban, Csak te vagy szines,
szinte latom, ahogy szined robban.

Megoldas.
(a) A tablazat konnyen tjrarendezhetd.

(b)

(c) A maganhangzoparok: ia ua ie ao eu oa au io ii ou. (Ugy tiinik, az utolsé o-nak
nincs parja, ¢ felesleges.) Ezek rendre: kuldj penzt.

(d) Az ea au ia au ou au oo uu eo ue au ii, .. maganhangzo parokra kell szoveget
flizni.

24. Feladat. EGYSZERU RACS: Az iizenetet egy racsba rejtjiikk, melynek kulcs ugyanezen
racs ablakokkal ellatott valtozata. A fedett mezGket zavard karakterekkel toltjik fel. Deko-
doljuk az alabbi iizenetet.
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«GRATZER JOzSEF: UJ SICC»
25. Feladat. CARDANO-RACS: (A XVI. szazadbol szarmazik, de még a XX. szazadban is
hasznalték.) Jules Verne regényében Sandor Matyéas iizenete:
RHGAAZUYGGREAFXSGMNTRAREEZLFTESEREQG.
A megfejtéshez a betiiket tablazatba rendezziik:

R HGAA A?Z
U0 Y GGRE
A FXSGM
N T L ARE
E Z L F T E
S EREOG

Majd rahelyezziik a kulcsként szolgalo racsot, leirjuk a kilatszo bettiket, majd a racsot elfor-
ditva ezt ismételgetjiik. http://slideplayer.hu/slide/2251755/

L ibra. HAZRXTREE 2. dbra. GESNELTEG 3. dbra. GUFGAZSRO 4. dbra. RAYGAMLEF

Az iizenetet visszafelé olvasva: Fel Magyarorszag fiiggetlenségéért! XRZAH

(a) Hogyan keletkezett az iizenet?
(b) Fejtsiik meg az alabbi iizenetet!

Z 0 Aalm < m
m‘mbz'm'o'g
I
ZVE'U‘m.m‘c:
.W.Z.H'D}.:&h‘m
NI

(c) Egy n X n-es racson hany, egyszerre k betiit latni engedd (egyszert) racs van?
(d) Forgato-racs olyan racs, amelyet 90°-onként elforgatva ablakaival pontosan egyszer lefedi
a rdcs minden mezGjét. Hany ablakos egy forgato-racs egy n x n-es récs esetében?
2

(e) Igazoljuk, hogy a forgato-racsok szama egy n x n-es racs esetében 4°7 .
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26. Feladat. Mik a ,hagyoményos” rejtjelezés problémai?

(a) kulesminGség

(b) kulcs célba juttatasa, kulcscsere

(c) kulcshasznélat szama

(d) a legjobb az egyszer hasznélatos, cserét nem igényls véletlen kulcs.

27. Feladat. A fenti modszerek kombinaciojaval (pl. Vinegere és vagasos permutacio) allit-
sunk el6 sajat titkosirast!



