Elemi matematika 3. - MTN424g
EGYENLOTLENSEGEK RENDEZESI TETELRE

Definicié: Az aq,aq,...,a, ésaby, by, ..., b, szdmsorozat azonosan rendezett/ellentétesen
rendezett, ha minden 1 <4, j < n,i# j-re a; < a;-bol kovetkezik, hogy b; < b;/b; > b;.

Tétel (Rendezési-tétel, Sziics Adolf egyenlStlenség): Ha az ay, as, ..., a, ésa by, by, ..., by,
sorozatokra pi, pa,...,pn a by, be, ..., b, egy permutacioja, akkor a;p;+asps+. . .+a,p, akkor
maximalis/minimalis ha ay, as, ..., a, és p1, pa,. .., P, azonosan/ellentétesen rendezett.

1. Feladat. Igazoljuk a rendezési tételt.

Otlet.
e Belatjuk, hogy van minimalis.
e Kiindulunk egy nem ellentétesen rendezett permutaciobol, és belatjuk, hogy ha "lé-
piink egyet" az ellentétesen rendezettség felé, akkor az 0sszeg nem né.

2. Feladat. Igazoljuk, hogy ha z,y, z pozitiv, akkor
1 1 1 1 1

Otlet. Alkalmazzuk a rendezési tételt <%, L ,%) és <

3H

) azonosan rendezett

-

)
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Sl-

sorozatokra.

3. Feladat. Igazoljuk, hogy ha z,y, z pozitiv, akkor

Yy +yz + 22 2 /Y2 + yvzxr + 2 /Y.
Otlet. Alkalmazzuk a rendezési tételt (w/x s YZ, \/zx) és (w/xy, VYZ, \/zx) azonosan ren-

dezett sorozatokra.

4. Feladat. Igazoljuk, hogy ha z,vy, z pozitiv, akkor

xr ¥
—y+y—+—>x+y+z
z T Y

Otlet. Alkalmazzuk a rendezési tételt az (zy,zz, 2y) (%, ,%) azonosan rendezett soroza-

1
y
tokra.

5. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor

a+b+c< 1 - 1 —I— 1
abc b? '

Otlet.
e A baloldalt £t — L 4 L 4 L alakban irjuk.
e Alkalmazzuk a rendezési tételt az (1/a,1/b,1/c) szamhéarmasra, és azonosan rendezett
onmagara.

6. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor

b + + a2 + i -I— CQ
b - b2
7. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a,b,c pozmv, akkor

a? b
atbie< T — 4+
1b a
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8. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor

a®Vbe 4+ b*\/ca + AVab < a® + b + .
Otlet. Alkalmazzuk a rendezési tétel (a; b?;c?), (\/%, Vea, \/@,) ellentétesen rendezett és
<a2\/5, b2V, 02\/E> : <\/E, Vb, \/E> azonosan rendezett sorozatokra.

9. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor
abc(a+b+c) <a*+b* + .

Otlet.

o Alkalmazzuk a rendezési tételt az (a?,b?, ¢?) és (be, ca, ab) ellentétesen rendezett, majd
o az (a,b3,¢3) és (a,b, c) azonosan rendezett harmasokra. (A megfelels rendezettséget
be kell latni.)

10. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor
+ab  a?+bec V24 be

> b .
P + A + bt e Za+o+c

Otlet.

e Alkalmazzuk a rendezési tételt az (a2, 0%, c?) és (1/(a+b),1/(b+c),1/(c+a)) hogyan
is rendezett(?) harmasokra, majd
e adjunk mindkét oldalhoz ab/(a + b) + be/(b+ ¢) + ca/(c+ a)-t

11. Feladat. Igazoljuk, hogy ha x,y, z pozitiv, akkor

w

T Y z
+ + > =
y+z x+z x4y 2

Otlet. A szamlalok és a nevezdk reciprokai megfelel6 harmasokat alkotnak.

12. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor

st ale iy

Otlet. Alkalmazzuk a rendezési tételt az < T b3ﬁ> = f’) és (\/_ Vb, \/_) ellentétesen
rendezett sorozatokra.

13. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor
a? N b? N c? - a—i—b—i—c‘
b+c a+c a+b— 2
14. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor

a n /b n c >§
b+c c+a at+b 2

Otlet. Hasznaljuk, hogy /z + VY > /T +y a pozitiv szimok halmazéan.

15. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor
a4+ b+ A S atbte

a?+b2+c2 = 3
— 2 —
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Otlet. Alkalmazzuk a rendezési tételt az (a2, b%, ¢?), (a; b; ¢) azonosan rendezett sorozatokra.
16. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor
a’ +b? N b’ + 2 N A +a?

2c 2a 2b

Otlet. A megfelel6en valasztott sorozatokra alkalmazott rendezési tétel mellett hasznaljuk
a szamtani-mértani kozép kozotti egyenlGtlenséget is.

17. Feladat. Oldjuk meg a 150 4+ 60” + 90 = 16" + 81 + 625" egyenletet.
18. Feladat. Igazoljuk, hogy ha ¢; > 0, (i = 1,2,...,n), akkor

at+b+c<

) 1 1 1
n“<(er+ec+...+e)|—+—+...+— ).
C1 Co Cn

19. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a,b,c > 1, akkor
a®hbec < aHTC + = + CGTH).
Otlet.

e Vegyiik a logaritmusat mindkét oldalnak.
e R-t (a,b,¢) és (Iga,lgb,lgc) 777 rendezettekre.

20. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor
(aabbcc)?) > (abc)a-i—b—&-c'

21. Feladat. Igazoljuk, hogy ha xy, 2o, ..., 2, és a y1, ¥y, ..., yn, pozitiv, ellentétesen rende-
zett szam n-esek, akkor

T1Yy + ToYa + - F Tl < w?+w§+---+xi-\/y%+y§+---+y§-
22. Feladat. Igazoljuk, hogy A, > G,,.
CSEBISEV-EGYENLOTLENSEG

23. Feladat. Igazoljuk, hogy ha (z1,xs,...,2,) és (y1,¥2, ..., Yn) azonosan rendezett szam
n-esek, akkor

x1y1+x2y2+...+xnyn>:Jcl—l—xg—l—...—i-xn.y1+y2+...—|—yn

n n n

(Ez a Csebisev-egyenlétlenség.)

24. Feladat. Legyen 0 < ¢ < b < a,0 < x <y < z. Igazoljuk, hogy
9+9+E > a+b+c > 3. a+b+c'
r Yy =z Jxyz r+y+=z

Otlet. Csebisev-egyenlétlenség, majd szamtani-mértani harom tagra kétszer.
25. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a,b, ¢ pozitiv és n € NT, akkor
a® +bn - an-l—l _|_bn+1
a+b — 2
26. Feladat. Igazoljuk, hogy ha x,y, 2z pozitiv, akkor

x Y z

y+z x+z x4y
737




Elemi matematika 3. - MTN424g SZTE - Méader A. - 2022.

Otlet. s = a+ b+ ¢, majd Csebisev (a;b;¢), (s — a; 5 — b;s — ¢) ellentétesen rendezettekre.

27. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben

Q 3
A il
s—a S—c S—c S

ahol «, 3,7 a haromszog szogei, radiAnban mérve.

)

Otlet. Hasznaljuk a Sz-H becslést is.

28. Feladat. Igazoljuk, hogy H, < A,,.

29. Feladat. Igazoljuk, hogy A, < Q,,.

30. Feladat. Igazoljuk, hogy ha aq,as,...,a, >0 ¢és a; +as + ...+ a, = n, akkor
ai+aytt 4+ 4+ ad > A vay 4.+ al

31. Feladat. Igazoljuk, hogy ha ay,as,...,a, > 0, akkor
1 1

1 1 1 1 1 1
1+a1+1+a2+"'+1+an a1+a2+"'+an

>

S




