Elemi matematika 1. - MTN224g
RACSGEOMETRIA

1. Feladat. Igazoljuk, hogy a sikban 6t racspont koziil mindig kivalaszthato ketts, melyeket
0sszekot6 szakasz valamely belsé pontja is racspont.

Otlet. Vizsgaljuk a koordinatak paritasat.
2. Feladat. Altalanositsuk az €léz6 feladatot.

3. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy barmely konvex racskilencszognek van harom olyan cstcsa,
amelyek altal meghatérozott haromszog silypontja szintén racspont.

«KOMAL B. 4077»
Megoldas. Ha harom csticspont koordinatai A(aq;az), B(b1;be) és C(cq;c2), akkor az ABC
héromszog silypontjanak koordinatai

S<a1+b1 +c a2+bz+02>
3 ’ 3 '

Ez pontosan akkor lesz racspont, ha ai,b; és ¢; vagy mind ugyanolyan, vagy paronként
kiilénb6z6 maradékot adnak 3-mal osztva, és ugyanigy a mésodik koordin&tak is hasonld
tulajdonsaggal birnak. Rendeljiik hozza az X (x1;z5) racsponthoz az (r1,72) szampéart, ahol
r; € {0,1,2} jeloli az x; szam 3-mal valo osztasnal keletkezé maradékat. Ha a racsszognek
van 3 olyan cstcsa, amelyhez ugyanazt a szampart rendeltiik, akkor a fentiek miatt az ezek
altal meghatarozott haromszog stlypontja racspont lesz. Tegyiik fel tehat, hogy nem ez a
helyzet, vagyis minden szampart legfeljebb 2 kiilonb6z6 csicshoz rendeltiik hozza. Ekkor
talalhatd 5 olyan csiics, melyek mindegyikéhez mas-més szampéart rendeltiink hozza. Ha
van hirom szampéar, amelyben ugyanaz az elsé elem, akkor azokban a masodik elemek péa-
ronként kiilonboznek, vagyis az ezekhez tartoz6 harom csticspont megfelel§ lesz. Feltehet6
tehat, hogy a szampéarok (a, p), (a, q), (b,7), (b, s) és (c,t), ahol {a,b,c} = {0, 1,2} . Egyszeri
esetszétvalasztassal taldlunk ezek kozott harom olyan szampért, ahol vagy a masodik ko-
ordindtak megegyeznek, vagy pedig a hidrom szdmpéar elsé és mésodik koordinatai kozott
is el6fordul a 0,1,2 szdmok mindegyike. FEkkor ennek a harom szdmparnak megfelelg ha-
rom cstcs altal meghatarozott haromszog stulypontja lesz racspont. Tegyiik fel elgszor, hogy
p=rés q=s. Hamost t € {p,q}, akkor taldlunk harom szampéart, melyek mindegyikében
t lesz a masodik koordinata, ha pedig ¢t € {p, ¢}, akkor az (a,p), (b, q), (¢,t) szamparok elss
és masodik koordinatai is paronként kiilonbozék. Ebben az esetben tehat készen vagyunk.
Mar csak azt az esetet kell megvizsgalnunk, amikor p = r de ¢ # s. Ekkor t = p esetén az
(a,t),(b,t), (c,t) szamparok, t = q esetén az (a,p), (b, s), (¢, q) szdmparok, t = s esetén pedig

z (a,q), (b,p), (¢, s) szampérok alkotnak megfelel§ harmast.

4. Feladat. Legfeljebb hany racspontot tudunk felvenni a térben ugy, hogy egyik altaluk
meghatarozott szakasz felez6pontja a se legyen racspont?

5. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy racspontot tiikroziink egy racsszakasz felezGpontjara,
akkor az racspont lesz.

6. Feladat. Ezen eredmény felhasznalasaval alkossunk ,sajat" feladatokat.

Megoldas. Pl.: Igazoljuk, hogy ha egy paralelogramma harom cstcsa racspont, akkor a
negyedik is az.

7. Feladat. Igazoljuk, hogy egy, az origbn athaladd egyenesen vagy pontosan egy, vagy

végtelen sok racspont van.
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8. Feladat. A fentiek alapjan igazoljuk, hogy a sik minden egyenese a kivetkezé hat csoport
valamelyikébe tartozik.

(a) Meredeksége irraciondlis, és nem halad at racsponton,

(b) meredeksége irraciondlis, és pontosan egy racsponton halad at,
(c) meredeksége racionalis, és nem halad at racsponton,

(d) meredeksége raciondlis, és végtelen sok racsponton halad &t,
(e)

(f)

9. Feladat. Vagjuk ki a szamegyenesbdl a [0, 1] intervallumot és ragasszuk ssze két végpont-
jat, agy, hogy egy kor keletkezzen. Ennek raciondlis pontjain ugral egy nyil. A nyil a 0-bol
indul és minden masodpercben ugyanabba az irdnyba, és ugyanakkorat ugrik. El tudjuk-e
kapni véges sok lépésben, ha masodpercenként csak egy pontra tudunk csapdat tenni? (A
nyulat csak akkor vessziik észre, ha a csapdaban van.)

az y tengellyel parhuzamos és nem halad at racsponton,
az y tengellyel parhuzamos és végtelen sok racsponton halad &t.

Otlet. Visszatér-e oda, ahol mar volt?
« SULINET »

10. Feladat. Hany racionélis koordin&taju ponton halad at egy origd koézépponti

(a) V2,
(b) V3

sugard kor?
« SULINET »

11. Feladat®. Igazoljuk, hogy barmely n pozitiv egész esetén van olyan kor, amely belsejében
pontosan n racspont van.

Megoldas. Legyen P(«;q), ahol « irracionalis, g pedig olyan racionalis, melynek kétszerese
nem egész. Belatjuk, hogy P-t6l barmely két racspont kiilonbo6z6é tavolsagra van. Tegyiik
fel, hogy a Q(a;b), R(c;d) racspontok egyenls tavolsdgra vannak P-t6l. Ekkor a pontok
tavolsdgnégyzetét felirva, a kapott egyenletet rendezve a 2a(a—c) = (b—d)(b+d—2q)+a*—c?
egyenlet addédik. Ennek jobb oldala racionalis, bal oldala csak akkor az, ha a = ¢ Ezt
visszairva (b—d)(b+d—2q) = 0 adodik, ami mivel 2¢ nem egész, csak akkor all fenn, ha b = d,
ami ellentmondas mert ekkor (Q = R. Ekkor a stk racspontjait P-t6l valo tavolsaguk szerint
sorba rendezve, egy P kozépponti, az n + 1.-dik ponton atmend kor belsejében pontosan n
racspont lesz.

12. Feladat. A nyitott els§ térnyolcad (z,y, z > 0) hany racspontjan halad at az S : x+y+
z = 15 egyenlet sik?

« SULINET »

13. Feladat. Egy 2008 egység befogdju, egyenlGszara derékszogli ABC' haromszoget he-
lyeziink el a koordinata sikon tgy, hogy a derékszog cstcsa (C) az origop legyen, és a két
befogo a tengelyek pozitiv félegyenesére keriiljon. Hany olyan egész koordinatédju P pont van
a haromszoglemezen, amelyre PA%, PB? PC? szamok egy szamtani sorozat egymést kovetd
harom tagjat adjak ebben a sorrendben?

« NMMV 2007. 12/3 »

14. Feladat. Az XOY derékszogii koordinata rendszerben adottak az A (0,51) és B (78,51)
pontok. Létezik-e az OX tengelyen olyan M pont, melyre az M AB haromszog belsejében
elhelyezked6 racspontok szama pontosan 20027
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« NMMV, 2002, 12/2 »

15. Feladat. Vonalas fiizetiinkben a szomszédos egyenesek tavolsaga 1 egység. Létezik-e
olyan téglalap, amely oldalainak hossza egész és cstcsai négy kiilonb6z6 vonalra illeszkednek?

Megoldas. Az abran z,y egész, a két, a szoget tartalmazo derékszogii haromszog hasonlo.
e Ly - . , , . . ,

AZ'E = cosa &y = sina Osszefiiggés-ben a-t gy kell megvalasztani, hogy sina és cos«

raciondlis legyen.

Ekkor a és b is raciondlis. Ha legalabb egyik nem egész, akkor az a és b szamokat kozos
nevezdre hozva, a nevezének megfelel§ aranyti C' kézépponti kozéppontos hasonlosaggal a
téglalapot felnagyitva egy kivant megoldast kapunk. Meg kell mutatni, hogy van olyan «,
amelyre sin «, cosa racionélis. Ilyen példaul a sina = %, cosq = %, a 3, 4, 5 pitagoraszi
szamharmasbol. Elképzelhets olyan megoldas is, hogy valamely pitagoraszi szamharmasbol
spekulativ uton ad valaki megoldéast (példaul egy 5 egység oldalan négyzetet).

16. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely racssokszog teriiletének a kétszerese egész.

Otlet. Elég csak haromszogekre, mert a tobbi racssokszog beldliik all. Foglaljuk racsharom-
szogiinket téglalapba az alabbi abran lathaté modon.

17. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely racssokszog teriilete legalabb 1/2.

18. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy racssokszdg hataran h, belsejében b racspont van, akkor
a soksz0g h+ 2b— 2 iires racsharomszogre (a belsejében, és a cstucsoktol eltekintve a keriiletén
racspontot nem tartalmaz ) bonthato.
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Otlet. Szamoljunk a haromszogek belss szogeinek sszegével.
19. Feladat. Igazoljuk, hogy minden iires racsharomszog teriilete 1/2.

Otlet.Foglaljuk haromszogiinket téglalapba. Ennek teriilete zy, hataran 2z + 2y, belsejében
xy—x—y-+1racspont van, igy ez az el6z6 feladat értelmében 2242y —24-2(xy—z—y+1) = 2zy
racshdromszogre bonthato.

L

20. Feladat. Igazoljuk, hogy egy iires racsharomszég nem lehet hegyesszogii.

21. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy racssokszog hataran h, belsejében b racspont van, akkor
a sokszog teriilete h/2 + b — 1. Ez az un. Pick-képlet.

22. Feladat. A  kockés” papiron adott egy 2005 egység oldalhossziisigi négyzet, amely-
nek oldalai racsegyenesek. Rajzoljunk a négyzetbe egy olyan 6nmagat 4t nem metsz6 zart
torottvonalat, amelynek minden szakasza racsegyenes mentén halad és az Gsszes olyan racs-
ponton pontosan egyszer megy at, amelyik a négyzet belsejében vagy annak hataran fekszik.
Mutassuk meg, hogy a torottvonal altal hatarolt sokszog teriilete nagyobb, mint a négyzet
teriiletének fele.

«KOMAL B. 3831»
23. Feladat. Igazoljuk, hogy minden iires racsparalelogramma teriilete 1.
24. Feladat. Igazoljuk, hogy nincs szabalyos racsharomszog (a sikban).
25. Feladat. Keressiink szabélyos racsharomszoget a térben.
26. Feladat. Igazoljuk, hogy nincs a sikon szabalyos racstszog.

27. Feladat. Igazoljuk, hogy nincs szabalyos racs n-szég, ha n > 7.



