Elemi matematika 3. - MTN424g
A SZAMTANI-MERTANI KOZEP KOZOTTI EGYENLOTLENSEG 7t TAGRA

1. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a; (i = 1,2,...,n) nemnegativ, akkor G(ai;as;...;a,) <
Alay;ag;. .. ;ay), azaz

a1+a2—|—...—i—a
Jay-az- ... a, < ”
n

és egyenl@ség pontosan akkor (akkor és csak akkor) all fenn, ha a; = as = ... = a,.

Otlet. Nézziink utina Riesz Frigyes bizonyitasanak, illetve a Cauchy-féle ,faradtsagos”
visszalépéses teljes indukcios bizonyitasnak.

2. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a; (i = 1,2,...,n) pozitiv, akkor

A g, > W V)

n
3. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor

a b ¢
—+-4+-2>3
b ¢ «a

Mikor all fenn egyenléség?
4. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, c nemnegativ, akkor
(a+ b+ c)(ab+ be+ ca) > 9abe.
Otlet. Alkalmazzuk az egyenlétlenséget killon-kiilon az a, b, ¢ és a ab, be, ca harmasokra.
5. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor
a® + 02+ > a®b + bPe + .
Otlet. Alkalmazzuk az egyenlétlenséget az a2, a2, b? tipusi harmasokra.
6. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor
a’ +b° + ¢ > a’c+ ba+ b,
7. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor
a® + b3 + - a? +b* + ¢
at+bt+c 3 '
Mikor all fenn egyenlGség? Altalanositsunk!

Otlet. Hasznaljuk az el6z6 két feladat eredményét.
8. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, c nemnegativ, akkor
a® +0° + & > a®>Voe + b*v/ea + Vab.

Otlet. Alkalmazzuk az egyenlétlenséget az a2, Vbe tipust tagokra, majd hasznaljuk az el6z6
feladat eredményét.

9. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor
a' +b' + ' > a’b+ b+ Fa.

Altalanositsunk!
Otlet. Alkalmazzuk az egyenlétlenséget az a*, a*, a?, b* tipusa négyesekre.
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10. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, c nemnegativ, akkor
a* 4+ b* + c* > abc(a + b+ c).
11. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, c nemnegativ, akkor
a® 4+ b° 4 ¢® > abc(ab + be + ca).
12. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, c nemnegativ, akkor
a® + 0% 4+ ¢ > a®b?c + ab®*? + a®beP.

13. Feladat. Igazoljuk, hogy ha z,y pozitiv, akkor

2y + ay® > ol + eyt
Altalanositsunk!
14. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor

a+ab+b2+be+c+ca>6- Vazb2c2,

Altalanositsunk!

15. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢, d pozitiv, akkor
ab203d4< (a+2b+3c+4d>10

10
Altalanositsunk!
16. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢, d pozitiv és abcd = 1, akkor
@+ 02+ +d+ ab+ ac+ ad + be + bd + ed > 10.
17. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, c nemnegativ, akkor
a?(14+b%) + b*(1 + ) + A(1 + a*) > 6abe.
18. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, c nemnegativ, akkor
ab(a + b) + be(b + ¢) + ca(c + a) > 6abe.
19. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b nemnegativ, akkor
2v/a + 3Vb > 5vab
20. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a,b, c pozitiv és abc = 1, akkor
(a+20)(b+ 2¢)(c+ 2a) > 27.
Otlet. a +2b=a+b+D.
21. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a,b, ¢, d nemnegativ, akkor
(@®+a+1)H*+b+1)(*+c+1)(d* +d+ 1) > 8labed.
Altalanositsunk!
22. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, c nemnegativ, akkor
ab(a +b) + be(b + ¢) + ca(c+ a) < 2(a® + b + ).
23. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a,b, c nemnegativ, akkor

Ala+b)+a*(b+c)+ bV (c+a) <2a®+ b+ ).
I 2 I



Elemi matematika 3. - MTN424g SZTE - Méader A. - 2022.

24. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, c nemnegativ, akkor
(a+b+c)(ab+ be + ca) < 3(a® + b* + 7).

25. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, c nemnegativ, akkor
(a+b+c)(a®+b* +c?) <3(a + b + ).

26. Feladat. Igazoljuk, hogy ha az a;;as;. .. ;a7 nemnegativ valés szamok atlaga 1, akkor
teljesiil a kévetkezd egyenlGtlenség:
@ + = +..
a%018+a2+a3+...+a2017 a§018+a3+a4—|—...+a2017+a1
a2017
+ 018 <1
asor; + a1 +az+ ...+ a6
Segitség: igazoljuk, hogy
aq 1

a?®® +as +az+ ... + a7 = 2017
27. Feladat. Melyik nagyobb, 1997199 vagy 199919977
Otlet. 1997 =+ 3+ +3+1+1+... + 1
28. Feladat. Igazoljuk, hogy
logy 3 + logs 4 + log, 5 + logs 6 > 5.
Altalanositsunk!
29. Feladat. Igazoljuk, hogy
log, 5 + log; 6 + log, 7 + log, 8 > V327
Altalanositsunk!
30. Feladat. Melyik nagyobb, 1997199 vagy 199919977
31. Feladat. Igazoljuk, hogy n > 2 egész szam esetén
(3n+1)° >8-3/(3n)!.
Altalanositsunk!
32. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n > 1 egész szam, akkor
2n < 4w 44w 444
Elesitheté-e a fenti becslés?
Otlet. Gondoljunk az f(z) = 4% fiiggvény [0; 1]-n vett fels6 integralkozelits osszegére.
33. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n > 2 egész szam, akkor

1 1 1
n-\"/n+1—n§1—|—§—|—§+...+—.
n

Otlet. Atrendezés utan adjunk hozza n darab 1-est majd készitsiink a mar meglévs tagokbol
és az egyesekbdl ligyesen paronkénti dsszegeket.

34. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n > 1 egész szam, akkor
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35. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n > 1 egész szam, akkor

ol < n—+1\"
! > .

36. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n > 1 egész szam, akkor

(n1)? < ((”+ 1)é2n+ 1))”'

37. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n > 1 egész szam, akkor
2 n
(n!)? < (W) _

38. Feladat. Igazoljuk, hogy az a, = (1 + +)" sorozatra a,, < 4, ha n € N*.

Otlet. (1+2)+ (1+23)+...+(1+ 1)+ 1+ Lre végezziink becslést.
39. Feladat. Igazoljuk, hogy az a, = (1 + %)” sorozat szigorti monoton nd.
Otlet. (1 + 1), (1+2),...,(1+ 1), 1-re végezziink becslést.
40. Feladat*. Oldjuk meg a
f 27
2 3 _ 4 =
z T+ 16

egyenletet.
Otlet. v = £ + 3 + 3.
41. Feladat. Oldjuk meg a

@+ \4/31:2—5—350—2 + \8/3962—&-21‘—8 =1

egyenletet.
42. Feladat. Oldjuk meg a
tglr +tg'y + 2 - ctg’r - ctg’y = 3 +sin?(z + y)
egyenletet.
Otlet. tg?z = a;tg’y = b.
43. Feladat. Oldjuk meg az
=T =yt =T =245 =t 49 = zyzt
egyenletrendszert.
Otlet. Mind a harom kifejezést tegyiik egyenldvé az utolsoval.
44. Feladat*. Oldjuk meg az
oY _i_ylné 4.y =3
egyenletet.
45. Feladat. Milyen értékeket vehet fel az x +y + 2 Osszeg, ha ot + 4y* + 162* + 64 = 32zy2?
46. Feladat*. Igazoljuk, hogy az

3v3

sinz(l —cosz) < -
4
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47, Feladat. Legyen az x,y pozitiv szamokra

2
o) 4
flzy)=a"+y +x2_y2'
Hatéarozzuk meg f(z;y) minimumét!
48. Feladat. Hatérozzuk meg f(z) = (1 — 2)*(1 + 3z) fiiggvény maximumat |—2;1[-n!

49. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények minimumat, és minimumbhelyét!
(a) flz) = =F4,
(b) glx) = =4,
(c) h(z) = =4,

6

Otlet. 5”’;[4

_ z? z2 4

— 7 + 7 + m_4'

50. Feladat*. Legyen 0 < z < 1. Hatarozzuk meg f(z) = r — 23 maximumaét.
A SULYOZOTT SZAMTANI-MERTANI KOZEP KOZOTTI EGYENLOTLENSEG
Ha x; pozitiv (i =1,2,...,n) ésq1 + @+ ... + ¢, = 1,¢; > 0 akkor

it 22l <y 4+ o+ .+ @uy.

51. Feladat*. TIgazoljuk, hogy ha a, b, c egy haromszog oldalai, akkor

( b—c>a ( c—a)b < a—b)c
1+ 1+ -1+ < 1.
a b c

52. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a,b, ¢ pozitiv, akkor

a+btc
e > (%HC) '

53. Feladat. Igazoljuk, hogy ha m,n, x pozitiv, akkor

mz" +nx™™ > m+n.

GEOMETRIAI EGYENLOTLENSEGEK ES SZELSOERTEK FELADATOK
54. Feladat. Adott keriiletd haromszogek koziil melyik teriilete maximélis?

Otlet. Hasznaljuk a Héron-formulat.

55. Feladat. Egy gyarban a gyartasi folya-
mat soran egy a oldalhosszusigi négyzet ala-
ka fémlemez minden sarkabol eltavolitanak
egy-egy, egymassal egybevagd négyzet alaki
részt, az abra szerint. Ezek utdn a szagga-
tott vonalak mentén a lapokat felhajtjak, s
éliikk mentén Osszeforrasztjak Gket, igy egy fe-
lill nyitott, téglatest alakii dobozt képezve.
Mekkora az a értéke, ha az ezen eljarassal ké- e === J
szithet6 maximaélis térfogata doboz térfogata
1024 cm3?

e - ™ S s B s e i 1R
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56. Feladat. Adott térfogatu, feliil nyitott hengerek koziil melyiknek a legkisebb a felszine?
Es ha nem nyitott feliil?

57. Feladat. Adott felszini, feliil nyitott téglatest alaki dobozok koziil melyiknek térfogata
maximalis?

58. Feladat. Egy iizemben 4000 cm? térfogati feliil nyitott, négyzetes alapti egyenes hasab
alaki edényeket gyartanak. Melyiknek minimélis a felszine?

«EMELT SZINTU ERETTSEGI FELADAT 2012. OKTOBER 7. FELADAT»

59. Feladat. Egy egyenes korhenger tengelymetszetének keriilete 6 m. Mekkordk a maxi-
maélis térfogattinak a méretei?

60. Feladat. Irjunk adott gémbbe maximalis térfogat hengert.



