Elemi matematika 1. - MTN224g
OSZTHATOSAGI FELADATOK

1. SZAMJEGYEK OSSZEGE, KULONBSEGE

1. Feladat. Hany olyan természetes szam van, amelybdl elvéve a szdmjegyei 6sszegét 2018-at
kapunk?

Otlet. Hasznaljuk fel, hogy egy természetes szam kilences maradéka megegyezik a szamjegyei
Osszegének kilences maradékaval. Bizonyitsuk, altalanositsuk ezt az allitast.

2. Feladat. Egy szamhoz a szamjegyei Gsszegét adva 1989-et kaptunk. Melyik ez a szam?

3. Feladat. Keressiik meg mindazokat az x,y, 2z természetes szamokat, melyekre teljesiil,
hogy x szamjegyeinek Gsszege y, y szamjegyeinek Osszege z, és z + y + z = 2018.

4. Feladat. Keressiik meg az 6sszes olyan primszamot amely az 1,2, ...,9 szamjegyek mind-
egyikét pontosan egyszer tartalmazza.

5. Feladat. Gondolj egy pozitiv egész szamra. Szorozd meg 18-cal, adj hozz4 63-at, majd
torold az eredmény barmely, 0-t6l kiilonbo6z6 szamjegyét. A megmarado6 szambol megmondom
a hianyz6 szamjegyet. Hogyan csindlom?

6. Feladat. Irjuk fel a 0,1,2,...,9 szamjegyek pontosan egyszeri felhasznalasaval a

(a) 100-at,

(b) 99-et

tgy, hogy a szamjegyekbdl képezhetiink kétjegyt szamokat (haromjegytieket méar nem érde-
mes), és csak az + miveletet hasznalhatjuk.

« ABACUS 2008/5. »

7. Feladat. Egy szamot a szamjegyei 0sszegével megszorozva 20102010-et kaptunk. Melyik
ez a szam?

8. Feladat. Az 1,2,3,4,5,6,7 szamjegyek két kiillonb6z6 sorrendjével képezziink két 7-jegyt
szamot gy, hogy egyik a masik kétszerese legyen.

9. Feladat. Legyen A és B hétjegyi, az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szamjegyeket pontosan egyszer
tartalmazo szam. Igazoljuk, hogy At B.

Megoldas. Mindkét szam 9-es maradéka ugyanaz nevezetesen 1. Ha A = nB lenne, akkor
B = 9N + 1 feltétellel A = 9Nn + n, ami azt jelenti, hogy n 9-es maradéka 1. A legkisebb
ilyen a 10, de ez nem lehet, mert mindkét szam hétjegyt.

10. Feladat. Ismeretes, hogy
35! = 10333147966386144929ab6651337523200000000.
Milyen szamjegyek allnak az a és b helyén?
« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1998. 9. OSZTALY 1. FELADAT »

11. Feladat. Keressiik meg a hianyzo szamjegyeket ha a 223 szamhoz 326-ot adva a 9-cel
oszthato Hy9 szamot kapjuk.

12. Feladat. Hany olyan 11-gyel oszthat6 szdm van, amely mind a tiz szdmjegyet pontosan
egyszer tartalmazza?
I 1 I
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13. Feladat. Legyen A a tizes szamrendszerben felirt 1997'9% szam szamjegyeinek az dsszege,
B pedig az A szamjegyeinek az Osszege. Szamitsuk ki B szamjegyeinek Osszegét!

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1992. 12. OSZTALY 4. FELADAT »

14. Feladat.

(a) Igazoljuk, hogy egy tetszéleges haromjegyi szamot kétszer egyméas utan irva 11-gyel
oszthato hatjegyi szamot kapunk.

(b) Milyen szamot irhatunk még a 11 helyére, hogy a fenti oszthatosag tovabbra is fennalljon?

(c) Gondolj egy haromjegy(i szénra, majd vedd a fenti szam kétszeri felirasaval kapott hat-
jegyi szamot. Oszd el a szamot 11-gyel, a hanyadost 7-tel, a hanyadost 13-mal. Mit
tapasztalsz? Miért?

« KALMAR LASZL.O MATEMATIKAVERSENY, MEGYEI FORDULO, 1993. 6. OSZTALY »
15. Feladat. Lehet-e harom egész élhosszusagu kocka térfogatanak az Gsszege 2002 egység?

Otlet. Vizsgaljuk a kilences maradékot.
« KOMAL C. 690. »

2. TOVABBI OSZTHATOSAGI FELADATOK

16. Feladat. Keressiik meg a hidnyz6 szamjegyeket ha 98726 oszthato

(a) 3-mal, (d) 6-tal, (g) 9-cel, (j) 24-gyel,
(b) 4-gyel, (e) T-tel, (h) 11-gyel, (k) 36-tal,
(c) 5-tel, (f) 8-cal, (i) 12-vel, (1) 72-vel.

17. Feladat. Keressiik meg a hidnyzo szamjegyeket ha

(a) 18|3438z (c) 36/351xx (e) 56|1xy358
(b) 36[35x1y (d) 4515267y (f) 72|55y

18. Feladat. Igazoljuk, hogy ha 18]3438z, akkor
(a) 43438z (b) 20]3438x (c) 191]3438x

19. Feladat. Alkossunk a fentiekhez hasonl6 oszthatoségi feladatokat tgy, hogy azoknak

(a) egy,

(b) paratlan sok,

(c) barmely szamjegyekbdl allo szampar

megoldasa legyen.

20. Feladat. Egy kiilonboz6 szamjegyekbdl allo hatjegyt szam szamjegyei (valamilyen sor-
rendben) 1,2,3,4,5,6. Az els§ két szamjegybdl allo kétjegyt szam oszthatod 2-vel, az elsé
harom szamjegybdl all6 hdromjegyd szam oszthaté 3-mal és igy tovabb, maga a szam oszt-
hato 6-tal. Melyik ez a szdm?

« VARGA TAMAS MATEMATIKAVERSENY, 1990. 2. FORDULO 3. FELADAT 7.
OSZTALYOSOK VERSENYE »

21. Feladat. Igazoljuk, hogy 201726 4 8 nem prim.
Otlet. a® + b°
22. Feladat. Igazoljuk, hogy



Elemi matematika 1. - MTN224g SZTE - Méader A. - 2022.

(a) 9]10218 — 1 (¢) 6/1020%8 4 294 (e) 36]102%8 4 224
(b) 9102018 4 224 (d) 18102018 4 224 (f) 72|102018 4+ 224,

23. Feladat. Igazoljuk, hogy

(a) 5)1' + 111 + 1111 + Lo+ 111 (Az Bsszeg 2010 tagu.)
(b) 10]112018 —1

(c) 2018\20192019 + 20172017

(d) 13]270 + 37,

24. Feladat. Igazoljuk, hogy

(a) 3|n® —n (c) 5|n® —n (e) TIn" —n
(b) 6|n® —n (d) 30|n® —n (f) 11n't —n

(g) Vessiik ossze a fenteiket a kovetkezGvel: Ha p prim és a egész, akkor p|a? —a. Ez az an. kis
Fermat-tétel. Mas alakja: Ha p prim és a egész, valamint (p; a) = 1, akkor pla?~! — 1. Igy
kiilonbo6z6, a feltételeknek eleget tevs a szamokra (1 < a < n, (a;n) = 1) letesztelhetjiik,
hogy n atmegy-e az nla" ! — 1 teszten. Ha nem, akkor biztos, hogy nem prim, ha igen,
lehet, hogy prim. Bar egy Gsszetett szam, csak % valoszintiséggel cstuszik at a teszten egy
véletlen a-ra, vannak szamok, melyek minden alkalmas a-ra &tmennek a teszten, mégsem
primek, ezek a Carmichael-szamok. A legkisebb ilyen az 561.

25. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszGleges n természetes szam esetén
5040[n" — 14n® 4 49n® — 36n.

26. Feladat. Anna meghatéarozta a legkisebb olyan pozitiv n szamot, melyre (n + 1)(n +
2)(n + 3)(n + 4) oszthato 1000-rel. Mennyi n szamjegyeinek az Gsszege?

«BOLYAT JANOS MATEMATIKA CSAPATVERSENY, KORZETI FORDULO, 10. OSZTALY 3.
FELADAT ALAPJAN, 2022.»

27. Feladat*. Bizonyitsuk be, hogy

82! 1+ ! + ! +...+ !
' 2 3 82
oszthatd 1992-vel.
« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1992. 10. OSZTALY 4. FELADAT »

28. Feladat. Egy haromjegy(i szam szamjegyei kiilonbozk és nincs kézottiik nulla. A szdm-
jegyek Osszege n. Bizonyitsuk be, hogy a harom szamjegybdl az Gsszes lehetséges modon
képezhet6 haromjegy( szamok szamtani kozepe oszthatd 37-tel és n-nel.

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1993. 9. OSZTALY 1. FELADAT »

29. Feladat. Hatarozzuk meg azokat a csupa kiilonb6z6 szdmjegybdl allo 6tjegyti szamokat,
melyekre teljesiil, hogy forditottjuk is 6tjegyid és mindketten oszthatok 275-tel.

30. Feladat. Hatarozzuk meg az n természetes szam értékét, ha ’Z:r—_l; is természetes.

Megoldas. Mivel 22205 — 1 4 20 jgy n = 4,5,8,13,23.

« ZRINYT ILONA MATEMATIKAVERSENY, DONTO, 1992. 8. OSZTALY »

134n+2010

T3in—2010 1S termeszetes.

31. Feladat. Hatarozzuk meg az n természetes szam értékét, ha

32. Feladat. Igazoljuk, hogy egyetlen n pozitiv egész szam esetén sem egyszertisithetd:
I 3 I
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(2) ngz’ (c) (nillﬁ, (d) %
(b) 3n“+1

4n2+37

33. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n egész szam, akkor az
n* +4n% + 3
n* + 10n? + 16

tort nem egyszertsithetd!

Megoldas. Bontsuk szorzatta a szamlalot és a nevezdt is!

n'+4n*+3  (n*+1)(n* +3)
nd +10n2 416  (n2+2)(n2+8)

Mivel pedig n? + 2 relativ prim mind n? + 1-hez, mind n? + 3-hoz, azért a tort csak akkor
lesz egyszertisithets, hogyha n? + 8-nak van kozos valodi osztoja a szamlald valamelyik té-
nyezGjével. Ha van ilyen, akkor ez osztoja a kiilonbségnek is, tehat vagy n?+8 — (n?+1) =7
lehet, vagy pedig n? + 8 — (n? + 3) = 5 (hiszen mindkét szam prim). Minden lehetséges
esetre megvizsgalva n? + 1 7-es maradékat azt kapjuk, hogy n? + 1 soha nem lesz 7-tel oszt-
hato, és hasonlé modon kapjuk azt is, hogy n? 4+ 3 soha nem lesz 5-tel oszthato. Igy tehat
a lehetséges kozos osztok biztosan nem lépnek fol, ami azt jelenti, hogy a toért valoban nem
egyszertsithetd.

« VII. NMMYV, SZABADKA, 1998. APR. 23-26., 10. OSZTALY, 2. FELADAT »

34. Feladat. Igazoljuk, hogy 35[35" — 26"(n € NT).
Otlet. 272" — 82"-b6] kiemelhets az alapok Gsszege.
35. Feladat. Igazoljuk, hogy 7|32"! 4 2n+2,

36. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden k pozitiv egész szamra igaz, hogy a (k+ 1)(k +
2)(k+3) - (k+2000) szorzat oszthato 2000%-nel!

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 2000. 9. OSZTALY 1. FELADAT »

37. Feladat. Bizonyitsa be, hogy 9" — 8n — 1 oszthato 64-gyel, ahol n nemnegativ egész
Szam.

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 2004. 11. OSZTALY 1. FELADAT »

38. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n pozitiv egész, akkor 4" + 6n — 1 oszthato 9-cel. Altalano-
sitsunk!

39. Feladat. Igazoljuk, hogy ha k pératlan, akkor 1+ 2+ ...+ n|1¥ +2F + ... + n*,
40. Feladat*. Igazoljuk, hogy ha n > 3 egész szam, akkor
1-3-5-7-...-(2"=1)—1
oszthato 2"-nel!
« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 2000. 11. OSZTALY 4. FELADAT »

41. Feladat*. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges n természetes szam esetén

1996 | 2557*" 1 4 155921 — 4054+ — g2+
S 4 S
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Megoldas. Tekintve, hogy 1996 = 4 - 499, a megoldashoz elegendd, hogy az
A = 25571 4+ 15591 — 40547+ — 6271

szam oszthato kiilon-kiilon 4-gyel és 499-cel (a két szam relativ prim). Felhasznaljuk a meg-
oldas soran, hogy az ismert azonossagok szerint

(CL+ b)|(a2n+1 4 b2n+1)
és
(CL . b)|(a2”+l _ b2n+1)
Mivel 2557 4+ 1559 = 4 - 1029, illetve 4054 + 62 = 4 - 1029, azért az
A = (25577 £ 155927 F1) — (40542 4 6227

felirasban a kisebbitend6 és a kivonando is oszthato 4-gyel, tehat 4|A is teljesiilni fog. Mivel
pedig 2557 — 62 = 5 - 499, tovabba 4054 — 1559 = 5 - 499, azért az

A = (25572 — 622"1) — (40542 — 1559 1)

felirasban a kisebbitendd és a kivonando is oszthatd 499-cel, tehat 499|A is teljesiilni fog. A
két allitas pedig egyiitt azt jelenti, hogy bebizonyitottuk a kért 6sszefiiggést.
« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1996. 10. OSZTALY 1. FELADAT »

42. Feladat. Igazoljuk, hogy n +4 fn? + 8n + 15.
Otlet. (n+4)(n+3),(n +4)(n+4)

43. Feladat. Igazoljuk, hogy ha

(a) 11|3a + 4b, akkor 11]a + 5b,
(b) 19]|a — 5b, akkor 19]10a + 7b,
(c) 17|a — bb, akkor 17|2a + 7b,
(d) 17|5a + 2b, akkor 17|9a + 70,
() 16|12a — 7b, akkor 16|4a + 23b,
(f) 13|2a + b és 13|5a — 4b akkor 13|a — 6b,
(g) 7|10a + b, akkor 7|10b + 2a,
(h) 7|10b + 2a, akkor 7|10a + b,
(i) 7|10a + b, akkor 7|a — 2b,
(j) 7la — 2b, akkor 7|10a + b,
(k) (Az el6z6 két pont alapjan fogalmazzunk meg szabélyt a héttel valo oszthatosagra.)
(1) 7|100a + b, akkor 7|a + 4b,
m) 7|a + 4b, akkor 7|100a + b,
n) (Az el6z6 két pont alapjan fogalmazzunk meg szabélyt a héttel valo oszthatosagra.)
0) 13|10a + b, akkor 13|a + 4b,
) 13]a + 4b, akkor 13|10a + b,
) (Az el6z6 két pont alapjan fogalmazzunk meg szabélyt a tizenharommal valo oszthato-

sagra.)

(
(
(
(p
(q

(r)

(s) 17|a — 5b, akkor 17|10a + b,

(t) (Az el6z6 két pont alapjan fogalmazzunk meg szabalyt a tizenhéttel valé oszthatosagra.)
)

(
(v) a — clab + cd, akkor a — c|ad + be,
Otlet. 3(a + 5b) = 3a + 4b + 11b.
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44. Feladat. Peti igy okoskodik: a 728 oszthato 7-tel, mert a 7 és a 28 is oszthato 7-tel. Igaza
van-e? Azaz igaz-e, hogy ha az a,_1a,_»...a1ag szamra teljesiil, hogy barhogy is daraboljuk
szamunkat az elejérél kezdve, ha a kapott darabok oszthatok 7-tel, akkor a szdémunk is? Igaz-e
a fentiek megforditasa?

45. Feladat. Van-e olyan természetes szam, amelynek az értéke megotszorozodik, ha az els6
szamjegyét az elejérdl toroljiik, és a végére irjuk?

46. Feladat.

(a) Tgazoljuk, hogy a fenti eljarassal egy szam csak a haromszorosara néhet (tehat kétszere-
sére, négyszeresére, hatszorosara, hétszeresére, nyolcszorosara, kilencszeresére sem).
(b) Keressiik meg az Gsszes, a fenti eljarassal haromszorosara nové termeészetes szamot.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy van ilyen, legalabb kétjegyl természetes szam. Ennek 6tszorose
a 0 vagy 5 szamjegyre végzddik, mint minden 5-tel oszthatoé szamé. FEz az utolsd jegy az
eredeti szam elsé jegye volt, ezért ez a 0 nem, csak az 5 lehetett. Ha azonban egy szam
elsG jegye az 5, gy Otszorose az eredetinél tobb jegyi, és ez ellentmond feltevésiinknek.
Meg kell még vizsgaljuk az egyjegyl természetes szamokat. Ezek koziil a 0 hidnyzik, hiszen
az n-jegyl szam elsé jegye megallapodas szerint legalabb egy, a tobbi egyjegyl pedig nem
Otszorose onmagéanak. Nincs tehat olyan természetes szam, amelynek értéke megotszordzodne
a feladatbeli eljarassal. Masképp is okoskodhatunk: a keresett szam ugyanannyi jegyd, mint
Otszorose, igy a szam elsG jegye csak az 1 lehet. Ha ezt a szam végére helyezziik, ugy 5-
tel oszthatd szamot nem nyerhetiink, hiszen az ilyen utols6 jegye a 0 vagy az 5. Ugyanigy
igazolhatjuk, hogy nincs olyan természetes szam sem, amelyik 6-szor, illetve 8-szor akkora
lesz, ha els6 jegyét a szam végére helyezziik! Azt is megmutathatjuk, hogy nincs olyan
természetes szam sem, amely a 2-szeresére, 4-szeresére vagy 9-szeresére néne, ha az els6
szamjegyét a szam végére helyezziik. Eme allitdsok koziil kett6t bebizonyitunk kiilonb6z6
modokon. Ha egy szam a 4-szeresére no az els6 jegyének a szam végére helyezésével, akkor
ennek elsG jegye csak az 1 vagy a 2 lehet. Az els6 jegynek a szam végére helyezésével paros
szamot kaptunk, igy az els6 jegy nem lehet mas, mint a 2. Jelolje keresett szamunkat a
2ab...st. A feltételiink szerint 4 - 2ab...st = ab...st2. A t csak a 3 vagy 8 lehet, kiilonben
a bal oldali, 4-gyel szorzas nem adhat 2-es szamjegyet. A t = 8-ra a jobb oldali szam
viszont nem lehet 4-nek tObbszordse, mivel 82 nem oszthaté 4-gyel. Ha viszont t = 3,
akkor 4 - 2ab...s3 = ab...s32, csak ugy lehet, ha s = 3 vagy s = 8. Az s = 8ra a
bal oldali szam csak 4-gyel, a jobb oldali viszont 8-cal is oszthatd, mivel 832 tobbszorose
a 8-nak. Ha pedig s = 3, ugy 4 - 2ab...33 = ab...332. Mindkét oldalbél 12-t levonva a
4-2ab...30 = ab...320, most 10-zel osztva a 4 - 2ab...3 = ab...32 adodik. Ezek szerint
a 2ab. .. st szam ugyanolyan tulajdonsigi, mint a 2ab...s, ha tehat tovabb szamolunk, azt
nyerjiik, hogy szadmunkban csak 3-as szamjegy szerepelhet, ami ellentmond feltételiinknek,
hiszem szamunk a 2-es szamjeggyel kezd&dik. Nincs tehét ilyen, négyszeresére valtoztathato
szam. Ha egy szam elsG jegyének a szam végére helyezésével a szam 7-szeresére no, akkor a
szam elsé jegye az 1-es. Ha most x jeloli az els6 szamjegy elhagyésaval nyert szdmot, agy ha
az eredeti szam m jegyt volt, akkor az z jegyeinek a szima m—1¢és 7-(1-10m+x) = 10x+1
azaz rendezéssel ebbdl x = 7 - 10m — 13. Az z azonban nem lehet (m — 1) jegyd, hiszen
7-10m—13 > 10m. A fentiekben bemutatott eljarasokkal azt is igazolhatjuk, hogy a legkisebb
olyan természetes szamok, melyek hidromszorozddnak, ha elsé jegyiiket a szam végére tessziik,
a 142857 illetve a 285714. Azt is igazolhatjuk, hogy minden haromszoroz6do csakis az 142857
vagy a 285714 hat szamjegybdl allo szamjegycsoport k-szori ismétlésével (k= 1,2,3,...) leirt
szam lehet.

— 06 —
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« VARGA TAMAS MATEMATIKAVERSENY, 1988. 1. FORDULO 4. FELADAT 6.
OSZTALYOSOK VERSENYE »

47. Feladat. Hatarozzuk meg az Osszes olyan n természetes szamot melyre n + 1|n? + 1

48. Feladat. Hatarozzuk meg azokat az n pozitiv egész szamokat, melyekre n — 3|n® — 3.
49. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n egész, akkor g + %2 + %‘ is egész.

50. Feladat. Igazoljuk, hogy ha tizenharom egeész szam Osszege oszthaté G-tal, akkor a
tizenharom szam tizenharmadik hatvanyanak Gsszege is oszthato 6-tal. Altalanositsunk!
Otlet. al® —a; +a¥® —as+ ... +ald —aiz+a; +ag+ ...+ a3 =a1(al? — 1) +as(al? — 1) +
oot a(ald — 1)+ 6N, a(@? —1) =a(a® —1)(a®+1) = ...

« KOMAL C. 629. »

51. Feladat. A 2018-at felbontottuk néhany egész szdm Osszegére. Milyen maradékot ad
6-tal osztva a szdmok kdbeinek Gsszege?

Otlet. Tekintsiik az el6z6 feladatot.
« KOMAL Gy. 3071. ALAPJAN »

52. Feladat. Igazoljuk, hogy harom, 6ttel nem oszthaté szomszédos szam szorzatdnak vala-
melyik szomszédja 6ttel oszthato.

« KOZEPISKOLASOK HAJDU-BIHAR MEGYEI MATEMATIKA VERSENYE, 1978.,
9.0SZTALY, 5. FELADAT »

53. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ kiilonb6z6 szamjegyek, akkor
aabb [ abcacb.

54. Feladat.

(a) Igazoljuk, hogy egy tetszéleges kétjegyii szamot haromszor egymas utan irva 13-mal oszt-
hato hatjegyt szamot kapunk.

(b) Milyen szamot irhatunk még a 13 helyére, hogy a fenti oszthatosag tovabbra is fennalljon?

(c) Gondolj egy kétjegyii szanra, majd vedd a fenti szam haromszori felirasaval kapott hat-
jegyt szamot. Oszd el a szamot 3-mal, a hanyadost 7-tel, a hanyadost 13-mal. majd a
hényadost 37-tel. Mit tapasztalsz? Miért?

(d) A fenti két feladat alapjan talaljunk ki mi is hasonlo feladatokat.

55. Feladat. Igazoljuk, hogy ha 37|abc, akkor 37|bca illetve, 37|cab.
&y
56. Feladat. Igazoljuk, hogy ha 27|abc, akkor 27|bca illetve, 27|cab.
& »
57. Feladat. Igazoljuk, hogy ha 37|abcabc, akkor 37|bcabca illetve, 37|cabcab.
« KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY, MEGYEI FORDULO, 1996. 8. OSZTALY »

58. Feladat. Van-e olyan haromjegyi szadm, amely egyenld szamjegyei szorzatdnak 6tszoro-
sével?

59. Feladat. Keressiik meg azokat az Otjegyd szamokat melyek szamjegyeik szorzatanak
45-sz0r05€l.
- 7 -
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60. Feladat.

(a) Tekintsiink két haromjegyid szamot melyek kiilonbsége oszthato 7-tel. Igazoljuk, hogy
ezen két szam egymés utan frasaval keletkez6 hatjegyd szdm oszthatd 7-tel.

(b) Milyen szamokat irhatunk a 7 helyére, hogy a feladat allitasa tovabbra is érvényben
maradjon?

61. Feladat. Béla ismer egy oszthatosagi szabalyt a hatjegyi szamok 37-tel valo oszthato-
sdgara. Szerinte egy hatjegyi szam akkor oszthaté 37-tel, ha az els6 harom jegyébdl allo
haromjegyi szamhoz hozzdadva az utols6 harom szamjegyébol képzett szamot harminchéttel
oszthato szamot kapunk. Igaza van-e Bélanak?

« KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY, DONTO, 1994. 6. OSZTALY, MEGYEI
FORDULO, 1995. 7. OSZTALY »

62. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy 199719 + 1999197 oszthat6 3996-tal.

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1999. 10. OSZTALY 1. FELADAT ES
KOMAL C. 1676 »

63. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a és b egymést kovetd paratlan pozitiv szamok, akkor a’+b®
oszthato a + b-vel.

«KOMAL C. 1676»
64. Feladat. Oszthato-e 20209 + 162008 — 32008 _ 1 323.al? Az allitasodat igazold!

Megoldas. Megmutatjuk, hogy az adott szam oszthatd 323-al. A bizonyitast két részben
végezziik el. A 323 felbonthato két primszam, a 17 és a 19 szorzatara. Ha bebizonyitjuk,
hogy a kifejezés mindkét szammal oszthatd, akkor megoldottuk a feladatot. S6t ennél tobbet
is: a 2008 helyett barmely paros hatvanyra is be tudjuk latni az oszthatésagot.

Els6 lépésben nézziik meg a 17-el vald oszthatosagot.

Ehhez csoportositsuk at a tagokat igy: (20% — 3%*) + (162" — 1). Ekkor ismert azonossig
alapjan mindkét zar6jelbdl ki tudjuk emelni a 17-et. Az els6 zarojelbdl kiemelhets a 20 —3 =
17, a mésikbol pedig a 16> —1 = (16 —1) - (16 +1). Ezzel a 17-el val6 oszthatosdgot belattuk.

Most ismét atcsoportositjuk a tagokat a 19 kiemeléséhez: (202 — 1) + (16% — 3%). Az
el6bbiek szerint az els§ tagbol kiemelhet6 20 — 1 = 19, a mésodikbdl pedig a 16 + 3 = 19.
Ezzel a 19-el valo oszthatosagot belattuk.

« NMMYV 2008. 10/1 »

65. Feladat. Add meg azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amellyel az 1993-at megszorozva
olyan tobbszorosét kapod, amelynek 1994 az utols6é négy jegye!

Megoldas. A keresett szam a 4858. Ugyanis az 1993 valamely t&bbszordsének utolso jegye
csak akkor lehet a 4, ha az 1993 szorzojanak az utolsé jegye 8. Az 1993 - 8 szorzat utolso
két jegyebdl adodo kétjegyt szam a 44. Ehhez 5 darab tizest kell adni, hogy a keresett
tObbszoros 94-re végzddjék, &m a 3-nak csak az 5-szordse ad 6t egyest, tehat az 1993 keresett
szorzojanak utolsd két jegyét mar ismerjiik: 58. Az 1993 - 58 = 1000A + 594, vagyis most 4
szazast kell kapjunk a keresett szorzo szdzasadnak és az 1993 egyesének szorzatabol. Ezt csak
ugy érhetjiik el, ha az emlitett szdzasok szama 8. Az 1993 - 858 = 10000 - B + 9994, és igy
a keresett szorz6 ezresének és a 3-nak a szorzatabol két darab ezrest kell kapjunk, amit csak
akkor nyerhetiink, ha az ezresek szama 4. Valéban: 1993 - 4858 = 9681994 és eljarasunkbol
adodik, hogy a 4858 a legkisebb ilyen tulajdonsagi pozitiv egész.

« VARGA TAMAS MATEMATIKAVERSENY, 1993. 3. FORDULO 2. FELADAT 7.
OSZTALYOSOK VERSENYE »

I 8 I
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66. Feladat. Melyik az a haromjegyt szam, amelynek négyzete is és kobe is ugyanezzel a
haromjegyid szammal végz&dik?

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1999. 11. OSZTALY 1. FELADAT »

67. Feladat. Peti gondolt egy pozitiv egész szamra ¢és huszonharom allitast fogalmazott meg
a szammal kapcsolatban, melyek koziil kett§ szomszédos nem igaz, de a t&bbi igaz.

1. Oszthato 2-vel.

2. Oszthato 3-mal.

3. Oszthato 4-gyel.

23. Oszthato 24-gyel.

Peti a lehet6 legkisebb ilyen szamra gondolt. Melyik ez a szam?
«KOMAL K. 690.»

3. OSzZTOK SZAMA
68. Feladat. Allitsuk el6 a 2"-t néhany egymést kovets pozitiv egész Osszegeként.
69. Feladat. Hanyféleképp all elg a 2010 néhany egymast kévets pozitiv egész Osszegeként?
« KALMAR LASZLO MATEMATIKAVERSENY ALAPJAN »
70. Feladat. Hatarozzuk meg n-et, ha n® + n* — 30n-nek pontosan 8 osztéja van.

71. Feladat. Igazoljuk, hogy az 1,2, ..., 2n szdmok koziil n+1-et valasztva lesz a kivalasztott
szamok kozott kettd, melyek relativ primek.

72. Feladat. Adjuk meg a legkisebb olyan pozitiv egész szamot amelynek

(a) 1, (d) 4, (g) 8, (i) 20,
(b) 2, (e) 5, (h) 10, (k) 24,
(¢) 3, (f) 6, (i) 12, (1) 100.

pozitiv osztoja van.

73. Feladat. Az n pozitiv egész szamnak 1996 pozitiv osztdja van. Igazoljuk, hogy n nem
oszthato 1995-tel.

Otlet. 1996 = 22 - 499
« GEROCS: REPETA MATEK »

74. Feladat. Hatarozzuk meg az Osszes olyan pozitiv egész szamot, amelynek 4 pozitiv egész
osztOja van, és ezen osztoinak Osszege 108.

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 2001. 9. OSZTALY 5. FELADAT »

75. Feladat™. Egy 61 x 61-es sakktabla négyzeteire elhelyezziik a pozitiv egész szamokat a
bal felsé sarokbol indulva és a tabla sorainak megfeleléen haladva 1-t6l 61%-ig. Ezutan els
lépésben minden beirt szam elGjelét negativra valtoztatjuk. Masodik 1épésben minden péaros
szam elGjelét megvaltoztatjuk, harmadik 1épésben minden 3-mal oszthaté szam elGjelét, és
igy tovabb, amig a 1épés lehetséges. Mindezt elvégezve a tablan hany olyan 1 x 2-es téglalap
lesz, amelyben a szamok Osszege negativ?

«KOMAL C. 1660.»
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4. NEGYZETSZAMOK

76. Feladat. Igazold, hogy 7 darab kiilonboz6 természetes szadm négyzete kozott van két
olyan, amelynek a kiilonbsége 10-zel oszthato.

« VARGA TAMAS MATEMATIKAVERSENY, 1989. 1. FORDULO 4. FELADAT 6.
OSZTALYOSOK VERSENYE »

77. Feladat. Igazoljuk, hogy az 1,11, 111, ... sorozatban pontosan egy négyzetszam van.
78. Feladat. Hany négyzetszam van a 14,144, 1444 ... sorozatban?

79. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy négyzetszam utolso szdmjegye 6, akkor az utolso elGtti
paratlan.

« VARGA TAMAS MATEMATIKAVERSENY, DONTO, 1994/95., 7. OSZTALY »

80. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy négyzetszam utolsd el6tti szdmjegye paratlan, akkor
utolsé szamjegye 6.

« ARANY DANIEL MATEMATIKAI TANULOVERSENY, I. FORDULO, KEZDOK, 1995/96. »

81. Feladat. Igazoljuk, hogy négy szomszédos természetes szam szorzatihoz egyet adva,
mindig négyzetszamot kapunk.

« KOZEPISKOLASOK HAJDU-BIHAR MEGYEI MATEMATIKA VERSENYE, 1975.,
9.0SZTALY, 5. FELADAT »

82. Feladat. 1156 = 342 111556 = 3342, 11115556 = 33342, 1111155556 = 333342, ... fogal-
mazzuk meg altalanos észrevételiinket és bizonyitsuk is be.

« KOZEPISKOLASOK HAJDU-BIHAR MEGYEI MATEMATIKA VERSENYE, 1976.,
12.08ZTALY, 5. FELADAT, KALMAR VERSENY 5. OSZTALY »

83. Feladat. Tudjuk, hogy a,b, c olyan pozitiv egészek, melyekre a? + b* = . Igazoljuk,

hogy ekkor
(a) 5labc
(b) 6|ab
(c) 12|ab.

84. Feladat. Janos és Otto testvérek és eladtak az 0sszes CD lemeziiket Andrasnak. Minden
lemezért annyiszor 100 Ft-ot kaptak, mint ahadny lemeziik volt. Andras a vételarat 1000
Ft-osokban fizette ki, ameddig csak tudta, és csak a maradékot adta fémpénzben. Mivel a
testvérek az 1000 Ft-osokat nem tudtak egymas kozt egyenlGen felosztani, Janos eggyel tobbet
kapott, mig Ott6 kapta a fémpénzeket. Janos felvaltott egy ezrest, s még odaadott néhany
fémpénzt Ottonak, s igy ugyanannyi pénziik lett. Hany forintot kapott Ottd Janostol?

« ZRINYT ILONA MATEMATIKAVERSENY, DONTO, 1998. 6. OSZTALY »
85. Feladat. Hatarozzuk meg az Osszes n? + 6n alaki négyzetszamot.

Otlet. n? < n?+6n < (n +3)?
« SZOKEFALVI, 2009. »

86. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy 199722 + 1998z + 1995 semmilyen z egész szam esetén
sem lesz teljes négyzet!

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1997. 9. OSZTALY 1. FELADAT »
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87. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n paratlan, akkor n® 4+ 1 nem négyzetszam.
« SZOKEFALVI, 2009. »
88. Feladat. Igazoljuk, hogy 1991199 + 19921992 4 |+ 1996'9% nem négyzetszam.
« KOMAL F. 3107. »
89. Feladat. Igazoljuk, hogy n?* + 1 nem végzédhet egynél t6bb 0-ra.

90. Feladat.

(a) Adott 10 pozitiv egész, melyek egyikének sincs 20-nal nagyobb prim osztoja. Igazol-
juk, hogy kivalaszthato koziiliik néhany (legalabb egy, legfeljebb az Gsszes) tgy, hogy a
szorzatuk négyzetszam.

(b) Adott 11 porzitiv egész, melyek egyikének sincs 30-nal nagyobb prim osztoja. Igazol-
juk, hogy kivalaszthato koziiliik néhany (legalabb egy, legfeljebb az Gsszes) gy, hogy a
szorzatuk négyzetszam.

91. Feladat. Adott 48 pozitiv egész szam, melyek szorzatanak 10 kiilonb6z6 prim osztoja
van. Mutassuk meg, hogy van a szamok kdzott négy olyan, melyek szorzata négyzetszam.

92. Feladat. Legfeljebb hany kiilonb6z6 négyzetszam adhatoé meg gy, hogy semelyik ketts
kiilonbsége ne legyen oszthato 11-gyel?

93. Feladat. Van-e olyan négyzetszam, amelyben a szamjegyek Gsszege

(a) 2010
(b) 2018

Otlet. Vizsgaljuk a harmas, kilences maradékot.

94. Feladat. Igazoljuk, hogy &6t szomszédos természetes szam négyzetének 6sszege nem lehet
négyzetszam.

95. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy 32°°Y 4 4 szam pozitiv osztoéinak szdma Osszetett szam!

Otlet. Lassuk be, hogy 3209 + 4 §sszetett, majd azt hogy nem négyzetszam.
« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 2003. 10. OSZTALY 3. FELADAT »

96. Feladat. Vannak-e olyan 3-nal nagyobb p,r primszamok, amelyekre 2p® + 7r? + 2021
szamjegyeinek Osszege négyzetszam?

«KOMAL B. 5166.»

97. Feladat.

(a) Igazoljuk, hogy 2003 paratlan négyzetszam Osszege nem lehet négyzetszam.

(b) Igazoljuk, hogy 2005 paratlan négyzetszam Gsszege nem lehet négyzetszam.

(c) Igazoljuk, hogy 2007 paratlan négyzetszam Gsszege nem lehet négyzetszam.

(d) Igazoljuk, hogy 10*+3 paratlan négyzetszam dsszege nem lehet négyzetszam, ahol k € Z7 .
(e) Igazoljuk, hogy n - 10F + 3 paratlan négyzetszam Osszege nem lehet négyzetszam, ahol
k>2 1<n<9, n,k,eNT.

Otlet. Vizsgaljuk a nyolcas maradékot.

98. Feladat. Adott egy pozitiv egészekbdl all6 négyelemi halmaz, melyre teljesiil, hogy
barmely két elemének szorzatahoz 13-at adva négyzetszamot kapunk. Igazoljuk, hogy a
halmaz minden eleme néggyel nem oszthat6é paros szém.
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«KOMAL B. 4898.»
99. Feladat. Keressiik meg az 0sszes aabb alaku négyzetszamot!
100. Feladat. Legfeljebb mekkora lehet a 2" fokos sz6g szinusza, ha n pozitiv egész?

Megoldas. A megoldas soran a fok jelolést elhagyjuk. sin(2") = sin(2" — 360k), ha k egész
szam, és alkalmas k-val 0 < 2" — 360k < 360. A [0,360) intervallumon beliil a [0, 180]-ban
a sinx értéke nemnegativ, és itt annal nagyobb, minél kézelebb van = a 90-hez. Igy n és k
azon értékeit keressiik, amelyekre 0 < 2" — 360k < 360 és 2" — 360k a lehets legkozelebb esik
a 90-hez; azaz 0 < 2773 — 45k < 45, és 2773 — 45k eltérése a 90/8 = 11,25-t6] minimalis. A
92,2223, ....212, 213 maradéka a 45-tel osztva rendre: 2,4, 8, 16,32, 19, 38, 31,17, 34,23, 1, 2.
Innentdl a maradékok periodikusan ismétlédnek, ezért a 11, 25-hoz legkdzelebb es6 maradék
a 8. Igy 2" — 3 = 23 esetén n = 6, azaz sin(2") legnagyobb értéke sin 64° =~ 0, 8988.

« KOMAL B. 3477. »

5. LNKO, LKKT

101. Feladat. Adjunk meg

(a) harom,

(b) &

pozitiv egész szamot melyek legnagyobb kozos osztoja egy, de koziiliik semelyik ketts sem
relativ prim.

102. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a és b relativ primek, akkor

(a) (a;a+0b) =1, (¢) (b*;a+b) =1,
(b) (a;0?) =1, (d) (a*a—b*) =1.

Otlet. A megoldasok indirekt modon elvégezhetSk. A feltevés, hogy a vizsgalt két szamnak
van valami kozos p primtényezéje ellentmondasra vezet.

(a) Ha (a;a+ b) = p, akkor pla és pla + b maga utan vonja, hogy p|(a+b) —a = b, azaz a és
b mégsem relativ primek.
« SARGA »

103. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely n pozitiv egész esetén (2" + 1,2" — 1) = 1.

« SARGA »
104. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely n pozitiv egész esetén (2" + 1,4" +1) = 1.

« SARGA »
105. Feladat. Igazoljuk, hogy (a;b) = (a;a —b).

Megoldas. Legyen d|a és d|b. Ekkor d|a — b is fennall. Vagyis a és b minden kozos osztoja
kozos osztdja a-nak és a — b-nek is, igy a legnagyobb kozos osztojuk is megegyezik.

106. Feladat. Melyik ismert eljaras helyessége kovetkezik a fentiekb6l?
107. Feladat. Mely a pozitiv egész szamokra all fenn, hogy

(a) (a;8) = 80,
(b) (a;60) = 15,
(c) [a;16] = 48,
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(d) (a;120) = [a; 24],
108. Feladat. Igazoljuk, hogy pozitiv szamokra (a;b) [a;b] = ab

Megoldas. Legyen (a;b) = d. Ekkor a = kd,b = md,(k;m) = 1. Legyen g az a és b
egy kozos tobbszorose. Ekkor alkalmas pozitiv egészekkel g = at,g = bv. Ekkor b|g, azaz
md|at, azaz md|at, azaz md|kdt, azaz m|kt. De mivel (k;m) = 1, ezért m|t. Ekkor alkalmas
r egésszel t = mr. Igy g = at = amr = kdmr. Igy g minden t6bbszorose, ezaltal a, b minden

koz6s tobbszorose tobbszorose kdm-nek (mivel ez is a, b kozos tobbszorose), igy kdm az a és

b legkisebb kozos tobbszorose. De [a;b] = kdm = %

109. Feladat. Mely n, k pozitiv egészre teljesiil, hogy

(a) (n;k) =13 és [n; k] = 2002, (f) n+ k = 1323 és [n; k| = 147,
(b) (n;k) =26 és [n; k] = 4784, (g) (nyk) =7 ¢és n+ k=100

(¢) (n;k) =13 és [n; k] = 2018, (h) a+b=36(a;b) és [a;b] = 3850,
(d) (n;k) =pés [n; k] = pg®, (p,q primek), (i) a+ b= 370, és [a;b] = 270(a; b),
(e) n+k =13 és [n; k] = 720, (i) a+b =667, és (2 = 120.

« SARGA »
110. Feladat. Keressiink olyan pozitiv egész szamokat melyekre [a;b] = a + b.

Otlet. Legyen (a;b) = d. Ekkor a = dn,b = dm, (m;n) = 1. Ekkor [a;b] = (“b alapjan

a;b)
dn + dm = 4min

111. Feladat. Oldjuk meg az [a;b] + (a;b) = a + b+ p egyenletet, ahol a, b pozitiv egész, p
pedig prim.

Megoldas. Legyen (a;b) = d. Ekkor egyenlGség csak akkor allhat fenn, ha d = 1 vagy d = p.
Ha d = p, akkor az [a;b] = a + b egyenletet kapjuk, amelynek az el6z6 feladat alapjan nincs
megoldasa. Ha d = 1, akkor felhaszndalva, hogy [a;b](a;b) = ab, (a — 1)(b — 1) = p adodik.
Innen a =2,0=3,p=2,vagya=3,b=2,p=2. « SARGA »
112. Feladat. Mely k,[, m természetes szamokra &ll fenn, hogy [k;1; m] = 60984, 88k = 91,
és 11m = 2k?

« SARGA »

113. Feladat. Tudjuk, hogy (a;b) = 5. Milyen értékeket vehet fel
(a) (a+b;a—0)
(b) (a+ 2b;4a — b)?

114. Feladat. Hatarozzuk meg azon n pozitiv egész szamok Osszegét, melyekre [2003;n] <
(2003; ).

Otlet. A 2003 prim.
115. Feladat. Hatarozzuk meg azon n pozitiv egész szamokat, melyekre [2003; n] < (2003; n)2.

116. Feladat. Hatarozzuk meg azon n pozitiv egész szamok Osszegét, melyekre [2003;n| <
(2003; n)*, ahol k € Z* rogzitett.

117. Feladat. Hatarozzuk meg azon n pozitiv egész szamok Osszegét, melyekre [p;n] <
(p; n)Q, ahol p rogzitett prim.
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118. Feladat. Hatarozzuk meg azon n pozitiv egész szamok Osszegét, melyekre [p;n| <
(p; n)k, ahol k € Z* és p prim rogzitett.

119. Feladat. 49 természetes szam Osszege 999, hatarozzuk meg legnagyobb k6zos osztojuk
legnagyobb értékét.

« KOZEPISKOLASOK HAJDU-BIHAR MEGYEI MATEMATIKA VERSENYE, 1985.,
12.08ZTALY, 5. FELADAT »

120. Feladat. Adottak az a,a + d,a + 2d,...,a + (n — 1)d porzitiv egész szamok (n > 1,
egész). Igazoljuk, hogy ha az adott szamok egyike sem oszthatd n-nel, akkor n és d nem
relativ primek!

Otlet. Skatulya-elv.
« NMMV 1998. 11/3 »



