Elemi matematika 1. - MTN224g

PRIMEK

1. BEVEZETO FELADATOK

Megjegyzés. A pozitiv egész szamok halmazaban a p,(p > 1) prim, ha rendelkezik a
prim tulajdonsaggal, azaz ha plab-bdl kovetkezik, hogy pla vagy p|b. A pozitiv egész szamok
halmazéaban a ¢, (¢ > 1) felbonthatatlan (irreducibilis), ha ¢ = ab-bdl kévetkezik, hogy ¢ = a
vagy q = b. Az egész szamok gyiirtjében a primeket a hagyomanyos értelemben felbontha-
tatlanként kezeljiik, és ezt meg is tehetjiik mert a primek és a felbonthatatlanok euklideszi
gylrtiben egybeesnek, de ez altalaban nem igaz. Az igaz, hogy ha egy [ integritastarto-
méanyban a szorzasnak nincs egységeleme akkor nincsenek I-ben primek, és az is, hogy ha
egy [ integritastartomanyban a szorzasnak van egységeleme, akkor a primek sziikségképpen
felbonthatatlanok is. Gauss-gytiriikben mér az is igaz, hogy az felbonthatatlanok primek.

1. Feladat. Hogyan segit az Eratoszthenészi-szita a primek ,kiszitalasaban”?

2. Feladat. Milyen més modszereket ismeriink primek ,szitalasra” Tekintsiik példaul a
https://demonstrations.wolfram.com/AParabolaSieveForPrimeNumbers/ demonstraci-
6t. Hogyan miikodik?
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Megoldas.Az 3y?> = x parabolara minden 1-nél nagyobb i, j pozitiv egészre dsszekotiink min-
den (7%, —i) pontot minden (52, —j) ponttal. Ezen 6sszekots egyenesek az x tengelyt a (ij;0)
pontban metszik. (Miért?) Igy az x tengely 1-nél nagyobb pozitiv egész pontjait tekint-
ve minden Osszetett szamot metsziink legalabb egy ilyen egyenessel. A szabadon maradt,
egyenessel nem metszett értékek a primek.

3. Feladat. Harom primszam &sszege 2018. Lehet-e a szorzatuk 20318877

4. Feladat. Igazoljuk, hogy nincs két olyan szomszédos primszam, melyek kozoétt pontosan
2018 dsszetett szam lenne. Altalanositsunk!

5. Feladat. Igazoljuk, hogy a primszamok sorozatidban tetszéleges nagy hézag lehet, azaz,
hogy tetszGleges n természetes szam esetén megadhatd n egymast kovets Osszetett szam.

Otlet. Vizsgaljuk az (n + 1)! +2,(n+1)! +3,...(n + 1)! + (n + 1) sorozat tagjait.
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6. Feladat. Lehet-e 2021 egymast kovets pozitiv egész szam Osszege primszam? Altalano-
sitsunk!

7. Feladat. Lehet-e 4k darab egymast kdvets egész szam Osszege prim?

8. Feladat. Irjuk le az 1,2, 3, ..., 40 szamokat olyan sorrendben, hogy barmely két szomszé-
dos tag Osszege prim legyen.

Otlet. A 41 és a 43 prim.

9. Feladat. Van-e olyan hidromjegyd primszdm, amelynek szidmjegyeit Osszeszorozva tizet
kapunk?

« VARGA TAMAS MATEMATIKAVERSENY, 1990. 1. FORDULO 4. FELADAT 6.
OSZTALYOSOK VERSENYE »

10. Feladat. Keressiik meg azokat a négyzetszamokat, amelyeket 11-gyel maradékosan oszt-
va a hanyados primszam és a maradék 4.

11. Feladat. Legyen p, az n-edik primszam, és N = p, + p,+1 (n > 1). Bizonyitsuk be,
hogy N legalabb 3, nem feltétleniil kiilonb6z6 primszam szorzata.

Otlet. Vizsgaljuk a paritast, dolgozzunk a szamtani kozéppel.
« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1993. 11. OSZTALY 1. FELADAT »

12. Feladat. Az a osszetett szam legkisebb valodi osztoja nagyobb /a-nal. Tgazoljuk, hogy
a két primszam szorzata.

13. Feladat. Az ABC, C-ben derékszdgi haromszégben BC = p, ahol p primszam, az AC
befogd hosszanak szamértéke a k- p (k € Nk > 2), tovabba egész szam annak a négyzetnek
az oldalhossza is, amelynek egyik csticsa a C' pont, a tébbi csticsa az ABC' hdromszog oldalain
van. Bizonyitsuk be, hogy a négyzet teriilete k*-tel egyenld!

Megoldas. Jeloljiik a négyzet oldalhosszat x-szel, ekkor FB =p —x és AD = kp — «x.

B
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A BFFE és EDA haromszogek a szogek egyenldsége miatt hasonlok, ami azt jelenti, hogy
B2 = et ebbdl pedig atszorzas és rendezés utan az kovetkezik, hogy z(k+1) = kp. Tudjuk
azonban, hogy a k és a k+ 1 relativ primek, azért k+ 1 sziikségképpen osztdja a jobb oldalon
a p szamnak is. Fz pedig csak azt hagyja lehet6ségként, hogy k + 1 = p, tovabba z = k, és
igy a négyzet teriilete 22 = k2.

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 2002. 9. OSZTALY 4. FELADAT »

2. EGYENLETEK PRIMEKRE
14. Feladat. Oldjuk meg a primek halmazén a p? + 1 = r egyenletet.

Otlet. Vizsgaljuk a paritast, majd a harmas maradékot.
I 2 I
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15. Feladat. Oldjuk meg a primek halmazan a p* — 2¢> = 1 egyenletet.

Megoldas. Atrendezve 2¢°> = (p — 1)(p + 1) adodik. A p = 2 eset nem ad megoldast, p
paratlan, ekkor viszont ¢ csak paros lehet, mert a jobb oldali szorzat oszthatd 4-gyel. Ez az
eset megoldast is ad, a p*> — 2 - 22 = 1 egyenletbsl p = 3,q = 2.

16. Feladat. Oldjuk meg a primek halmazan a kovetkezd egyenletet:
p+p*+p* g+ ¢+ g’ = 2393

17. Feladat. Oldjuk meg a primek halmazén a

(a) 2p+3q + 6r =78,
(b) 2p + Tq + 14r = 252 egyenletet.

Altalanositsunk!

18. Feladat. Harom prim szorzata az Osszegiik
(a) Otszorose,

(b) tizenkétszerese,

(c) tizenharomszorosa,

(d) m-szerese.

Hatarozzuk meg ezeket.

« KOZEPISKOLASOK HAJDU-BIHAR MEGYEI MATEMATIKA VERSENYE, 1985.,
9.0SZTALY, 2. FELADAT »

19. Feladat. Oldjuk meg a primek halmazan: 8 + p* = q.

Megoldas. Vilagos, hogy p paratlan. A p = 3 j6, mivel az 521 prim. Ha p > 3 és prim,
akkor a 8 a 8 egy paratlan kitevGs hatvanya, ami harommal osztva 2 maradékot ad, mig a
p? egy harommal nem oszthaté szam négyzete, ami harommal osztva 1 maradékot ad. Ezek
alapjan a baloldal hArommal oszthat6 (és nagyobb, mint harom), teh&t nem lehet prim.

20. Feladat. Igazoljuk, hogy nincsenek olyan kiilonb6z6 primek, melyek reciprokai (legalabb
3 tagu) szamtani sorozatot alkotnak.

. 1 1 2

Otlet. Az — + — = = alakot vizsgélva, az (2p — q)(2r — q) = ¢* egyenlethez jutva bontsunk
p rr g

esetekre.

21. Feladat. Milyen p és ¢ primszamokra teljesiil a 3(p* — q) = ¢* — p egyenlet?

Megoldas. Alakitsuk at az egyenletet: (3p + 1)p = q(q + 3). Mivel p és g primek, azért
3p + l-nek g-val, ¢ + 3-nak p-vel kell oszthatonak lennie. Ebb&l lathatd, hogy a két prim
nem lehet egyenls. Ha az egyik esetben a hanyados k, a mésikban [, akkor az egyenlet
kqp = qlp, amibdl k = [ sziikségképpen kovetkezik. Ekkor a két oszthatdsag 3p + 1 = kq és
q + 3 = kp alakba irhato, amit megoldva (k* — 3)p = 3k + 1 adodik. k > 4-re a bal oldal els6
tényezGje mar nagyobb lesz a jobb oldalnal, ezért elegendé a k < 4 esetet vizsgalni. Egyszert
behelyettesitéssel kapjuk, hogy csak k = 2 esetén lesz a p valoban primszam. Ebben az
esetben p =7 és ¢ = 11 adodik, ami konnyen ellenérizhet6 modon tényleg megoldas lesz.

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1999. 9. OSZTALY 1. FELADAT »

22. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv primszadmok halmazan a kivetkezs egyenletet: 322 +6x =
2y + Ty.
I 3 I
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Megoldas. Az oszthatosag konnyebb vizsgalata érdekében célszeri atrendezni az egyenletet:
3x(x+2)=yy+7)

Mivel z és y primszamok, ez azt jelenti, hogy x|y (ekkor z =y ), vagy x|2y + 7. Az els6
esetben nincs értelmes megoldas, az x(z — 1) = 0 mésodfoku egyenletet kapjuk. A mésodik
esetben az is igaz lesz, hogy 3z|2y + 7, mert 3z osztja a bal oldalt, és relativ prim y-hoz
(y = 3 konnyen lathatoan nem ad megoldést). Ekkor

3 < 2y+7

Tovabba igaz az, hogy y|(x + 2) (mivel 32-hez relativ prim). Igy az iménti egyenldtlenségbe
behelyettesitve és tovabb becsiilve

3 <2y+7<2zx+11

-et kapjuk, tehat x < 11 a megoldas sziikséges feltétele. Felhasznalva az oszthatdsédgokat, és
a nagysagviszonyokat, tekintsiik 4t x lehetséges értékeit!

xr = 2-re y az v + 2 = 4 osztoja, de 2 nem lehet, tehat nincs megoldas. = = 3-ra y az
x + 2 = b5 osztdja, tehat csak 5 lehet, de a 9 nem osztjaa 2-5+7 = 17-et. x =5-re y =7 az
egyetlen lehetdség, de 3-5 f2-7+7. o =T-rey=3,de3-7 f2-3+7. Es végiil x = 11-re
y = 13, ez konnyen ellenérizhetGen megoldas, és a gondolatmenetiink szerint mas megoldas
nem is létezik.

« NMMV 1993. 10/3 »

23. Feladat. Igazoljuk, hogy nincs kizarélag primekbdl &llo pithagoraszi-szamhérmas, azaz
a p* + ¢* = r? egyenletnek nincs megoldésa a primek halmazan.

3. OSZTHATOSAGI FELADATOK PRIMEKRE

24. Feladat. Keressiik meg az 6sszes olyan p primet melyre
(a) 8p° + 1,

(b) 2018p? + 1 prim.

Altalanositsunk!

Otlet. 18163 = 41 - 443.

25. Feladat. Rendezziik sorba az 1,2,3,4, 5,6 szdmjegyeket, hogy a kapott hatjegyid szam
prim legyen.

26. Feladat. A kétjegyii szamokat 35-t61 42-ig egymas mellé irjuk tetszés szerinti sorrendben.
Hany primszam van az igy kaphat6 16 jegyd szdmok kozott?

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 2001. 9. OSZTALY 4. FELADAT »

27. Feladat. Van-e olyan n természetes szadm, melyre 2018" — 1 és 2018" + 1 is prim?
Altalanositsunk!

28. Feladat. Igazoljuk, hogy egy haromndal nagyobb primszidm négyzeténél eggyel kisebb
szam mindig oszthatd 24-gyel.

29. Feladat. Két primrél tudjuk, hogy az 0sszegiik is prim, valamint, hogy az 6sszegiik és a
szorzatuk szorzata oszthato 10-zel. Hatarozzuk meg ezeket a primeket.

« KOZEPISKOLASOK HAJDU-BIHAR MEGYEI MATEMATIKA VERSENYE, 1987.,
10.0SZTALY, 5. FELADAT »
S 4 S
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30. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha p és ¢ 5-nél nagyobb primszam, akkor p* — ¢* oszthaté
60-nal!

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1997. 10. OSZTALY 3. FELADAT »

31. Feladat. Keressiik meg az 6sszes olyan p primet melyre
(a) p+10,p + 110, p + 1110,

(b) p+10,p + 14,

(c) p+2,p+6,p+8,p+ 14,

(d) 10p — 1,10p + 1 is prim.

32. Feladat. Mely p pozitiv primszamokra lesz 2p + 1, 3p + 2, 4p + 3, 6p + 1 mindegyike
primszam?

Otlet. Vizsgaljuk az Gttel vett osztasi maradékot.
« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1992. 9. OSZTALY 2. FELADAT »

33. Feladat. Igazoljuk, hogy ha p és p? + 8 prim, akkor p> +p + 1 és p?> + 3p + 1 is az.
Talaljunk ki mi is hasonl6 feladatokat!

34. Feladat. Hatirozzuk meg mindazokat a p,q primeket, melyekre p + g és p? + ¢*> — ¢ is
prim.

p—r

«KOMAL C. 1672.»
Otlet. Vizsgaljuk p,r harmas maradékainak egymashoz valé viszonyat.

36. Feladat. Hatarozzuk meg azokat a p és ¢ primszamokat, amelyekre a p + q és p? + ¢* —
p—q—1is prim.

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 2007. 10. OSZTALY 4. FELADAT »
37. Feladat. Hatarozzuk meg mindazokat a p, ¢ primeket, melyekre pqg — 1 és pq+ 1 is prim.

38. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha p és ¢ haromnal nagyobb primszam, akkor 7p?411¢>—39
nem primszam.

Otlet. Hasznaljuk: Minden 3-nal nagyobb primszam felithaté vagy 6k + 1, vagy 6k — 1
alakban. (Miért?)
« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 2004. 9. OSZTALY 6. FELADAT »

39. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha p és ¢ 3-nal nagyobb primszamok, akkor p? 4 7¢* — 23
nem primszam.

Otlet. Hasznaljuk az el6z6 feladat Gtletét.
« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1995. 10. OSZTALY 2. FELADAT »

40. Feladat. Mely n természetes szam esetén lesz prim a(z)

(a) n*+4n? + 3,

(b)n +3n* +n+ 3,

(c) n*+nd+2n2+n+1,
(d) n® —2n% — 4n + 8,
(e) 25" +2- 5"+ 1,
kifejezés értéke?
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Otlet. Alakitsunk szorzatta.
41. Feladat. Keressiik meg az a* + 4 (a € N) alakt primeket.

« KOZEPISKOLASOK HAJDU-BIHAR MEGYEI MATEMATIKA VERSENYE, 1976.,
9.0SZTALY, 5. FELADAT »

42. Feladat. Keressiik meg mindazokat a p primeket, melyekre 2p + 1 kobszam.
« SZOKEFAIVI, 2009. »
43. Feladat. Hatarozzuk meg mindazokat a p, ¢ primeket, melyekre p? 4+ ¢? is prim.

44. Feladat. Az a és b pozitiv egész szamokra teljesiil, hogy 34a = 43b. Mutassuk meg,
hogy a + b nem prim.

Otlet. 34 =33 — 1,43 =44 — 1.
« KOMAL B. 3293. »

45. Feladat. Andras és Béla egyarant elmultak mér 5 évesek, és mindkettGjiik életkora
primszam, s6t ha Andras annyi id6s lesz, mint Béla most, akkor Béla életkora ismét prim
lesz. Igazoljuk, hogy akkor, amikor Andras sziiletett, Béla életkora oszthato volt 6-tal.

46. Feladat. Hany olyan p prim van, melyre nem teljesiil tetszéleges a egész szam esetén,

hogy
plla+1)*+(a+2)°"+...+ (a+p)*

« PEST MEGYEI MATEMATIKAVERSENY »

47. Feladat. Hatarozzuk meg az osszes olyan p, ¢ primszdmot, melyre az 2°> — qz +p = 0
egyenlet gyokei egészek.

48. Feladat. Keressiik meg azokat a p primeket, amelyekre a p* + 11 szamnak pontosan 6
pozitiv osztdja van.

Otlet. p* + 11 = (p—1)(p+1) + 12.

49. Feladat*. Minden pozitiv egész n-re jelolje A, azon pozitiv egészek halmazat, amelyek
nem relativ primek n-hez. Milyen n-ekre kovetkezik x,y € A,-bél, hogy (z +y) € A,7

Megoldas. Mivel az 1-hez minden szam relativ prim, azért A; az tires halmaz, igy =,y € A;-
bél x +y € A, nyilvanvaléan teljesiil. Legyen most n > 1. Ha n = p* primhatvany, akkor egy
szam vagy relativ prim n-hez, vagy oszthato p-vel. Ha tehat x,y € A,,, akkor  és y oszthato
p-vel, igy az Osszegiik is, tehat = + y € A, kovetkezik. Ezek a szamok tehat megfelelGek.
Megmutatjuk, hogy ha n primosztoinak szama legalabb 2, akkor vannak olyan x és y szamok,
amelyek nem relativ primek n-hez, mig az 6sszegiik az. Legyenek n primosztoi py, po, - - -, Pm,
m > 2. Legyen © = p; és y = paps...pm. Ekkor x és y nyilvin nem relativ prim n-hez.
Az x 4+ y szdmnak viszont nincs 1-nél nagyobb kozos osztdja n-nel, hiszen nem oszthatod
az n egyetlen primosztdjaval sem. Tehat x,y € A,, v +y ¢ A,; a megoldast pontosan a
primhatvanyok jelentik.

« KOMAL Gy. 3151. »

50. Feladat. Igazoljuk, hogy az egész szamok korében a felbonthatatlanként definialt primek
rendelkeznek a primtulajdonsaggal.



Elemi matematika 1. - MTN224g SZTE - Méader A. - 2022.

4. PRIMEKKEL KAPCSOLATOS TETELEK, ,NEVEZETES” PRIMEK
4.1. Tkerprimek

51. Feladat. Hatarozzuk meg azokat a p és ¢ ikerprimszamokat, amelyekre p? — pq + ¢ is
prim. (A p és ¢ primszamok ikerprimek, ha [p — ¢| = 2.)

« KOMAL C 346. »
52. Feladat. Igazoljuk, hogy a 3-nal nagyobb (p;q), (r; s) ikerprimek esetén 12|qs — pr.

53. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a p,q > 2 primekre p?q és ¢°p sszegének és kiilonbségének
hanyadosa egész, akkor az oszthato 6-tal.

Megoldas. A feladat feltételei alapjan p + ¢ = kp — kq, ahonnan ¢(k + 1) = p(k — 1). Mivel
(p;q) = 1, ezért p osztdja k + 1-nek, q osztoja k — 1-nek, azaz k+1 = rp és k — 1 = sq, tehat
qrp = psq vagyis r = s. Ezek szerint k = rp — 1 = sq + 1, ahonnan r(p — q) = 2. Igy csak
r=1¢és p—q =2 lehetséges. (A masik eset: 7 = 2,p = 3,¢ = 2 nem felel meg a feladat
feltételeinek.) Ezek szerint p és g ikerprimek és innen k a koztiik 16v6 egész, vagyis oszthato
6-tal, ahol k, r, s megfelel§ egész szamokat jelolnek. (Ha nem kévetlejiik meg a p, ¢ primekrdl,
hogy paratlanok legyenek, akkor a feladat allitdsa nem igaz: p = 2,q = 3 esetben a hanyados
egész és 5.)

4.2. Fermat-szamok

54. Feladat. Igazoljuk, hogy ha 2" + 1 prim, akkor sziikségképpen n kettShatvany. (Ezek
az Gn. Fermat-szamok, illetve Fermat-primek.) Igaz-e az allitas megforditésa?
Otlet. Hasznaljuk, hogy ha [ paratlan, akkor

ad+0=(a+b)(at—a2+- 0.

55. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely két Fermat-szdm relativ prim, azaz barmely n > m > 0
egész szamok esetén 22" + 1 és 22" + 1 relativ primek.

Megoldas. Végezziik el a kovetkezs atalakitasokat:
22n . 1 _ (227n+1>2n7'm71 . 1 _ ((227n+1)2(n7'm71)71 . 1) . ((22'm+1)2(n77n71)71 + 1)

—A-27TH D) =427 1) (27 + 1)

A fenti atalakitassorozatban az a? —b* = (a+b)-(a—b) azonossagot alkalmaztuk, az utolso
el6tti 1épésben a rovidség kedvéért n — m — 1-szer. A fentiekben az A a szorzat ki nem irt
tényezGinek szorzata, igy természetesen egész. Kaptuk tehat,

22" 1127 —1
ami az oszthatosig definicidja szerint azt jelenti, hogy létezik olyan k egész szam, hogy
(22" +1)-k=2"" -1
atrendezve:
27 +1=(2"+ 1)k +2
27+ 1,22 + 1) = 2" + 1,2 + Dk +2)=(2,2"" +1) =1
Az utolso 1épésben a legnagyobb kézos osztora vonatkozo, jol ismert (a,a -k + b) = (a,b)

azonossagot alkalmaztuk. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.
- 7 -
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56. Feladat. Az el6z6 feladat eredményének segitségével igazoljuk, hogy végtelen sok prim
van. (Polya Gyorgy)

57. Feladat. Igazoljuk, hogy ha F,, jeloli az n-edik Fermat-szamot, akkor F, ., = F,(F, —
2) +2

58. Feladat. Igazoljuk, hogy ha F), jeloli az n-edik Fermat-szamot, akkor F,, .1 = 1 F, ... Fj,+
2.

Megoldas. Hasznaljuk az el6z6 feladat eredményét.

4.3. Mersenne-primek
59. Feladat. Mi a GIMPS?

60. Feladat. Igazoljuk, hogy ha 2P — 1 prim, akkor sziikségképpen p prim. (Ezek az un.
Mersenne-primek.)

Megoldas. Ha p nem prim, akkor felirhato két, egynél nagyobb szam szorzataként, legyen
p = nk. Ekkor

¥ —1=2" 1= 1" =2 - D))+ @)+ 4+ ),
ami két egynél nagyobb szdm szorzata, tehat nem prim.
61. Feladat. Igaz-e az el6z6 allitas megforditasa?

Megoldas. A megforditds nem igaz, tehat abbol, hogy p prim, még nem kovetkezik, hogy
2P — 1 is az lenne példaul: 2047 = 23 -89 = 211 — 1.

4.4. Csebisev-tétel
Csebisev-tétel: Barmely n pozitiv egész szam esetén létezik p primszam, hogy n < p < 2n.

62. Feladat. Tgazoljuk, hogy Csebisev-tételébdl kovetkezik, hogy ha n > 4, akkor n és 2n
kozott van olyan természetes szam, amely két kiilonb6z6 prim szorzata.

63. Feladat. Igazoljuk, hogy Csevisev-tételbsl kovetkezik a kdvetkezs tétel: Ha m > 1,
akkor n! primtényezds alakjaban van legalabb egy olyan primtényezd amely az els6 hatvanyon
szerepel.

Megoldas. Az allitds n = 2,3 esetben nyilvan fennall. A tovabbiakban n > 3. (1) eset:
n = 2k. Ekkor a Csebisev- tetel értelmében létezik olyan p primszam melyre k < p <2k = n.
Kettovel beszorozva az els6 egyenlGtlenséget kapjuk: 2k = n < 2p. Osszevetve p < n < 2p.
Ekkor n! felbontésaban p az elsg kitevon szerepel. (2) eset: n = 2k + 1. Ekkor a Csebisev-
tétel értelmében létezik olyan p primszam melyre £ < p < 2k < n. Ekkor k 4+ 1 < p, azaz
2k +2 < 2p, vagyis n = 2k +1 < p. Osszevetve p < n < 2p. Ekkor n! felbontaséaban p az elsé
kitevén szerepel.
Megjegyzés: A két tétel valojaban ekvivalens.

4.5. Dirichlet-tétel
Dirichlet-tétel: Ha az a, b pozitiv egészekre (a;b) = 1, akkor az a, a+b, a+20, . . . sorozatban
végtelen sok prim van.

64. Feladat. Igazoljuk Dirichlet tételének felhasznélasaval, hogy tetszéleges n pozitiv egész
szamhoz létezik olyan p primszam, hogy p-nek legalabb n szami jegye 0.

— 8 —
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4.6. Tokéletes, b6velkedd és hianyos szamok

Tokéletes, bdvelkedd és hidnyos szamok: Jeldlje s(n) az n > 1 pozitiv egész szam
onmaganal kisebb osztéinak az dsszegét. Igy s(2) = 1,s(3) = 1,s(4) = 3,5(5) = 1,5(6) =
6,...,5(12) = 15. Ha s(n) < n, azt mondjuk, hogy n hidnyos szam, ha s(n) > n, akkor n
bovelkedd szdm, s ha s(n) = n, akkor n-t tékéletes szaimnak nevezziik.

65. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy paros szam 2P~!- (2P — 1) alaku, ahol 2”7 — 1 prim, akkor
tokéletes.

Megoldas. Mivel 2P —1 prim, ezért p is sziikségképpen prim. Belatjuk, hogy ekkor n dsszes(!)
pozitiv osztoinak Osszege 2n. Mivel 2P — 1 prim, ezért n Osszes osztoinak dsszege:

T4+2+4. e A2 (2P 1) (1424 . 4207 = 2P(14 24 4. 42871 = 2P(2P—1) = 2n.

Ezzel belattuk, hogy egy ilyen alakii paros szam tokéletes.
Megjegyzés: Igaz a fenti tétel megforditasa is, vagyis tudjuk, hogy egy paros szam akkor
és csak akkor tokéletes, ha 2P~1 . (2P — 1) alaku, ahol 27 — 1 prim alakii.

66. Feladat. Igazoljuk, hogy minden péaros tokéletes szam a kettes szdmrendszerben 1...10...0
alakd, ahol eggyel kevesebb 0 van, mint 1-es.

67. Feladat. Igazoljuk, hogy minden paros tokéletes szam haromszogszam. (Egy pozitiv
egész szam haromszogszam, ha valamely pozitiv egész n-re 1 +2 4 ...+ n alaka.)

68. Feladat. Igazoljuk, hogy a tokéletes szamok (pozitiv) osztoinak reciprokosszege 2.

69. Feladat. Igazoljuk, hogy egy 2P~! . (27 — 1) alaku tokéletes szdm (pozitiv) osztéinak
szama 2p.

70. Feladat. Igazoljuk, hogy minden paros tokéletes szam harmonikus. (Egy pozitiv egész
szam harmonikus, ha osztoinak harmonikus kézepe egész.)

Megoldas. Az osztok harmonikus kozepe tulajdonképpen az osztok szama osztva az osztok
reciprokosszegével. Ezekrsl korabban lattuk, hogy egy 2P~1 - (2P — 1) alaku tokéletes szamra
2p, illetve 2, ezek hanyadosa pedig p, ami egész.

71. Feladat. Igazoljuk, hogy

(a) a primek hidnyosak,
(b) a primhatvanyok hianyosak,
(c) ha az n paratlan szamnak csak két primosztdja van, akkor n hianyos.

72. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n = 2P~!, ahol 2” — 1 Mersenne-prim, akkor n szupertoké-
letes. (A k szupertokéletes, ha o(o(k)) = 2k, ahol ol jeloli | Gsszes osztdinak Gsszegét.)

Megoldas. Legyen n = 2P~ ahol 27 — 1 Mersenne-prim. Ekkor

4 2P—1
on)=14+2+... 427" = —— =2 — 1.
2—-1
Eso(2P —1)=1+2P —1=2F =2n.
Megjegyzés: Igaz az allitas megforditéasa is.

— 9 —
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4.7. Primeket ad6é polinomok

73. Feladat. Euler olyan egész egyiitthatés polinomot taldlt
flz)=2+x+41

amely 40 egymast kovets egész helyen primet ad (z = 0,1,2,...39.) Miért nem miikodik
tovabb az = 40,41 helyeken?

74. Feladat. Fscott polinomja, 1899-bdl a:
g(x) = 2% — 79z + 1601

az r = 0,1,2,...79 értékekre primet ad. Igazoljuk, hogy nincs olyan egész egyiitthatos
polinom amely minden pozitiv egész helyen primet ad.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az f(n) = axz* +ap_12* "1+ - -+ a2+ ap polinom az ng helyen
primet ad, azaz f(ng) = p. Ekkor tekintve valamely ng + pt helyen felvett helyettesitési
értéket:

f(no + pt) = ar(ng +pt)k +ap_1(ng + pt)k_1 + - 4 ai(ng+pt) + ap =

= (axno® + ap_1no" "t + -+ ang +ag) +p-gt) =

= f(no) +p-g(t) =p+p-g(t) =p(l +g(t)).
Ami azt jelenti, hogy a fenti helyettesitési érték nem lehet prim, ahol g(t) megfelels egész
egyiitthatos polinom.

4.8. Tovabbi nevezetes primek

75. Feladat. Keressiink az alabbi nevezetes tulajdonsagokkal rendelkezé primeket!

(a) Az olyan primszamot nevezziik balrdl csonkolhatonak, amelynek (tizes szamrendszerben)
balrol elhagyva a kezd§ szamjegyeit mindig primet kapunk.

(b) Az olyan primszamot nevezziik jobbrol csonkolhatonak, amelynek (tizes szamrendszerben)
jobbrol elhagyva a zar6 szamjegyeit mindig primet kapunk.

(c) A p primet biztonsdgosnak nevezziik, ha p%l is prim.

(d) Azt mondjuk, hogy a p prim Sophie Germain-prim, ha 2p + 1 is prim.

(e) A Bolesfioldi-Birkds primek olyan primszamok, melyek minden szamjegye prim, a szam-
jegyek szama prim, és a szamjegyek Osszege is prim.

(f) Fibonacci-primek a Fibonacci-sorozat prim elemei.

(g) Csillag-primek a 6n(n — 1) 4+ 1 alaka primek. (Miért hivjuk igy 6ket?)

(h) Euklideszi-primek azok a primek melyek IIp, + 1 alakban irhatok, ahol Tp, az els6 n
prim szorzata.

(i) Mirpszdmok (emirp) azok a nem palindrom primek, melyeket visszafele olvasva is primet
kapunk.

(j) Palindrom primek azok a primek melyek visszafele olvasva 6nmagukat adjak.

(k) Permutdlhato primek azok a primek, melyek jegyeinek tetszéleges sorrendje primet ad.

(1) Pierpont-primek a 2"3™ + 1 alakt primek.

(m) Primnégyesek A (p;p+ 2;p+ 6;p + 8) rendezett négyesek, ahol mind a négy szam prim.

(n) Thabit-primek A 3 -2" — 1 alakt primszamok.

(o) Wagstaff-primek A 23 alaka primszamok.

(p) Wilson-primek Olyan p primszamok, amelyekre p?|(p — 1)! + 1.

Megoldas.

(a) 13; 17; 23; 37; 43; 47, 53; 67; 73; 83; 97; 113; 137; 167; 173
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(b) 23; 29; 31; 37; 53; 59; 71; 73; 79; 233; 239; 293

(c) b; 7; 11; 23; 47; 59; 83; 107; 167; 179; 227; 263

(d) 2; 3; 5; 115 23; 29; 41; 53; 83; 89; 113; 131

(e) 23, 223

(f) 2; 3; 5; 13; 89; 233

(g) 13; 37; 73; 181; 337; 433; 541

(h) 2; 3; 7; 31; 211

(i) 13; 17; 31; 37; 71; 73; 79; 97; 107

(j) 25 3; 5; 7; 11; 101; 131; 151; 181; 191; 313

(k) 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 31; 37; 71; 73; 79; 97; 113; 131; 199; 311; 337; 373; 733; 919; 991;

1111111111111111111

(1) 2; 3; 5; 7; 13; 17; 19; 37; 73; 97; 109; 163
(m) (5; 7; 11; 13); (115 13; 17; 19); (101; 103; 107; 109)
(n) 2; 5; 11; 23; 47; 191; 383

(0) 3; 11; 43

(p) 5; 13; 563

5. KIRANDULAS PAROSORSZAGBA

Az alabbiakban képzeljiik el, hogy egy olyan orszagba tévedtiink, ahol csak a paros szamo-
kat ismerik: 2,4,6,.... Itt az 6sszeadés, kivonas, szorzas mivelet a szokdsoknak megfelelGen
elvégezhets, mert paros szamok Osszege, kiilénbsége, szorzata is paros.

76. Feladat. Igazoljuk, hogy a Parosorszigban végzett maradékos osztas soran a maradék
lehet ugyanakkora, s6t nagyobb is, mint az 0szt0.

77. Feladat. Mik itt a felbonthatatlanok? (A pozitiv egészek halmazaban a ¢ szam felbont-
hatatlan, ha ¢ = ab-bdl kovetkezik, hogy q = a, vagy ¢ = 0b.

78. Feladat. Igazoljuk, hogy itt nem igaz, hogy egy nem felbonthatatlan szam lényegében
egyértelmien bonthato felbonthatatlanok szorzatara.

79. Feladat*. Mik a primek?



