Elemi matematika 4. - MTN621g
SKATULYA-ELV

BEVEZETO FELADATOK

A kovetkezd, ,sziiletési” feladatokban szamoljunk 365 nappal, illetve 52 héttel egy évben.

1. Feladat. Legaldbb hanyan vannak abban a tarsasagban, ahol a tagok ismerete nélkiil
biztosan kijelenthetjiik, hogy van legalabb 2,3, ... k ember aki a hét ugyanazon a napjan
sziiletett?

2. Feladat. Legalabb hanyan vannak abban a tarsasigban, ahol a tagok ismerete nélkiil
biztosan kijelenthetjiik, hogy van legalabb 2,3, ..., k ember aki ugyanabban hénapban szii-
letett?

3. Feladat. Legalabb hanyan vannak abban a tarsasagban, ahol a tagok ismerete nélkiil
biztosan kijelenthetjiik, hogy van legalabb 2,3,... k ember aki az év ugyanazon napjan
sziiletett?

4. Feladat. Egy iskolanak van 870 didkja, 92 tanara és 28 osztalya. Dontsiik el, melyik igaz,
illetve hamis az alabbi allitasok koziil. Vizsgaljuk a paraméterek megvaltoztatasanak hatasat
az allitasok igazsagértékére vonatkozoan.

a) Van olyan osztaly, amelyikbe legalabb 30-an jarnak.

) Van két diak, aki az év ugyanazon napjan sziiletett.

) Van harom diék, aki az év ugyanazon napjan sziiletett.
) Van négy diak, aki az év ugyanazon napjan sziiletett.
)
)
)

(
(b
c
(d
Van nyolc tanér, aki ugyanabban a honapban sziiletett.

(e
(f) Van egy olyan diék, aki ugyanabban a hoénapban sziiletett mint valamelyik tanéar.
(g) Van olyan osztély, amelyikben legalabb 6t tanar tanit.

5. Feladat. Egy dobozban lemezek vannak, egyre 1-es, kettére 2-es, és igy tovabb, végiil széz
darabra 100-as van irva. Legalabb hany lemezt kell kivenniink a dobozbdl (csukott szemmel,
visszatevés nélkiil), hogy biztosan legyen a kivett lemezek kozott 10, amelyiken ugyanaz a
szam van?

Megoldas. 1 +2+...+9+9-91+ 1 = 865.

6. Feladat. Egy dobozban lemezek vannak, egyre 1-es, kettére 2-es, és igy tovabb, végiil n
darabra n van irva. Hatarozzuk meg n értékét, ha tudjuk, hogy legalabb 5 020 darabot kell
kivenniink a dobozbdl (csukott szemmel, visszatevés nélkiil) ahhoz, hogy biztosan legyen a
kivett lemezek koézott 15, amelyiken ugyanaz a szam van.

7. Feladat. Az 1,2,...100 szamok koziil 27-et kivalasztva igazoljuk, hogy van a kivalasztot-
tak kozott ketts, melyek nem relativ primek. (Hasznéaljuk ki, hogy 1 és 100 kozott 25 prim
van.)

8. Feladat. Van-e 12 olyan, egész szamokbol allo, nemkonstans mértani sorozat, amelyek
tartalmazzak az elsG 100 pozitiv egész szamot?

Otlet. Igazoljuk, egy egész szamokbol 4116 mértani sorozatban nem lehet 3 kiilonb6z6 prim-
szam. Hasznéljuk, hogy az 1 és 100 kézott 25 primszam van.

9. Feladat. Egy iskolanak 750 tanul6ja van. Egy 100 pontos dolgozatot megirva, egyediil a
legrosszabb tanul6 ért el 69 pontot, a tobbiek ennél tébbet. Igazoljuk, hogy van legalabb 25

tanulo akik ugyanazt a pontszamot érték el. (Természetesen (?7) minden pontszam pozitiv
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egész szam, és 100 pontnal tobb nem szerezhets. - Mennyire kell ,pontosnak” lennie egy
feladat szovegének? Mennyiben hagyatkozhatunk arra, hogy a megoldé érti / érteni akarja a
feladat kittizGjének szandékat?)

10. Feladat. Legaldbb hany tanuloja van annak az iskoldnak, ahol tudjuk, hogy egy 100
pontos tesztet megirva a legrosszabb eredmény 75 pontos lett, és van legalabb 30 didk, aki
ugyanannyi pontot szerzett?

11. Feladat. Egy gulyaban két falu 65 tehene legel, vorosek, fehérek, feketék, tarkak. Iga-
zoljuk, hogy ha nincs 6t kiilonb6z6 kort, azonos szinii tehén, akkor van harom azonos szint,
egyidds tehén ugyanabbol a falubol.

12. Feladat. Egy tiztagu tarsasagban mindenki legalabb hét masikat ismer. Bizonyitsuk be,
hogy barmely harom embernek van kézos ismerdése.

«ARANY DANIEL MATEMATIKAI TANULOVERSENY, HALADOK, II. FORD.
(SZAKKOZEPISKOLASOK VERSENYE), 1986.»

Otlet. Harom ember irja fel egy listara az ismerdseit.

13. Feladat. 6 sziget mindegyikét vagy hajo, vagy repiilGjarat koti ssze. (Minden jarat
pontosan két szigetet kot Ossze.) Igazoljuk, hogy van 3 sziget, melyek azonos jarmtivel kor-
beutazhatok.

14. Feladat. 17 tud6s mindegyike levelezik a tobbivel angol, német vagy francia nyelven.
[gazoljuk, hogy van harom, akik egymast kozt ugyanazt a nyelvet hasznaljak.

«VI. NEMZETKOZI MATEMATIKAI DIAKOLIMPIA, MOSZKVA, 1964. ALAPJAN»

15. Feladat. Altalanositsuk az el6z6 feladatot, harom nyelv helyett négy, 6t, ... nyelvre.

16. Feladat. Egy kirdnduldson 60 gyerek vett részt, és tudjuk, hogy koziiliik barmely 10-et
kivalasztva, lesz a kivalasztottak kozott legalabb 3 tanulo, akik osztélytarsak. (Minden diak
egyetlen osztalyba jar, és minden osztalyba jar legalabb két tanulo.) Igaz-e, hogy sziikség-
szert, hogy a 60 gyerek kozott legyen

(a) 15

(b) 16 akik osztéalytarsak?

OSZTHATOSAG, SOROZATOK

17. Feladat. Legfeljebb hany kiilonb6z6 pozitiv egész szamot irhatunk fel egy tablara, ha
azt akarjuk, hogy semelyik

(a) kettd Gsszege,

(b) kiilonbsége,

(c) sem Osszege sem kiilonbsége, ne legyen oszthato 10-zel?

18. Feladat. Igazoljuk, hogy 12 kiilonb6z6 kétjegyi szédm koziil mindig kivalaszthato kettd
ugy, hogy azok kiilénbsége azonos szdmjegyekbdl all.

Megoldas. Vizsgaljuk a 11-gyel vett osztasi maradékokat. Mivel 12 szdmunk van, és csak 11
lehetséges 11-es maradék, a skatulya-elv értelmében lesz (legalabb) két szam, melyek 11-gyel
vett osztési maradéka megegyezik, tehat kiillonbségiik oszthato 11-gyel, igy mivel a kiilénbség
kétjegyt, azonos jegyekbdl all.
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19. Feladat. Adott nyolc haromjegyt szam, amelyeket kettesével egymas mellé irva hatjegyii
szamokat készitiink az Osszes lehetséges modon. Azt tapasztaljuk, hogy minden esetben
talalunk kozottiik 7-tel oszthato hatjegyd szamot. Miért?

«KOMAL K. 276.»

20. Feladat. Legyen adott n darab természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy mindig kiva-
laszthato koziiliik néhany (legalabb egy) ugy, hogy azok Gsszege oszthatd n-nel.

Otlet. Jelolje a szamokat aq; as; . .. ; a,. Tekintsiik az a1, a1+as, a1+as+as, . ..a;+as+. . .+a,
szamokat.

21. Feladat*. Mutassuk meg, hogy n szomszédos egész szam kozil mindig kivalaszthato
néhany (legalabb egy), melyek Osszege oszthato (1 + 2+ ...+ n)-nel.

Megoldas. Felhasznaljuk az el6z6 feladat allitasat.
1. eset: az n paratlan; n =2k —1,és 1 +2+ ...+ n=k(2k - 1).

Minden 0 < i < (2k — 1)-re van az n = 2k — 1 szomszédos egész kozott egy, amely
kongruens i-vel modulo 2k — 1; jeldlje ezt a szamot a;. Tekintsiik a kovetkezG Gsszegeket:
ag, a1 + Qgg_2, a2 + Agg_3, . . ., ax_1 + ai. BEzek mindegyike oszthato (2k — 1)-gyel, és az el6z6
feladat szerint kivalaszthatunk koziiliik néhény olyat, amelynek az 6sszege k-val is oszthato.
A kivélasztott Gsszegek Gsszege néhany kiilonboz6 a; 6sszege, és oszthato k-val és (2k—1)-gyel
is. Mivel a k és a 2k — 1 relativ primek, a kivalasztott a; szamok Osszege k(2k — 1)-gyel is
oszthato.

2. eset: az n paros; n =2k, és 1+2+...+n=Fk(2k+1).

Az n = 2k szomszédos egészhez vegylink hozza még egy ,tiltott” szamot. Az igy kapott
2k 4 1 szomszédos egész kozott mindenO < ¢ < 2k-ra legyen a; az, amelyik kongruens i-vel
modulo 2k + 1.

Tekintsiik a kovetkezs Osszegeket: ag, a1 + agk, as + asgko1, - - -, ar + agr1. Ez k4 1 Osszeg,
mindegyik oszthato (2k + 1)-gyel; az egyik Osszegben szerepel a tiltott szam.

A tiltott szdmot nem tartalmaz6 k Osszeg koziil az el6z6 feladat megoldasa szerint va-
lasszunk ki néhanyat, amelynek az Osszege oszthaté k-val. A kivalasztott Gsszegek Osszege
néhany eredeti (nem tiltott) a; 6sszege, és oszthatod k-val és (2k+1)-gyel is. A k és a 2k+1 is
relativ primek, tehat a kivalasztott ai szamok Osszege oszthato k(2k + 1)-gyel, kész vagyunk.

22. Feladat*. Bizonyitsuk be, hogy ha n és k pozitiv egészek, akkor n + k egész szam koziil
mindig ki lehet valasztani legalabb (k 4 1)-et gy, hogy az Gsszegiik n-nel oszthato legyen.

«KOMAL B. 4921.»

Megoldas. Az allitast k-ra vonatkozé teljes indukcidval bizonyitjuk nemnegativ egész k-ra
és pozitiv egész n-re. Az indukcio kezdélépéseként k = 0 mellett igazoljuk az allitast, ehhez
azt kell megmutatnunk, hogy n egész szam koziil ki lehet valasztani néhanyat (legalabb egyet)
gy, hogy a kivalasztott szdmok Osszege n-nel oszthato legyen. Ez az eléz6 feladat.

Tegyiik fel most, hogy valamely k-ra (és ezen k mellett minden n-re és minden szam-
(n + k)-asra) méar igazoltuk az allitdst. Meg fogjuk mutatni, hogy (k + 1)-re is teljesiil.
Legyenek tehat aq,as,...,a, i1 tetszéleges egész szamok. Az indukcids feltevés szerint
kivalaszthato koziiliik legalabb k, melyek Gsszege oszthato n-nel. (Hiszen barmelyik szamot
elhagyva, a maradék n + k szam koziil is kivalaszthato.) Ha az igy kapott Gsszeg legalabb
k + 1 taga, akkor készen vagyunk. Ha pontosan £k tagi az m-nel oszthatod Osszeg, akkor
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tegyiik fel, hogy ez az Gsszeg an11 + anso + - .. + @ik (62 a szimmetria miatt feltehets). Az
indukcio kezdélépését ismét hasznalva az aq,as,...,a, szdmok koziil kivalaszthat6 néhany
(de legalabb egy) szam 1gy, hogy az Osszegiik n-nel oszthato legyen. Ehhez az Gsszeghez a
k tagl ani1 + Gpao + ... + anii Osszeget hozzdadva egy legalabb k£ + 1 tagt n-nel oszthato
Osszeget kapunk.

23. Feladat. Adott 20 darab kiilonb6z6 pozitiv egész szam 1gy, hogy egyik sem nagyobb
70-nél. Mutassuk meg, hogy paronkénti kiilonbségeik kozott van négy egyenls. (Mindig a
nagyobb szambol vonjuk ki a kisebbet.)

Otlet. Legyenek a szamok 1 < a; < as < ... < a, < 70. Gondolkozzunk indirekten,
tekintsiik az asg = (agg — a19) + (@19 — a1s) + ... + (a2 — ay) + a; eldallitéast.

24. Feladat. Egy tanul6 20 héten keresztiil feladatokat old meg, mindennap legalabb egyet,
de hetente legfeljebb 13-at. Igazoljuk, hogy kivalaszthat6é néhany egymaéast kdvet6 nap ugy,
hogy azokon 0sszesen pontosan 19 feladatot old meg.

«(KOMAL N.21.)»

Otlet. Dolgozzunk az els6 i nap alatt megoldott feladatok szamaival.

25. Feladat. Egy kor keriiletére felirtunk 101 pozitiv egész szdmot, melyek osszege 300.
Igazoljuk, hogy van koztiik néhany szomszédos, melyek Gsszege 200.

Otlet. Jelolje a szamokat aq, as, ..., a19;. Tekintsiik az sp = ay + as + ... + a Osszegeket.

26. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely tizenhatjegy( pozitiv egész szamnak van néhany (leg-
alabb egy) egymast kovets szamjegye, melyek szorzata négyzetszam.

Otlet. Igazoljuk, hogy barmelyik szorzat, amely egymast kovets szamjegyekbsl képezhets
203°5¢74 alaki. Vizsgaljuk a kitevék paritasait.

27. Feladat. Igazoljuk, hogy ha adott n 4 1 kiilonboz6, 2n-nél kisebb pozitiv egész, akkor
van kozottiik harom olyan szam, melyek koziil valamely ketté Osszege a harmadik.

Otlet. as,as,...an11, a2 —ay, ..., 0p11 — a1

28. Feladat. Az els6 4n pozitiv egész szamot osszuk tetszélegesen n halmazba. Igazoljuk,
hogy mindig lesz olyan halmaz, amelyikben van harom olyan szdm, amelyek lehetnek egy
haromszog oldalainak hosszisagai.

29. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely pozitiv egész szamnak van olyan tébbszérdse, amely
(a tizes szamrendszerben felirva) csak a 0 és az 1 szamjegyekbdl all.

30. Feladat. Igazoljuk, hogy az 2019-nek van olyan tobbszordse, amely (a tizes szamrend-
szerben felirva) csak a 1 szamjegybdl all.

31. Feladat. Igazoljuk, hogy az 2019-nek van olyan tobbszordse, amely (a tizes szamrend-
szerben felirva) minden szamjegyet tartalmaz legalabb egyszer.

32. Feladat*. Igazoljuk, hogy az ab, aab, aaab, ... sorozatban, ahol a és b 0-t6] kiilénbozs
szamjegyek, végtelen sok Osszetett szam van.

Megoldas. Ha b paros, vagy 5, készen vagyunk, a tovabbiakban feltehetjiik, hogy nem az.

Ekkor (10;ab) = 1. Ekkor a fentiek alapjan, van olyan csupaegy szam, amely oszthato ab-vel.

Ha ez a szam m jegyti, akkor minden k pozitiv egész szamra a fenti sorozat km + 1-edik tagja
S 4 S
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o o o km 1
ab+ a(10> + 103 + ... + 10'””“) = ab+ 100a(1 + 10 + ... + 10km_1) =ab+ 100&T

alaki, vagyis ez a szam ab+100a-111...1-(1+10™ 410%™ +. ..+ 100%™ vagyis oszthato
ab-vel.

33. Feladat*. Igazoljuk, hogy barmely pozitiv egész n-re létezik olyan Fibonacci-szam,
amely n darab 0-ra végzddik.

34. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n,m € N és (m;n) = 1, akkor van olyan k& € N, hogy
nimk — 1.

35. Feladat. Igazoljuk, hogy a 3-nak van olyan pozitiv egész kitevGs hatvanya, melynek a
2011-gyel vett osztasi maradéka 1.

36. Feladat. Léteznek-e olyan n és m pozitiv egész szamok, amelyekre 10%%0 | 77 — 37

37. Feladat*. Igazoljuk, hogy minden pozitiv egész k-nak van olyan tobbszordse az [1; k%]
intervallumban, amelynek tizes szdmrendszerbeli alakja legfeljebb négy kiilonb6z6 szamjegyet
tartalmaz.

Megoldas. Feltehetjiik, hogy 10* < k, mert ha k legfeljebb négyjegyti, akkor a feladat Alli-
tasa nyilvanvalo. Tekintsiik azokat a (0 =)ap < a; < ag < ... természetes szdmokat, amelyek
tizes szamrendszerbeli alakjdban csak a 0 és az 1 szamjegyek szerepelnek. Ha a tizes szam-
rendszerbeli alakokat a kettes szamrendszerben képzeljiik el, akkor vildgos, hogy igy minden
természetes szamot felsorolhatunk, és mindegyiket csak egyszer (tehat a;-b6l éppen i lesz).
Ezért asn = ajg.0, = 100...0 = 10". A skatulyaelv szerint az ap < a; < as < ... < ai
szamok kozott van kettd, amelyek k-val osztva ugyanazt a maradékot adjik, azaz e két szam
(pozitiv) kiilonbsége oszthatod k-val. Az irasbeli kivonas szabélyait hasznalva megallapithat-
juk, hogy e kiilonbség tizes szamrendszerbeli alakja csak a 0, 1, 8 és 9 szdmjegyeket tartal-
mazhatja, az pedig nyilvanvalo, hogy a kiilonbség nem haladhatja meg ax-t. Igy elegends
belatnunk, hogy a, < k*. A fenti Osszefiiggés - és a megoldés elején tett feltevés - segitsé-
gével ez is egyszerii: aj < Gyos s = 101982F < 101 Flos2k — 1((oe210)(loga k) — () . flog2 10 —
(102 . k210g2 10)1/2 < (]{? . k210g2 10)1/2 — (k10g2200)1/2 < (klogQ 256)1/2 — k/,4.

38. Feladat. 100 kavicsot 50 kupacba rendeziink tgy, hogy egyik kupac sem iires. Igazoljuk,
hogy a kupacok két csoportba tolhatok gy, hogy a két csoportban 50-50 kavics van.

«KOMAL Gy. 2304.»

Otlet. Ha minden kupacban egyenls szami kavics van, akkor készen vagyunk. Ha van
két nem egyenls szamu kavicsot tartalmazé kupac (a1, as), akkor tekintsiik az ai,as, a; +
as,...,0a1 + ...+ asg D1 szamot.

39. Feladat*. Bizonyitsuk be, hogy barmely n + 2 darab egész szam koziil kivalaszthato
ketts, amelyek négyzetének kiillonbsége oszthatd 2n + 1-gyel.

«NMMV 2007. 11/3»

40. Feladat. Az els6 25 pozitiv egész szam koziil kivalasztunk 17 darabot. Igazoljuk, hogy
a kivalasztott szamok kozott biztosan lesz két olyan, amelyek szorzata négyzetszam.

«NMMYV 2007. 9/6»
Otlet. Trjuk fel a pozitiv egész szamokat a?b alakban, ahol a pozitiv egész és b négyzetmentes
pozitiv egész.
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41. Feladat. Adottak az a,a + d,a + 2d,...,a + (n — 1)d pozitiv egész szamok (n > 1,
egész). Igazoljuk, hogy ha az adott szamok egyike sem oszthatd n-nel, akkor n és d nem
relativ primek!

«NMMV 1998. 11/3»

TABLAZATOK, TEGLALAPOK

42. Feladat. Igazoljuk, hogy a sakktablara 31 babut allitva lesz olyan H alakt rész, ahol
nem all babu.

Otlet. Osszuk a tablat 2 x 2-es négyzetekre.

43. Feladat. Egy n x n-es tdblazat minden mezGjére rairjuk az 1,2, 3 szamok valamelyikét.
Ki lehet-e télteni a tablazatot Ggy, hogy a sorokban, az oszlopokban és a két atloban levs
szamok Osszege mind kiilonbozé legyen?

«NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY 1995. 10. OSZTALY 1. FELADATY»

44. Feladat. Egy 5 x 9-es téglalapot feldaraboltunk 10 olyan téglalapra, melyek oldalai egész
hosszusaguak. Igazoljuk, hogy van koézottiik két egybevago.

Otlet. Vizsgaljuk a lehetséges legkisebb teriileteket.

45. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy sakktablara folallitunk 42 babut, akkor lesz olyan 4 x 4-es
résztabla, amelynek atlos mezGin legalabb 4 babu all.

«ARANY DANIEL MATEMATIKA TANULOVERSENY, KEZDOK, II. FORD. 1984.»

Megoldas. Az alabbi tablazat azt mutatja, az egyes mezd6k hany 4 x 4-es tabla atlos mez6i.

1(1(1(2/2/1|1]|1
112131414321
113[5]6|6[5|3]|1
21416(8(8|6[4]|2
2141688642
113[5]6|/6(5|3]|1
1121314141321
1111212111

gy legalabb 20 -1+ 12-2+8-342-4 = 76 olyan 4 x 4-es résztabla lesz, amelynek atlos
mezdjére figura esik, de a sakktablan 25 4 x 4-es résztablat helyezhetiink el, igy biztosan lesz
olyan, amely atlés mezGiben legalabb 4 babu &ll.

46. Feladat. Igazoljuk, hogy barhogyan is valasztunk ki a 2000-n¢l nem nagyobb pozitiv
egész szamok koziil 1001-et, biztosan lesz a kivalasztottak kozott két olyan szam, amelyek
kiilonbsége 4.

«NMMV 2000. 9/3»

Otlet. Rendezziik el a szamokat egy 4x500-as tablazatba!
I 6 I
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15 9 ... 1993 1997
2 6 10 ... 1994 1998
3 7 11 ... 1995 1999
4 8 12 ... 1996 2000

47. Feladat. Egy négyzet alakt 100-szor 100-as tablazat minden mez&jébe egy pozitiv egész
szamot frunk. Tudjuk, hogy barmely két szomszédos (kozos oldallal rendelkezs) mezGbe
irt szam kiilonbsége legfeljebb 10. Bizonyitsuk be, hogy van 6 olyan mez6 a tablazatban,
amelyekbe azonos szamokat irtunk.

«NMMV 2002. 10/6»

48. Feladat. A Hupikék Torpikék 1001 x 945 méteres erdejében 1280 darab 1 méter atmérGji
feny6fa él. A torpok szeretnének 7 darab 20 x 34 méteres teniszpélyat kijelolni az erdében.
Lehetséges-e ez anélkiil, hogy egyetlen fenyét is ki kellene vagniuk?

«KOMAL B.3622., BOLYAT CSAPATVERSENY 2022., KORZETI FORDULO, 10. OSZTALY »

49. Feladat*. Az aq,as,...,a, tetszéleges valos szamok. Igazoljuk, hogy létezik olyan x
valds szam, amelyre a fenti z 4 a; szdmok mindegyike irracionalis.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz, azaz barmely x esetén van a fenteik ko-

7Ottt racionélis szam. Jeloljon « irracionélis szamot, ekkor az 2a, 3a, ..., (n + 1)a szamok
mindegyike irracionalis. Tekintsiik szamoknak az alabbi tablazatat:
o+ aq o+ as o+ ap
200 + ay 200 + a9 200 + a,,
3o+ ay 3o+ as 3o+ ay,
n+1a+a (n+Da+ay ... (n+1)a+a,

Az indirekt feltevésiink szerint a tablazat minden sordban van racionalis szam, de n + 1 sor
és n oszlop ezért kell lennie két racionalis szdmnak ami ugyanabban az oszlopban van, ezek
kiilonbsége (i — j)a alakd és racionélis, ami ellentmondas.

(GEOMETRIAI FELADATOK
50. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely véges, egyszert grafban van két azonos foku csiics.

51. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely poliédernek van két, azonos oldalszamu lapja.

52. Feladat. Igazoljuk, hogy ha adott a koordinatasikon 5 racspont, akkor van kozottiik
kettd, melyeket 6sszekots szakasz a belsejében is tartalmaz racspontot.

«KOMAL P.53.»

53. Feladat. Adott egy négyzet, melynek atloja 2 egység. Melyik az a legkisebb d szam,
amelyre igaz, hogy a négyzetben 6t pontot felvéve mindig lesz ketts, melyek tavolsdga nem
nagyobb mint d?

54. Feladat. Egy egységkocka minden pontjat harom szin valamelyikével szinezziik. Igazol-
juk, hogy mindig van két azonos szind pont, melyek tavolsdga legalabb 1,4.
- 7 -
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55. Feladat. A sik pontjait 2011 szint felhasznalva kiszineztiik. Igazoljuk, hogy minden n-re
(n > 3) talalhato végtelen sok olyan konvex n-szdg, amelyeknek a csticsai azonos szintek!

Otlet. Tekintsiink egy kort!

56. Feladat. Egységsugara korlapon hét pontot elhelyezve igazoljuk, hogy van két pont,
melyek tavolsdga nem nagyobb mint 1.

Otlet. Osszuk fel a korlapot 6 egybevago korcikkre.

57. Feladat. A sik pontjait harom szint felhasznalva kiszineztiik. Igazoljuk, hogy van két
azonos szind pont, melyek egységnyi tavolsagra vannak egymastol.

Otlet. Tekintsiink egy egység oldala szabalyos haromszoget.

58. Feladat. A sik pontjait véges sok szinnel kiszineztiik. Bizonyitsuk be, hogy van a sikon
olyan téglalap, amelynek a csticsai azonos szintek.

Otlet. Tekintsiink a sikon egy négyzetracsot. Tegyiik fel, hogy a racspontok szinezéséhez
n-féle szint hasznaltunk fel. Tekintsiink n + 1 fiigg6leges helyzetd racsegyenest.

59. Feladat. Egy 3 x 6 cm-es téglalapban elhelyeztiink nyolc pontot. Mutassuk meg, hogy
a pontok kozott talalhato két olyan, amelyek tavolsaga nem nagyobb /5 cm-nél!

«SZOKEFALVI-NAGY GYULA MATEMATIKAI EMLEKVERSENY»

60. Feladat. Egységnyi oldalhosszi négyzetben 51 pontot elhelyezve igazoljuk, hogy van a
pontok kozott harom, melyek lefedhetSk egy a) 1/5 oldali négyzettel, b) 1/7 sugart kérlappal.

61. Feladat. Egy 5 x 5 x 10-es téglatestben adott 2001 pont. Igazoljuk, hogy van ketts,
melyek tavolsédga kisebb, mint 0,7.

Otlet. Boritsuk be a téglatestet korbe egy 0,35 egység széles réteggel.

62. Feladat. Egy téglalap oldalai 37 és 54 egységnyiek. Vegyiink fel a téglalapon (a belsejé-
ben vagy keriiletén) 1999 pontot. Bizonyitsuk be, hogy a pontok barmilyen vélasztasa esetén
lesz kozottiik legalabb harom, amely lefedhetd egy % atmeérgji korlappal.

«NMMYV 1999. 9/5»

63. Feladat®. Mutassuk meg, hogy barmely 13 kiilonb6z6 valos szam kozott talalhato két

olyan: = és y, hogy 0 < T 9 V3. (Hasznaljuk, hogy tg(1> =2-+/3.)
1+ ay 12

Megoldas. Legyen 2 = tga, y = tgf. Ekkor a bizonyitando 0 < tg(a — 8) < 2 — /3 alakban
irhato, és feltehetd, hogy a 13 x; szamra x; = tga;, ahol —g <a< g A tangensfiiggvény itt
szigori monoton novekvs, s a skatulya el miatt van két olyan z;, x; érték, melyekre |z; —z;| <

%. Mivel tg(%) = 2 — /3 készen vagyunk.
64. Feladat. Egy egységsugart gémbben 9 légy ropkod. Igazoljuk, hogy van kézottiik kettd,
melyek tavolsaga legfeljebb /3.

65. Feladat. Adott a sikon 1997 darab pont 1gy, hogy semelyik harom sincs rajta ugyan-
azon az egyenesen és barmely harom altal meghatarozott haromszog teriilete legfeljebb 1
teriiletegység. Mutassuk meg, hogy létezik olyan egységnyi teriileti haromszoglap, amellyel
a pontok koziil legalabb 500-at le lehet fedni.

I 8 I
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Otlet. Tekintsiik a(z egyik) maximalis teriileti haromszoget.

66. Feladat™. Egy egységnyi teriiletd négyzetben adott 101 pont ugy, hogy semelyik harom
sincs egy egyenesen. Igazoljuk, hogy az altaluk meghatarozott haromszogek k6zott van olyan,
amelyiknek a teriilete legfeljebb 0,01 teriiletegység.

Megoldas. Osszuk fel a négyzetet az oldalaival parhuzamos egyenesekkel 50 darab egybe-
vagd, 0,2 x 0,1-es méretezést téglalapra. A skatulya-elv miatt lesz olyan téglalap, melyre
az adott pontok koziil harom illeszkedik. Felhasznaljuk azt az ismert allitast (bizonyitasat
lasd alabb), hogy egy paralelogramméba irt haromszog teriilete legfeljebb a paralelogramma
teriiletének fele. Az emlitett harom pontot kivalasztva, az altaluk meghatarozott haromszog

1
teriilete legfeljebb 3 0,2-0,1 = 0,01 ami bizonyitja a feladat &llitasat. A felhasznalt allitas
bizonyitasa.
(a) Ha a haromszog két csicsa rajta van a paralelogramma ugyanazon oldalan, vagy vala-
mely oldaltol ugyanakkora tavolsagra van, akkor a teriiletképletek miatt azonnal készen
vagyunk.

(b) Ellenkezs esetben valasszuk ki az egyik oldalt, és htzzunk parhuzamost a téle mért
tavolsag szerinti kozépsé ponton keresztiil ezzel az oldallal. Igy két paralelogrammara

[T /
[ B

bontjuk az eredetit, valamint két haromszogre a pontok altal meghatarozott haromszoget.
Vegyliik észre, hogy a két kisebb hdromszog és az Gket tartalmaz6 paralelogrammak az
(a) pontban emlitett helyzetben vannak, igy visszavezettiik arra a (b) helyzetet.

67. Feladat. Igazoljuk, hogy van a m-nek olyan pozitiv egész szamu tobbszorose, amely egy
egész szamtol legfeljebb 0,000001-gyel tér el.

Otlet. Tekerjiik fel a szamegyenes nemnegativ félegyenesét egy egységkeriilett korre.

68. Feladat. Igazoljuk, hogy a |sinn| alaka szamok halmazanak (n nem negativ egész) van

legalabb két olyan eleme, amelyek kisebbek 5o5-nél!

«NMMV 1997. 11/6»

Megoldas. A 0 eleme a halmaznak (sin0 = 0), ezért elég egyetlen tovabbi megfelels n-et
talalni. Mivel barmely n, k pozitiv egészre |sinn| = |sin(n — k)|, azért elég igazolni, hogy
vannak olyan n, k pozitiv egészek, melyeknél |n — kr| < gos.

Ennek belatasahoz tekintsiik az {7}, {27},..., {10017} szdmokat. Ezek mind kiilsnboz6k
lesznek, mert barmelyik ketts egyenldsége esetén pr — [pr] = gm — [¢n] allna fenn, ami viszont
lehetetlen, mert ekkor (p — ¢)m egész lenne, tehat 7 raciondlis lenne. {r}, {27}, ..., {10017}
mindegyike 0 és 1 kozé esik. Igy van koztiik ketts, amelyek kiilsnbsége abszolutértékben
kisebb, mint ﬁ. Legyenek ezek p és g ! Ekkor

o] = lam] = (p = D)7l < 7556
Ebben az esetben pedig n = [pn] — [¢7], k = g — p megfelels értékek lesznek, |n—kn| <

— 9 —

1
1000
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69. Feladat*. Igaz-e, hogy minden irracionélis szamnak van olyan nemnulla egész szamu
tObbszorose, amelynek tizedes jegyei kozott végtelen sokszor szerepel a 0 és 9 szamjegyek
egyike?

«KOMAL N.83.»

Megoldas. Megmutatjuk, hogy igenl§ a véilasz a kérdésre. Legyen o a széban forgé irraci-
onalis szam, amelyr6l feltehetjiik, hogy pozitiv. Kiindulési 6tletiink az, hogy ha két pozitiv
tobbszoros megegyezik az n-edik tizedesjegyében, akkor nemnegativ kiilonbségiik n-edik jegye
0 vagy 9. Valoban, legyenek k <[ olyan egészek, amelyekre ka és [a megegyezik az n-edik ti-
zedesjegyben, mas szoval [10"ka] = [10"]a] (mod 10). Ekkor a valés szamok korében kénnyen
ellenérizhets [z] — [y] — 1 < [z — y] < [z] — [y] egyenlGtlenséget az el6z6 kongruenciaval egy-
bevetve kapjuk, hogy [10"(k — l)a] = 0 vagy 9 (mod 10). Mivel a bal oldal nemnegativ,
éppen azt kaptuk, hogy a nemnegativ (k — [)a kiilonbség n-edik tizedesjegye 0 vagy 9. Ezek
utan a skatulya-elv kétszeri alkalmazasaval ériink célba. ElGszor is, mivel egy adott helyen
allo tizedesjegy értéke egy szamban csak 10-féle lehet, ezért minden n-hez taladlhato olyan
1 <k, <, <11 egész szampar, amelyre k,« és [,a megegyezik az n-edik tizedesjegyében.
Masodszor, a (kn,In) parokat egy véges, (121) elemi halmazbol valogattuk, ezért kell lennie
egy (k,l) parnak, amely végtelen sokszor szerepel. Ekkor ka és la tizedestort alakja végtelen
sok jegyben megegyezik, azaz a fenti észrevétel alapjan (k — [)a olyan tobbszordse a-nak,
amelynek jegyei kozott végtelen sokszor szerepel 0 vagy 9. Ezzel a feladatot megoldottuk.

70. Feladat™. Melyik az a legkisebb k természetes szam, amelyre igaz a kovetkezd allitas?
,Ha egy tetraéder élszogei kozott van k£ darab 60°-os, akkor a tetraéder csak szabalyos lehet.”

«KOMAL Gy. 3245.»

Megoldas. Egy tetraéder szabalyos, ha minden lapja szabalyos haromszog, és lapszogei is
egyenl6k. Megmutatjuk, hogy a legkisebb ilyen £ szam a hét. Ha k = 6, akkor lehetséges,
hogy a tetraéder két lapja szabalyos haromszog, és ez a két lap példaul 90°-os szoget zar be.
Ekkor a tetraéder nem szabalyos. Ha k = 7, akkor a skatulya-elv szerint van legalabb két
olyan lap, amelyeknek legaldbb két szoge 60°, és ezeken kiviil még van legaldbb egy olyan
lap, amelynek legalabb egy szdge 60°-0s. Ennek az utéobbi lapnak két oldala kozos az el6bbi
egybevago szabalyos haromszoglapokkal, tehat egyenld szart, és mivel van egy 60°-o0s szoge,
szabdlyos lesz. A negyedik lap mindharom éle az eddig leirt harom egybevagd szabalyos
haromszog élei koziil keriil ki, igy ez a lap - és maga a tetraéder is - szabdlyos.



