Elemi matematika 4. - MTN621g
VALOSZINUSEGSZAMITAS
A7 ELSO FELADATOK...

1. Feladat. (DE MERE LOVAG PROBLEMAJA) Chevaler de Méré lovag az 1600-as évek elsé
felében forditotta BLAISE PASCAL (1623-1662) figyelmét a valoszintiségszamitas problémaja
felé, amikor is megkérdezte, hogy a kdvetkezdk koziil melyikre érdemesebb fogadni,

a) Egy szabdlyos kockaval négyszer dobva kapunk legalabb egy hatost.

b) Két kockaval 24-szer dobva kapunk legalabb egyszer dupla hatost.

Allitélag a lovag megoldasa szerint mindkét esetben azonos a kérdéses valosziniiség. (Bar mas
forrasok szerint a tapasztalatra hagyatkozva, 6 inkabb az els6 eseményt részesitette elényben.)
Mit valaszolhatott Pascal? Hogyan szamolt a lovag?

2. Feladat. (A HAROM KOCKA PROBLEMAJA (GALILEI)) Sokaig foglalkoztatta a kockazo
embereket (a problémat allitolag Toscana hercege vetette fel) az is, hogy 3 kockaval dobva
a9(=142+6=1+3+5=1444+4=2+2+5=2+3+4=3+3+3) és
100=14+3+6=1444+5=24+24+6=2+3+5=2+4+4=3+3+4) Osszeg is
ugyanannyi féleképp johet ki, mégis a tapasztalatok azt mutattdk, hogy érdemesebb a 10-re
fogadni. Miért? Van-e még olyan Osszeg amire ugyanolyan érdemes fogadni, mint a 10-re?

A kovetkezé feladatok jelentds része egyszeri, ,példatarszagi”, am a részfeladatok kozott
akadhatnak kifejezetten nehezek is, melyek megoldasa alig képzelhet§ el a megel6z6 rész-
feladatok megoldasa nélkiill. A bevezets feladatokat nem targyaljuk részletesen a kurzuson,
viszont a megoldasukhoz sziikséges modszerek, rutinok, triikkok, eljarasok, technikidk isme-
rete elengedhetetlen a targyalt feladatok megoldasdhoz, ezért a feladatok hézi feladatként
torténd megoldasa ajanlott.

3. Feladat. Egy szabalyos dobokockat kétszer feldobtunk. Hatarozzuk meg az aldbbi ese-
mények valoszintiségét.

A dobott szamok szorzata prim.

A dobott szamok szorzata 6ttel oszthato.

A dobott szamok szorzata paros.

A dobott szamok szorzata legalabb 12.

A dobott szdmok szorzata egyjegy.

A dobott szamok Gsszege prim.

A dobott szamok Osszege Sttel oszthato.

A dobott szamok Gsszege paros.

A dobott szamok &sszege legalabb 12.

A dobott szamok Osszege egyjegyii.

Az els6 szam nagyobb, mint a masodik.

A masodik dobas eredménye megegyezik az elsé dobas eredményével.
Els6re haromszor annyit dobtunk, mint mésodikra.

A dobott szamok relativ primek.

A dobott szamok szorzata vagy Osszege paros.

A dobott szamok szorzata és Osszege is paros.

A dobott szamok szorzata és Gsszege is paratlan.

P OTOES NN EQUED QW

Feladat. Mennyi annak a valdszintisége, hogy egy dobokockat hatszor feldobva

) minden lehetséges érték pontosan egyszer jelenik meg;
) pontosan kétféle szamot dobunk;
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(c) a dobott szamok szorzata paratlan;

(d) a dobott szamok szorzata paros;

(e) a dobott szamok Gsszege harommal oszthato;
f) a dobott szamok szorzata oszthato 4096-tal;

(g) el6szor a harmadik dobésra dobunk hatost;

(h) a dobott szamok szorzata prim.

5. Feladat. Egy szabélyos pénzérmét tizszer feldobtunk. Hatarozzuk meg az alabbi esemé-
nyek valoszintiségét.

(a) Az els6 dobas eredménye fej.

(b) Az els6 és utolso dobas eredménye kiilonboz6.

(c) Ugyanannyi fejet dobtunk, mint irést.

(d) Legalabb nyolc fejet dobtunk.

(e) Legfeljebb 9 irast dobtunk.

(f) To6bb irast dobunk, mint fejet.

6. Feladat. Egy pakli 32 lapos magyar kartyabol kihtizunk nyolc lapot (visszatevés nélkiil,
a sorrendre valo tekintet nélkiil). Hatarozzuk meg a kovetkezs események valdszintiségét.

(a
(b
(c
(d
(e
(f
(8
(h

) Nélunk van a piros asz.

) Csak zo6ldet htizunk.

) Pontosan két szinbdl valok a lapjaink.

) Hazunk figurat is.

) Nem htizunk makkot.

) Nem htizunk makkot és figurat sem.

) Pontosan harom kiraly van nalunk.

) T6bb piros van nalunk, mint az 6sszes tobbi szinbdl egyiittvéve.

7. Feladat. Az 6t6s lotton az els6 90 pozitiv egész szam koziil hiznak 6t6t. Hatarozzuk meg
az alabbi események valoszintiségét.

) Nem htizzék ki a 43-ast.

) A kozépso kihazott szam a 43.

) A kihuzott szamok szorzata paratlan.

) A legnagyobb kihtuzott szam a 43.

) A legkisebb kihuzott szam a 43.

) Minden kihtizott szam 34 és 43 kozott van, beleértve a hatarokat is.

(g) A legkisebb kihtuzott szama a 34, a legnagyobb a 43.

(h) A szamok nagyséag szerint novekvs sorrendben keriilnek kihtuzasra.

(i) Egy szelvényt kitoltve azzal nyeriink (tehat legalabb két talalatunk van).

(a
(b
(c
(d
(e
(f

g

8. Feladat. Egy 36 fGs osztélyba 20 lany és 16 fia jar. Az osztaly 6t tagd kiildottséget
valaszt, amelynek egy elndke és négy tagja van. (Egy ember t6bb tisztséget nem viselhet.)
Hatarozzuk meg az alabbi események valoszintiségét.

(a) Andor lesz az elnok.

)
(c) Andor és Balazs sem szerepel a kiildottségben.
(d) A kiildottség csak lanyokbdl all.
) Az elnok lany, de a tagok mindegyike fit.
) Az elnok fin és a tagok kozott tobbségben vannak a lanyok.
)
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9. Feladat. Az els6 9 pozitiv egész szdmot véletlenszeri sorrendben egymés mellé irjuk.
Mennyi annak a valoszintisége, hogy a kapott kilencjegyt szam oszthato

(a) 2-vel; (b) 4-gyel; (c) 5-tel; (d) 9-cel; (e) 18-cal?

10. Feladat. Mi annak a valoszintisége, hogy a MISSISSIPPI sz6 bettit egymés utan leirva,
a 4 S nem keriil egymés mellé?

11. Feladat. Tiz telefonvezetékbdl négy beazott. Ezek utéan négy telefonvezetéken hivést
kisérelnek meg. Mennyi annak a valésziniisége, hogy a hivasok fele a beazéis miatt meghitsul?

12. Feladat. Egy 9 tagi tarsasag felszall a harom kocsibol allo HEV szerelvényre, de a nagy
tolongasban a tarsasag minden tagja csak azt nézi, hogy feljusson valamelyik kocsira, azzal
nem torddik, hogy a tarsai melyik kocsiba szélltak.

(a) Mennyi annak a valosziniisége, hogy mindharom kocsiba a tarsasag 3-3 tagja szallt?

(b) Mennyi a valoszintisége, hogy a harom kocsi koziil legalabb az egyikbe nem szallt fel senki
a tarsasag tagjai koziil?

(c) Mennyi a valoszintisége, hogy a harom kocsi koziil legalabb az egyikbe legfeljebb egy
ember szallt fel a tarsasig tagjai koziil?

«KOMAL - EMELT SZINTU ERETTSEGI GYAKORLO FELADAT»
TOVABBI KOMBINATORIKUS MEGFONTOLASOKAT IGENYLO FELADATOK

13. Feladat. Egy kalapban két fehér és két fekete golyd van. Ha csukott szemmel kivesziink
egyszerre két golyot, mi a valészintisége, hogy kiilénbo6z6 szintiek?

14. Feladat. Egy fiok mélyén harom par zokni van, amelyek kissé kiilonboznek egyméstol.
A fiokbol egyesével kihalaszva a zoknikat, mennyi annak a valoszintisége, hogy harom hizas
utdn még nem lesz a kivett zoknik k6zott Osszetartozd par?

«KOMAL C. 577»

15. Feladat. Egy zsakban 10 par kiilénb6z6 cipé van. Négyet kihtzva, mi a valészintisége,
hogy lesz koztiik legalabb egy Osszeill par?

16. Feladat. Magyar kartyabol 6t lapot htzva melyik eseménynek nagyobb a valészintisége:
annak, hogy az 6t lap azonos szin vagy annak, hogy van koztiik négy azonos szdm vagy
figura?

«KOMAL C. 1284.»

17. Feladat. Egy parkoloban 8 hely van. Odaérkezve egy autd véletlenszertien bedll az {ires
helyek valamelyikére. 4 aut6 all mar bent, amikor egy busz érkezik. Akkor tud bedllni, ha
van 4 egymas melletti szabad hely. Mennyi a valoszintisége, hogy ezt meg tudja tenni?

18. Feladat. Egy kor keriiletén véletlenszertien valasztjuk az A, B, C, D, F/, F pontokat. Mi
a valoszintisége, hogy az ABCA és az EFGA haromszogek idegenek?

19. Feladat. A Bajnokcsapatok Eurépa Kupa legjobb 16 csapata kdzé bejutott két magyar
csapat is: a Bolyai TC, és az Eotvos TK. Mi a valoszintisége, hogy egymas ellen jatszanak?
(A verseny egyenes kiesési rendben folyik; két csapat talalkozojan az egyik tovabbjut, a masik
végleg kiesik. Altalanositsunk 2" csapatral

«KOMAL GY.3177»
20. Feladat. Mi a valdszintisége, hogy egy csupa 4-es és 5-0s szamjegyekbdl 4116 nyolcjegy

szam oszthatd 9-cel?
_ 3 _
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21. Feladat. Karesz pénztarcajaban 5 db 20 Ft-os van. Edesanyja betett a hiiszasok mellé
néhany 10 F't-ost is. Hany db tizest kapott Karesz, ha ezek utan a pénztarcajabol talalomra
kivalasztott érme 0,8 valoszintiséggel 10 Ft-os?

22. Feladat. Egy osztalyban kiildottet valasztottak, minden tanulé azonos valdszintiséggel
kap szavazatot. Annak a valoszintisége, hogy fiut valasztanak, 2/3-a annak, hogy lanyt. Az
osztaly tanuloinak hanyadrésze fia?

23. Feladat. Pisti polcan konyvek allnak, véletlenszert sorrendben. Annak valésziniisége,
hogy a hdrom angol nyelvi egyméas mellett all, éppen 0,01. Hany kdnyve van Pistinek?

24. Feladat. Egy urnaban 18 sarga és néhany fehér illetve piros golydé van. Mennyi az
urnaban lévo fehér illetve piros golyok szama, ha annak valoszintsége, hogy fehér, vagy piros
golyot hizunk 1/15-del kisebb, mint mint annak a valészintisége, hogy fehér vagy sarga golyot
htuzunk. Tovabba, annak a valosziniisége, hogy piros, vagy sarga golyot huzunk, 10%-kal
nagyobb, mint annak a valészintisége, hogy fehér, vagy sarga golyot huzunk.

25. Feladat. Egy urndban n goly6 van. Egyet kihiizunk majd visszatessziik. Ezt az eljarast
n-szer megismételve, mi a valoszintisége annak, hogy mind az n goly6 a keziinkbe keriilt?

26. Feladat. Kettétoriink n darab palcat. A darabokat véletlenszertien parba rendezzik.
Mennyi a valoszintisége, hogy az Gsszetartozo darabok alkotjak a parokat?

27. Feladat. Jelolje m/n annak valoszintiségét, hogy a 10% pozitiv osztoi koziil olyat va-
lasztunk, (barmely oszt6 vilasztdsanak azonos a valosziniisége) amely 10%%-nak tébbszorose.
Mennyi m + n minimalis értéke? (Persze m és n pozitiv egészek.)

«USA ERETTSEGI, 1988.»

28. Feladat. Mekkora annak a valoszintisége, hogy egy kétjegyl szam négyzetének utolso
szamjegye 6 legyen?

29. Feladat. Egy 31 fGs osztalyban a szokisos médon akarjik egymést karadcsonykor meg-
ajandékozni a gyerekek: december elején az egyik osztalyfénoki éran egy kalapba beleteszik
a 31 nevet, és sorban mindenki kihazza annak a nevét, akinek ajandékot készit. Mennyi a
valészintisége annak, hogy a hiizast meg kell ismételni, mert valaki a sajat nevét huzta?

30. Feladat. A kétjegyi pozitiv egész szamok koziil kettSt véletlenszeriien kivalasztva mi
annak a valészintisége, hogy a két szamnak van kozos szamjegye?

«KOMAL C. 1557., 2019. SZEPTEMBER»

31. Feladat. Egy urnaban 101 goly6 van, koztiik pontosan 3 piros. Az urnabol visszatevés
nélkiil egyesével hizunk. Hanyadik helyen a legvalészintibb a masodik piros htizasa?

32. Feladat. Két zsakban piros és fehér golyok vannak. A kisebbikben 20 piros és 20 fehér,
a nagyobbikban 1005 piros és 995 fehér goly6 talalhato. Tetszésiink szerint kivalasztjuk az
egyik zsakot, ebbdl kihtizunk egy golydt, megnézziik és félretessziik, majd ismét tetszésiink
szerint kivalasztunk a két zsak koziil egyet, és kihtzunk beléle egy golyot. Milyen stratégiaval
érhetjiik el, hogy a két kihtuzott golyobol a lehetd legnagyobb valosziniiséggel legyen legalabb
az egyik piros?

33. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha egy n elemi halmaz részhalmazai koziil talalomra
kivalasztunk egyet, majd djra az Osszes részhalmaz koziil egy részhalmazt, akkor annak a

3 n 1 n
valoszintsége, hogy az egyik tartalmazza a masikat p = 2 <1> — (§> :



Elemi matematika 4. - MTN621g SZTE - Méader A. - 2021.

34. Feladat. Egy kocka minden lapjat pirosra, fehérre vagy zoldre szinezziik. Az egyes lapok
szinét egyméstol fliggetleniil véletlenszertien valasztjuk. Minden szint egyforma valoszintiség-
gel valasztunk. Mi a valoszintisége, hogy lesznek azonos szini szemkozti lapok?

35. Feladat. Harminc persely kulcsait véletlenszertien beledobtuk a zéart perselyekbe, mind-
egyikbe egyet-egyet. Feltorjiik az egyik perselyt. Mennyi a valoszintisége, hogy ezutdn méar
mindegyik perselyt ki tudjuk nyitni anélkiil, hogy tjabbat kellene feltorniink?

«KOMAL Gy. 2409.»

36. Feladat. A 0, 1, 2 szamjegyekbdl véletlen sorozatot készitiink. Milyen hosszi sorozatok
esetén lesz legalabb 61% annak a valoszintisége, hogy a sorozatban mindharom szamjegy
elsfordul? (KoMaL B3576.)

37. Feladat. Pisit csak akkor engedik el sziileik, ha harom sakkpartibol legalabb két egymas
utanit megnyer. Partnerei Apa és Papa, mégpedig vagy A-P-A, vagy P-A-P sorrendben.
Melyik sorrendet valassza Pisti, ha Apa jobban jatszik mint Papa?

38. Feladat. Tudjuk, hogy, 366 ember kell ahhoz, hogy biztosan legyen ketts, akik az év
ugyanazon napjan sziilettek. De hény ember kell ahhoz, hogy mindez 1/2 valoszintiséggel
teljesiiljon?

39. Feladat. Hany ember kell ahhoz, hogy 1/2 valészintiséggel legyen koztiik olyan, akik az
év egy kitlintetett napjan sziiletett, pl. januar 1-én?

40. Feladat. Péter j6 magasugro, teljesit6képessége hataran csak a véletlenen mulik telje-
sitménye. Edzgje szerint 0,54 a valoszintisége annak, hogy teljesiti a 205 cm-es magassagot.
Mi a valoszintisége annak, hogy egy versenyen elsére (ugye a magasugrok haromszor probal-
kozhatnak) atugorja a 205 m-t?

41. Feladat. Egy villamoson p = 0,04 val6szintiséggel jelennek meg az ellenérok, és a jegy
nélkiil utazokat 3000 Ft-ra megbirsagoljak. Mekkora annak a valdszintisége, hogy a birsag
fedezi a bliccelgk altal a lebukasig okozott kart, ha egy jegy ara 150 Ft?

42. Feladat. Legalabb hanyszor kell feldobni egy érmét ahhoz, hogy legalabb 0,9 val6szinii-
séggel legyen fej a dobasok kozott?

DOBOKOCKAS FELADATOK

43. Feladat. Legalabb hédny kockéval kell dobni ahhoz, hogy legalabb 0,5 valészintiséggel
legyen legalabb egy hatos a dobott szamok kozott? Es ha 0,99-0s valoszintiséget szeretnénk?
(Figyeljiik meg, hanyszor szerepel a legalabb sz6 a mondatban... Meg lehetne-e fogalmazni
a feladat szovegét kevesebb legalabb segitségével?)

44. Feladat. Négy kockat feldobva, mi annak a valésziniisége, hogy a dobott szamok 6sszege
oszthatd néggyel? (negykocka.swf)

45. Feladat. Ot dobokockaval dobunk egyszerre. Mekkora annak a valészintisége, hogy
harom kockan lesz paros szam, kettén pedig paratlan?

46. Feladat. Ot dobokockaval dobunk. Melyik eseménynek nagyobb a valészintisége: a ,két
parnak” vagy a ,tercnek” (,Két part” dobtunk, ha két-két kockan ugyanaz a szam jelenik
meg, és ezek kiilonboznek egyméstol és az 6todik kockan levétdl is. , Tercet” dobtunk, ha van
harom kocka, amin ugyanaz a szam szerepel, a tobbin pedig ettdl és egymastol is kiilonb6z4é.)

« KOMAL GvY.2934.»
_ 5 _
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47. Feladat. Hany dobokocka esetén a legnagyobb annak a valészintisége, hogy a kockakat
egyszerre feldobva pontosan egy hatos lesz a kapott szdmok kozott?

«KOMALSY»

48. Feladat. Arnold, Bendeguz, Cézar, Dorottya, Egon és Ferdinand szerepjatékhoz készii-
16dik. Még nem dontotték el, melyikiik legyen a kalandmester. (Ebben a jatékban egyikiik a
kalandmester, a tobbiek alkotjék a csapatot.) A kalandmester személyérsl sorsolassal kivan-
nak donteni, ehhez a jatékban hasznalt 10 oldalu ,dobdkockaval” dobnak a kovetkezGképpen:
El6ére meghatarozott sorrendben mindenki egyszer dob a kockéval. Az lesz a kalandmester,
aki elGszor 1-est, vagy 2-est dob. Ha a kor végére nincs meg a kalandmester, akkor djra
kezdik ugyanebben a sorrendben a dobasokat mindaddig, amig valaki 1-est vagy 2-est nem
dob. Dorottya még sohasem vezetett ebben a tarsasdgban jatékot, és most nagyon szeretne.
A fiak udvariasak és megengedik neki, hogy megvalassza azt, hogy hanyadiknak dob. Te mit
javasolnal Dorottyanak?

«KOMAL B3407.»
ToTo, LOTTO, ...

49. Feladat. Mekkora a valoszintisége annak, hogy a kihtzott lottoszamok kdzott nincsenek
szomszédosak?

50. Feladat. Mekkora a valosziniisége annak, ami megtortént az 1969. februér 28.-i lottohi-
zason, mikor is a kihtizott szamokat emelkedd szamsorrendbe allitva, az els6 két szam Gsszege
egyenls volt a harmadikkal.

«KOMAL P. 34.»

51. Feladat. Mekkora a valoszinisége annak, ami megtortént az 1987. évi 34. heti lotto-
htizason, mikor is kihtiztak két szomszédos szdmpéart, de nem hiztak ki harom egymés utani
szamot?

52. Feladat. Mennyi a valoszintisége annak, hogy az 1,2, ...179 fokos szogekbdl valasztott
3, egy kiilonbo6z6 oldalt haromszog harom szége?

«KOMAL 995.»

53. Feladat. Egy 12 egység hosszusagi csuklos szakaszt 11 pontban hajlithatunk meg. A
pontok egyméstol egységnyi tavolsdgra vannak. Véletlenszertien kivalasztunk két pontot. Mi
a valoszintisége, hogy ezek olyanok, hogy ott meghajlitva a szakaszt,

(a) haromszoget

(b) szabalyos haromszoget

(c) egyenld szart haromszoget

(d) derékszogii haromszoget

(e) hegyesszogt haromszoget

(f) tompaszogl haromszoget kapunk?

UTOLSO FELADATOK...

54. Feladat. Amikor Barnabas egyet bukfencezik, akkor a zsebében lévé n darab iiveggolyo
barmelyike egyméstol fliggetleniil 0<p<1 valoszintiséggel kiesik a zsebébdl. Ha egy bukfenc
soran legaldbb egy iiveggolyo kiesett Barnabas zsebébdl, akkor abbahagyja a bukfencezést,
kiilonben folytatja. Tudjuk, hogy miutdn abbahagyja Barnabas a bukfencezést, éppen 50
szazalék eséllyel van paros mennyiségd iiveggoly6 a zsebében. Mennyi lehetett n értéke?

I 6 I
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55. Feladat. Kiomlott a s6. Minek nagyobb a valészintisége, hogy paros, vagy hogy paratlan
szami so6szem szorodott szét?

56. Feladat. A lusta pénztaros nem gondoskodott valtopénztdl, igy iires kasszaval nyit. Egy
jegy ara 500 Ft, a sorban all6 vasarloknak pedig 50-50 szazalékos valdszintiséggel vagy egy
500 Ft-osuk, vagy egy 1000 Ft-osuk van. Ha a pénztaros nem tud valakinek visszaadni, a
pénztar bezar. Adjuk meg a kiszolgalt vevék szaméanak varhato értékét. (lusta.swf)

57. Feladat. Pinokkionak 9-féle akadéalyon kell sikerrel tuljutnia, hogy hus-vér gyerek lehes-
sen. Nehéz dolga van; ha egy akadalyon elbukik, akkor vissza kell térnie az el6z6hoz, és ott
ajra kell probéalkoznia. Ha a legels§ akadalyon bukik el, akkor fababu marad érokre. Pinok-
ki6 nem tanul a kudarcokbol, ezért az egyes akadalyokon a siker valoszintisége mindig 110,
210, 310, ..., 910, akdrhényadszor is probalkozik. Milyen sorrendben rendezze el a Kékhaju
Tiindér a Pinokkiora varo akadalyokat ahhoz, hogy Pinokkié a legnagyobb eséllyel valtozzék
at igazi gyerekké, és mekkora ebben az esetben a siker valdszintisége?

58. Feladat. Mekkora annak a valészintisége, hogy On lélegzett mar be olyan molekulat,
amely ott volt Caesar utolsé - Te is fiam, Brutus! - leheletében?

FELTETELES VALOSZINUSEG

59. Feladat. (PRISONER-PARADOXON) Harom rab raboskodik, A, B és C. Egy véletlensze-
riien kivalasztott paros amnesztiaban részesiil, mig a harmadik nem szabadul ki. Igy P(A
szabadul)= 2/3, hiszen Osszesen 3 lehetséges parositas van, (AB, AC, BC) mig A szem-
pontjabol két kedvezs (AB, AC). Az A rab a mar megsziiletett itéletrél érdeklsdik az egyik
borténérnél, de hogy ne kérdezzen ra konkrétan sajat szabadulasara, csak arra kéri az &rt,
nevezzen meg egy szabadulot a tobbiek koziil. Mivel a feladat B-ben illetve C-ben szimmet-
rikus, feltehetjiik, hogy az 6r B-t nevezte meg. Ekkor viszont P(A szabadul)= 1/2, hiszen
az Osszes parok szama ezuttal ketts (AB, BC) mig az A szamara kedvezd par mindossze egy
van, AB. Tehat a kérdés hatasara csokkent az A rab szabadulasanak valoszintsége. Hogy is
van ez?

60. Feladat. Egy dobozban harom koron van, az egyiknek mindkét oldala kék, a mésik-
nak mindkét oldala piros, a harmadiknak az egyik oldala kék, a masik piros. Egy korongot
kivesziink (csukott szemmel) és az asztalra tessziik. Miutan lattuk, milyen szin van a ko-
rong tetején, meg kell tippelniink, milyen szin van az aljan. Hogyan tippeljink? Miért?
(korongl.swf)

61. Feladat. Feldobunk egy érmét, ha fej egy, ha iras két kockaval dobunk. Mi a valészint-
sége annak, hogy lesz hatos a dobott szdmok kdzott?

62. Feladat. Egy kockaval dobunk. Ha a dobott szidm n, akkor n kockaval dobunk tjra. Mi
a valoszintisége, hogy ezalatt legaldbb egy hatost dobtunk?

63. Feladat. A lotton a 7, 22, 51, 54, 78 szdmokat jatszottam meg. A hizast figyelvén,
eddig a 78, 13, 22 szamokat haztdk ki. Mi a valdszintisége annak, hogy legaldbb harmasom
van?

64. Feladat. Egy egyetemen a hallgatok matematikusok vagy fizikusok. A matematikus hall-
gatok 15, a fizikus hallgatok 22%-a vizsgazik sikeresen. Az egyetemen hallgatoinak 40%-a
matematikus. Mi a valdszintisége, hogy egy taldlomra kivalasztott hallgaté sikeresen vizsga-
zik?

N S
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65. Feladat. Egy tavirokésziiléken a leadott pontok 2/5-e vonalld, a leadott vonalak 1/3-a
pontta torzul. Egy iizenetben a pontok és vonalak arédnya, 5 : 3. Mennyi annak a val6szinii-
sége, hogy a kiild6 pontot kiildétt, ha a vevé pontot kapott?

66. Feladat. Az alabbi két porgettyt valamelyikével kétszer porgetiink, mindkét alkalommal

o o
NN

szabadon valasztva a porgettyiik koziil. Hogyan valasszunk, ha akkor nyeriink, ha a porgetés
utan egy rogzitett nyilnal megallo szineket Osszekeverve lila (kék+piros) jon ki? (Még az els6
porgetés el6tt meg kell nevezni mindkét porgetés porgettytijét.) Hogyan vélasszunk elss és
méasodik porgettytit, ha az els§ porgetés ismeretében kell csak masodikat valasztanunk?

67. Feladat. (a) Egy kétgyermekes csalddban mi a valosziniisége, hogy az egyik gyermek
fia?

(b) Egy kétgyermekes csaladhoz megyiink vendégségbe, egy lanygyermek nyit ajtot. Mi a
valoszintisége annak, hogy a méasik gyermek fia?

(c) Egy kétgyermekes csaladhoz megyiink vendégségbe, egy lanygyermek nyit ajtot, aki azt
mondja: Az id&sebb testvérem edzésen van. Mi a valoszintisége annak, hogy a masik
gyermek fia?

68. Feladat. Egy urnabol, melyben harom goly6 van haromszor hiizunk visszatevéssel egy-
egy golyot. Mi a valoszintisége, hogy mindharom goly6 fekete, ha mindharom huzasra fekete
golyot hiztunk?

«KOMAL 1090.»

69. Feladat. Tegyiik fel, hogy egy betegségben az emberek 0, 5%-a szenved. Egy, a betegsé-
get kimutato teszt megbizhatosaganak 98%-séga jelentse azt, hogy a teszt a beteg emberek
98%-anal pozitiv, 2%-anal negativ eredményt ad, mig az egészséges emberek 98%-anal nega-
tiv, 2%-anal pozitiv eredményt ad. Mennyi a valésziniisége annak, hogy On beteg, feltéve,
hogy a tesztje pozitiv?

70. Feladat. (MARILYN VOS SAVANT PROBLEMAJA) Egy jatékos el6tt harom csukott ajto
all. Az egyik mogott autd, a masik ketté mogott kecske van. Miutan a jatékos kivalaszt egy
ajtot a jatékvezetd nem azt nyitja ki, hanem egy masikat (természetesen olyat, ami mogott
kecske van). Most a jatékos valaszthat, hogy kitart eredeti dontése mellett, vagy atpartol a
maésik, ki nem nyitott ajtohoz. Hogyan doéntson?

GEOMETRIAI VALOSZINUSEGI MEZO

71. Feladat. Mutassunk példat olyan 0 valészintiségli eseményre, amely nem a lehetetlen
esemeny.

72. Feladat. Egy versenyen minden ejtSernyGs egy 10 méter sugari kérben landol. Kiilon-
dijat akkor kap egy ugrd, ha a korben elhelyezett 2 méter oldalhossztsagi négyzetben landol.
Mekkora a valoszintisége, hogy egy ugras kiiléndijas lesz?

73. Feladat. Egy 1 méter hossztu palcat kettétoriink. Mennyi annak a valoszintisége, hogy
a toréspont kozelebb van a palca valamelyik végéhez, mint a kézepéhez?
I 8 I
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74. Feladat. Egy 1 méter hosszi palcat kettétoriink. Mennyi annak a valoszintsége, hogy a
toréspont legalabb kétszer akkora tavolsagra van a pélca kozepétdl, mint valamelyik szélétsl?

75. Feladat. Valamely folyos6 haromszint, egyenlGen nagy téglalapokkal fedett. Ha a téglak
kozt 200 darab fehér, és annak a valoszintisége, hogy egy eldobott labda piros lapon 4ll meg
1/3, hogy feketén 4/9, akkor mennyi a folyoso alapteriilete, ha a szabalyos hatszogletd téglak
egy-egy alapéle 1,2 dm? (A feladat szvegében persze a téglalap nem mint geometriai alakzat
értendd, hiszen hatszogletii lapokrol van sz6.) (Irasbeli érettségi feladat 1912-13., Budapest,
kegyes-tanitorendi fg.)

76. Feladat. A (0,3) intervallumon véletlenszerten kijeldlve egy pontot, annak a val6szini-
sége, hogy ez a 2-nek r sugari kornyezetébe esik 1/5. Mennyi az r?

77. Feladat. Mire hasznalhato a kdvetkezs feladat, illetve annak megoldasa? Egy egység-
oldalt négyzetbe egységnyi atmérgji kort irunk dgy, hogy a két sitkidom kozéppontja meg-
egyezzen. A négyzet egy pontjat véletlenszertien kivalasztva, mi annak a valoszintisége, hogy
az a kor belsejébe esik? (lovesek3.swf)

78. Feladat. Egy folyosé 50 cm oldalhossziisigu négyzet alaku kdvekkel van kikévezve. Le-
ejtve egy 2 cm Atmérgji érmét (pl. 5 forintos), mi a valoszintisége annak, hogy az érme
fugéra esik?

79. Feladat. Egy folyos6 1 cm oldalhossztisdgi négyzet alaka kovekkel van kikévezve. Le-
ejtve egy d cm atmérGjd érmét, mi a valoszintisége annak, hogy az érme pontosan egy fugat
metsz? Mely d-re a legnagyobb ez a valoszintiség?

80. Feladat. Egy egységnyi szakaszon kijel6ltiink véletlenszertien két pontot, harom részre
osztva ezzel a szakaszt. Mi a valoszintisége annak, hogy a harom szakaszbol, mint oldalbol
haromszog szerkeszthets?

81. Feladat. Egy egységnyi szakaszon kijeloltiink véletlenszertien két pontot. Mi annak a
valdszintisége, hogy a pontok kozti tavolsag kisebb, mint a szakasz hosszanak a fele? Altala-
nositsuk 1/2 helyett, tetszéleges d < 1 tavolsagra.

82. Feladat. Egy egységnyi szakaszon kijeloltiink véletlenszertien két pontot. Egy h szamrol
azt tudjuk, hogy annak a valosziniisége, hogy a két pont tavolsdga h-nal kisebb, 1/4 és 3/4
kozé esik. Milyen hatérok kozott mozoghat h? Hasznaljuk az el6z6 feladat eredményét!

«KOMAL F. 1918.»

83. Feladat. A korvonalon egyméstol fiiggetleniil véletlenszertien kivalasztunk 3 pontot. Mi
annak a valoészintisége, hogy az altaluk meghatarozott haromszog hegyesszogii?

84. Feladat. Anna és Balazs megbeszélik, hogy 10 és 11 ora kozott talalkoznak a Domnél.
Erkezésiik a megbeszélt idGben véletlenszerd. Mi annak a valészintsége, hogy egyikiiknek
sem kell negyed 6ranal tobbet varnia?

85. Feladat. Véletlenszertien valasztunk két szamot a (0,1) intervallumban. Mi a valoszi-
niisége annak, hogy 0sszegiik 1-nél, szorzatuk pedig 0, 16-nal kisebb?

86. Feladat. Egy félkoriven két pont mozog. Mi annak a valoszintisége, hogy a két pontnak
egymastol vett tavolsaga nem nagyobb a félkor sugaranal?

«KOMAL 1954. 595.»
- 9 -
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87. Feladat. Az z? + 2ax + b = 0 egyenlet gyokeit véletlenszertien valasztjuk a (—1,1)
intervallumbol. Mi annak a valoszintisége, hogy az egyenletek lesz valos gyoke? Altalanositsuk
az elébbi feladatot tgy, hogy a-t a (—c, ¢) mig b-t a (—d, d) valasztjuk. Ugyeljiink arra, hogy
ad<c?ésd>c? esetek elvileg kiilonbdzé banasmodot igényelnek.

88. Feladat. Fgy kocka éleit megszamoztuk az 1, 2, ...12 szdmokkal. Andras mond két
olyan szamot, amelyhez tartoz6 éleknek van kozos csicsuk, majd Béla is mond két olyan
szamot (megint az Osszes koziil valasztva), melyekhez tartozo éleknek van kézos csucsuk. Mi
annak a valoszintisége, hogy Andrés éleinek nincs kozos csiucsuk Béla éleivel? (oktv.swf)

89. Feladat. Harom hajotorott mindegyike egy-egy orat tolt (egyhuzamban) egy szigeten
ma délutan valamikor 5 és 9 ora kozott (véletlenszerdien). Ha harmuk koziil pontosan kettd fél
oranal hosszabb ideig egyszerre tartozkodik ott, akkor viszaly tor ki. Mekkora a valoszintisége
annak, hogy békében telik el a mai nap?

«OKTV 1995/96 3. KATEGORIA 2. FORDULO 3. FELADAT»

90. Feladat. (BERTRAND-FELE (JOSEPH BERTRAND (1822-1900)) PARADOXON) Tekint-
siink egy kort és valasszuk ki taldlomra az egyik hurjat. Mi annak a valdszintisége, hogy a
kivalasztott har hosszabb, mint a korbe irt szabéalyos haromszog oldala?

Erre a feladatra az On didkjai a kovetkezé megoldasokat nytjtjak be:

(1) A valasztandd meghatarozza a felezépontja. Konnyen lathato, hogy a hur akkor lesz
hosszabb a haromszog oldalanal, ha a kozéppontja a haromszog begrt korén beliil helyezkedik
el, ennek sugara pedig fele akkora, mint a kor sugara, igy p = (32); =1/4.

(2) A huar hosszat a kozéppontjanak a kor kozéppontjatol vett tavolsaga is meghatarozza. A
szimmetria miatt feltehet, hogy a hit kézéppontja a kor egy rogzitett sugaran fekszik. A
har akkor lesz hosszabb a haromszog oldalanal, ha a kézéppontja legfeljebb r/2 tavolsagra

van a kor kozéppontjatol. Igy p = z=1/2.

(3) A szimmetria miatt a har egyik végpontjat rogzithetjiik, (legyen ez a haromszog egyik
csicsa) mig a masikat a koron szabadon valaszthatjuk. Ez a hir akkor lesz hosszabb a hé-
romszog oldaldnal, ha belemetsz abba, ennek valoszintisége pedig, tekintettel arra, hogy a
szabalyos haromszog szoge 60 fokos, p = 1/3. Kinek van igaza?

91. Feladat. (BUFFON-FELE (GEORGES BUFFON 1707-1788, 1733.) TUKISERLET) A si-
kon egymastol d tavolsagra parhuzamos egyenesek fekszenek. A sikra taldlomra egy [ hosszi-
sagi (0 < 1 < d) tit ejtiink. Mi a valoszintisége annak, hogy a ti dtmetsz egy egyenest?

VALOSZINUSEGI VALTOZOK...

92. Feladat. Egy viragkertészet allitasa szerint a naluk vasarolt viraghagymak 90%-os va-
loszintiséggel kihajtanak. Mi a valészintisége annak, hogy 100 megvasarolt hagymabdl éppen
90 kel ki?

93. Feladat. A polgarmester valasztéas egyik jeloltje azt allitja, hogy 6t tamogatja a valasztok
60%-a. Mi ezt tesztelends, megkérdeziink 20 embert, de koziiliik csak 9 tamogatja az el6bbi
jeloltet. Mi a valdsziniisége, hogy 20 ember koziil 9, vagy annél kevesebb tdmogatja a jeloltet,
ha az tényleg igazat mondott?

94. Feladat. Az els¢ iidit6 megvasarldsakor olyan figurat taldlunk a kupakban, amely még
nincs a birtokunkban (hiszen ez az elsé iditénk). A masodik {idit6 megvasarlasakor 5/6
valészintiséggel taldlunk a kupakban olyan figurat, amellyel még nem rendelkeziink. Mennyi
a masodik figura megszerzéséhez sziikséges kupakok szamanak varhato értéke? A masodik
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figura megszerzéséhez sziikséges kupakok szama milyen eloszlast mutat? (Esetleg ezt is hasz-
nalhatjuk a varhato érték meghatarozasanal!) Hatarozzuk meg a harmadik, negyedik, s.i.t.
illetve az Osszes figura megszerzéséhez sziikséges kupakok szamanak varhato értékeét!

95. Feladat. Egy urndban n (n > 3) fehér és kétszer annyi fekete golyd van. Visszatevés
nélkiil egyszerre kihizunk harom darabot.

(a) Adja meg a kihtuzott fehér golyok szamanak eloszlasat!

(b) Héany fehér golyo esetén lesz legalabb 0,25 annak a valészintisége, hogy legalabb két
goly6 van a mintaban?
(KoMal, Emelt szintii érettségi gyakorlo feladat)

96. Feladat. Egy fénymasolo p valoszintséggel gytiri be a papirt. Mennyi a két begytirés
kozott féenymasolt papirok szamanak eloszlasa és varhato értéke és szorasa?

97. Feladat. Mennyi a (90-bdl 5) lottohuzas masodik legnagyobb szamanak a varhato érté-
ke? (Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny matematikabol 2001/2002, 3. kategoria, 1.
fordulo, 5. feladat)

98. Feladat. Egy klinikdan vizsgalatot végeznek egy olyan betegségre vonatkozoan, amely
atlagosan 100 ember koziil egyet silyt. Egy vizsgalatra 6tven ember jelentkezik. Az igazgato
tigy dont, hogy nem vizsgélja meg az 6sszes vérmintat kiilon-kiilon, 6sszeonti azokat. (Persze
mindegyik vérbsl hagy is egy kicsit, esetleges késobbi vizsgalatok céljabol.) Igy ha a minta
negativ, mindenki egészséges (elég tehat egy vizsgéalat), ha pozitiv, akkor van benne ferts-
7ottt ver, de elég csak ekkor az Gtven mintat kiilon-kiilon megvizsgalni (tehat 51 vizsgalat
sziikséges). Mennyi a vizsgalatok szaméanak varhato értéke? Ha az orvos nem mind az 6tven
mintat onti egybe, hanem csak két 25-6s csoportot képez, akkor varhatéan hany mérést fog
elvégezni? Milyen csoportositassal minimalizalhato a vizsgalatok szdmanak varhato értéke?

99. Feladat. Egy érmével addig dobunk, amig fej és iras is lesz a dobottak kozott. Adjuk
meg a sziikséges dobasok szaménak varhato értékét. ( dobaspenzzel2.swf )

100. Feladat. Egy kockaval addig dobunk, amig valamely korabban dobott szdm ki nem jon
ujra. Adja meg a dobéasok szaméanak eloszlasat és varhato értékét!

101. Feladat. Feldobunk két dobokockat, ha a dobott szamok Gsszege 7, vagy 11, nyer-
tiink, ha 2, 3, vagy 12 vesztettiink (ezekben az esetekben a jaték véget ért), kiilonben tjra

dobunk. Adjuk meg a nyerés valosziniiségét, illetve a dobésok szaméanak varhato értékét.
(dobas2kockaval.swf)

102. Feladat. On mond egy szamot, 1 és 6 kozott! A jatékmester feldob harom dobokockt,
ha mindharmon az On szama jon ki nyer 3 $-t, ha csak kettén, akkor nyer 2 $-t, ha csak egy
kockan lesz az On szama, akkor 1 $-t nyer. Ha viszont egyetlen kockan sem az On szama 4ll,
veszit 1$-t. Mennyi ebben a jatékban a nyeremény varhato értéke?

BOLYONGASI PROBLEMAK

103. Feladat. A szamegyenes 0 és 5 pontjaban egy-egy bolha il. Minden maéasodperce-
ben valamely szomszédos egész koordinataji pontra ugranak, mindkét irany valasztasanak
valoszintisége 1/2. Mennyi a valosziniisége annak, hogy

(a) a harmadik mésodpercben ugyanott tartézkodnak
(b) a k. masodpercben ugyanott tartozkodnak
(c) az 6t6dik méasodpercben helyet cserélnek
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(d) a harmadik masodpercben tavolsaguk 1 lesz
(e) a k. masodpercben tavolsaguk 6 lesz?

BAJ VAN A RESZEG TENGERESSZEL - WHAT SHALL WE DO WITH THE DRUNKEN SAILOR?

104. Feladat. Egy részeg tengerész a szamegyenes 0 pontjaban &ll, s minden percben 1/2-
1/2 valoszintiséggel 1ép jobbra, illetve balra a szomszédos egész szamokra. Ha eléri a tengert
belesik, ha eléri a kocsmat bemegy. Mekkora valoszintiséggel éri el a kocsmét, ha az a +1,
mig a tenger a —1 pontban van 7

105. Feladat. Egy részeg tengerész a szamegyenes 0 pontjaban &4ll, s minden percben 1/2-
1/2 valoszintiséggel 1ép jobbra, illetve balra a szomszédos egész szamokra. Ha eléri a tengert
belesik, ha eléri a kocsmat bemegy. Mekkora valoszintiséggel éri el a kocsmét, ha az a +2,
mig a tenger a —1 pontban van?

106. Feladat. Egy részeg tengerész a szamegyenes 0 pontjaban all, s minden percben 1/2-
1/2 valoszintiséggel 1ép jobbra, illetve balra a szomszédos egész szamokra. Ha eléri a tengert
belesik, ha eléri a kocsmat bemegy. Mekkora valoszintiséggel éri el a kocsmét, ha az a +1,
mig a tenger a —2 pontban van?

107. Feladat. Egy részeg tengerész a szamegyenes 0 pontjaban &ll, s minden percben 1/2-
1/2 valoszintiséggel 1ép jobbra, illetve balra a szomszédos egész szamokra. Ha eléri a tengert
belesik, ha eléri a kocsmat bemegy. Mekkora valdszintiséggel éri el a kocsmat, ha az a +k,
mig a tenger a —t pontban van (vagyis inkabb kezdddik, a tenger mégsem egy pont ... .)?

108. Feladat. Egy sétalo a park kozepérsl indul, minden keresztez6désben egyenld valoszi-

niiséggel valaszt a lehetséges utak koziil (vissza is fordulhat). Ha eléri a park szélét megall.
Mekkora valoszintiséggel jut a park csticsdba? (K6MalL P64.)

VALOSZINUSEGI JATEKOK

109. Feladat. Egy érmével addig dobunk, amig két egymas utani dobés eredménye azonos
nem lesz. Mennyi a sziikséges dobasok szamanak varhato értéke, és eloszlasa?

110. Feladat. Két jatékos, Anna és Balazs, a tovabbiakban A és B egy szabalyos dobokoc-
kaval jatszik. A jatékot A kezdi és a kockat felvaltva egyszer-egyszer feldobva az nyer, aki
el6szor dob hatost.

(a) Mi a valoszintisége annak, hogy A nyer?

(b) Tarthat-e ez a jaték orokké?

(c) Hatarozzuk meg a dobéasok szamanak varhato értékét.
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111. Feladat. Két jatékos felvaltva dob egy szabalyos érmével. Az nyer, aki elgszér dob
fejet. Hatarozzuk meg az egyes jatékosok nyerésének valosziniiségét! Igazsdgossa teheté-e a
jaték, az érme megfeleld cinkelésével?

112. Feladat. Egy urnaban a szdmua fehér és b szamu fekete golyé van a +b = n. Két
jatékos, A és B felviltva hiz visszatevéssel az urnabol egy-egy golyot. Az nyer, aki elGszor
huz fehéret. Mekkora a valoszintisége, hogy A nyer?

113. Feladat. A és B felvaltva feldob egy szabalyos érmét. Az nyer, aki elGszor dob iras
utan fejet. Mennyi annak a valoszintisége hogy A nyer, ha 6 kezdi a jatékot?

114. Feladat. A és B egy szabalyos érmét feldobva jatszik. Az nyer, aki az n. fejet dobja.
Mi a valoésziniisége, hogy A nyer, ha 6 kezdi a jatékot?

115. Feladat. A és B felvaltva dob egy szabalyos érmével. Csak az utolsé 3 dobas eredményét
figyelik, A nyer ha ez £ff és B ha fif. Kinek kedvez a jaték? Itt tehat nincs jelentGsége
annak, hogy ki dob, csak az szdmit melyik nyerG sorozat jon ki el&bb.

116. Feladat. A és B harom érmével jatszik. Az érméket egyszerre eldobva a fejeket atadjak
a masik jatékosnak. Az nyer, akinél elgszor lesz ott mindharom érme. (Eltekintve persze a
kezdgallapottol, amikor mindharom érme A-nal van.) Mekkora valészintséggel nyer A, ha 6
kezdi a jatékot?

117. Feladat. Eszternek és Zsofinak 3-3 forintja van. Egy szabalyos érmével dobalnak, fej
esetén Eszter kap Zsofitol 1 forintot, iras esetén pedig Zsofi kap Esztertdl 1 forintot. Addig
jatszanak, amig valamelyikiik pénze elfogy. Mennyi a valészintisége annak, hogy legalabb 100
dobéasra sor keriil? (Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny matematikabol 1993/1994,
3. kategoria, 1. fordulo, 3. feladat)

118. Feladat. Egy-egy cédulara felirtuk az 1, 2, 3, illetve 4 szamokat. Anna kihiz egy cédulat
a négy koziil, majd visszateszi a tobbi kozé. Ezutan Zsofi hiz ki egy cédulat, utana visszateszi,
majd ismét Anna kovetkezik stb. A kihizott szamot mindig hozzaadjak az addig kihuzott
szamok Osszegéhez. Az nyer, akinek a hizésa utdn elGszor lesz az Osszeg 3-mal oszthato.
Mennyi a valoszintisége annak, hogy Anna nyer? (Orszégos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
matematikabol 1997/1998, 3. kategoria, 1. fordulo, 4. feladat)



