Elemi matematika 4. - MTN621g
GRAFOK

1. Feladat. 1736-ban allitolag megkérdezték Eulert, a Szentpétervari Akadémia tanarat,
hogy a véarost atszelg Pregel foly6 hét hidjat be lehet-e jarni tigy, hogy minden hidon pon-
tosan egyszer sétalunk végig. Hany hidat kell épiteni, hogy ezt megtehessiik? Es hogy oda
érkezziink, ahonnan indultunk? Miért ez az els¢ feladat?
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EGYSZERU GRAFOK - KONSTRUKCIOK

2. Feladat. Egy hat tagi vendégségben, a hézigazda aki mindenkit ismer, megkérdezte, ki
héany jelenlévét ismer (az ismeretségek kolesonosek). A kovetkezs valaszokat kapta: 1,4, 2, 3.
Az utolsé valaszt nem hallotta, mégis ki tudta talalni. Mennyi volt az utols6 valasz, és hogyan
gondolkodott a hazigazda?

3. Feladat. Rajzoljon olyan 6t csticst grafot amelynek 6 éle van, és

(a) van benne olyan csics, amelynek fokszama 3,
(b) nem osszefliggd,
(c) pontosan két olyan csiicsa van, amelynek fokszama 4.

4. Feladat. Rajzoljon olyan 6t csicsu grafot, amelynek fokszamsorozata

(a) 4, 4, 4, 4, 4, (d) 2,1,1,0,0, (g) 4,3,2, 1,0,
(b) 4, 4, 4, 3, 3, (e) 5,4, 3,3, 2, (h) 4,3,3,2, 1.
() 3,3,2,2,2, (f) 4, 4,3,2,1,

5. Feladat. Adjuk meg a hidnyzo fokszamot /fokszamokat a kovetkezo fokszamsorozatokban.
Ha t&bb lehetséges megoldas is van, akkor adjuk meg az 0sszes megoldast.

(a) 5,5, 5, 5, 5, X (d) 52 1,1, X, Y
(b) 5, 5,3,3,3, X (e) 5,5,3,2, X, Y
(¢) 5,555 X, Y (f) 5,53 1,X,Y

6. Feladat. Adjunk konstrukciét egy olyan 2n f&s tarsasédgra, ahol mindenki pontosan 3
masik embert ismer.

7. Feladat. Adjunk példat olyan n csicsi grafra, amelyben barmely két Gssze nem kotott
pontnak van kozos szomszédja, de semelyik két 6sszekotott pontjanak nincs kdzos szomszédja.
ALAPVETO GRAFELMELETI TETELEK ES KOVETKEZMENYEIK

8. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely tarsasigban van legalabb két olyan ember, akinek

ugyanannyi ismerdse van a jelenlévok kozott.
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9. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely poliédernek van legaldbb két, azonos oldalszamu lapja.

10. Feladat. Péternek 28 osztalytarsa van, s Péter mind a 28 osztalytarsanak kiilonboz6
szamu baratja van az osztalyban. (A baratsagok kolesonosek.) Hany baratja van Péternek
az osztalyban? Altalanositsunk.

11. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy (legalabb négy csticsu) egyszeri grafban pontosan két
azonos foku cstcs van, akkor az a fokszam szerinti két , k6zépss”.

12. Feladat. Egy tancmulatsdgon 7 fit és 7 lany vet részt, akik az est sordn végig fiu-lany
parokban tancoltak. Az est végén mindenki leirta, hdny partnerrel tancolt: 3; 3; 3; 3; 3; 5;
6; 6; 6; 6; 6; 6; 6; 6. Bizonyitsuk be, hogy valaki tévedett.

13. Feladat. Minden véges, egyszeri grafra igaz, hogy van két azonos foku csiucsa. Adjunk
tetszéleges n-re, (n > 1,n € N) olyan n csicsti nem egyszeri véges grafot, amelyre ez nem
igaz.

14. Feladat. Minden véges, egyszerii grafra igaz, hogy van két azonos foku cstcsa. Adjunk
olyan végtelen egyszeri grafot amelyre ez nem igaz.

15. Feladat. Igaz-e, hogy egy iranyitott grafban mindig van két pont, amelynek ugyanakkora
a kifoka?

16. Feladat. Egy informatikus azt a feladatot kapta, hogy kosson 6ssze 2019 szadmitogépet
gy, hogy mindegyik 365 mésikkal legyen Osszekotve. Hogyan végezze el a feladatat?

17. Feladat. Vegyiink fel a sikon 7 szakaszt gy, hogy mindegyik 3 masikat metsszen.

TELJES GRAFOK, FAK, ...

18. Feladat. Nyolc csapat egyfordulos kormérkszést jatszik egymassal.

(a) Hany meccset jatszanak Osszesen?

(b) Ha eddig minden csapat harom mérkszésén van til, akkor hany meccs van még hétra?

(c) Eddig mar 17 mérkdzést lejatszottak. Igazolja, hogy van olyan csapat amely mar 5
mérkézést jatszott.

(d) Legalabb hany lejatszott mérkdzés utan allithatjuk biztosan azt, hogy van olyan csapat,
amely mar legalabb 6 mérkézést lejatszott?

19. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n csapat kérmérkGzéses versenyén mar legalabb n + 1 mér-
kézést lejatszottak, akkor van olyan csapat, amelyik legalabb haromszor jatszott.

20. Feladat. Rajzoljunk olyan 5 csticst grafot amelynek

(a) 11 éle van,

(b) 3 éle van és Gsszefiiggd.

21. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely graf vagy a komplementere &sszefiiggs.

22. Feladat. Egy orszag barmely két varosat 6sszekoti vagy repiil, vagy hajojarat. Igazol-
juk, hogy az orszag minden varosa bejarhato csak egyfajta kozlekedési eszkozzel is.

23. Feladat. Melyik az a legkisebb ¢(n) egész szam, amire igaz, hogy ha egy n cstcst grafban
legalabb ¢(n) él van, akkor a graf 6sszefliggs?

24. Feladat. Hany csiicsa van annak a teljes grafnak, amelyben az élek szama tébb, mint a
csticsok szamanak 6tszorose, de kevesebb, mint a hatszorosa?

25. Feladat. Egy faba 435 élt behuzva teljes grafot kapunk.
I 2 I



Elemi matematika 4. - MTN621g SZTE - Méader A. - 2021.

(a) Hany csicsa van ennek a grafnak?

(b) Legfeljebb héany élt tudunk kitérolni az élek behtuzasaval kapott a teljes grafbol agy, hogy
a kapott graf még Osszefiiggs legyen?

(c) Maximum hany élt tudunk kitérolni ebbdl a teljes grafbol agy, hogy a kapott graftban
még legyen kor?

(d) Legfeljebb hany élt tudunk kitorolni ebbdl a teljes grafhol gy, hogy a kapott graf dssze-
fiiggs legyen, és legyen benne kor?

26. Feladat. Egy n csucsu teljes graf éleit A és B 7 felvaltva egy-egy élt 7kiszinezi pirosra.
Az veszit, aki els6ként hoz létre piros szini kort. Melyik jatékosnak van nyers stratégija,
ha A kezdi a jatékot?

GRAFOK SZAMA

27. Feladat. Mibd6l van tobb, olyan 7 csicst grafbol, amelynek 10, vagy amelynek 11 éle
van?

28. Feladat. Mibdl van t6bb, olyan

(a) 7, (b) 8

cstiestt grafbol, amelyben minden pont foka 3, vagy amelyikben minden pont foka 47
29. Feladat. Hany olyan 5 cstcst graf van, amelynek

(a) 10 éle van, (b) 9 éle van, (c) 8 éle van, (d) 7 éle van,

ha a csticsokat nem kiilonboztetjiik meg?

30. Feladat. Hany olyan n (n € Z™) csucsa graf van, amelynek
(a) 0, (b) 1, (c) 2
éle van, ha a csiicsokat nem kiilénboztetjiik meg?

31. Feladat. Hany n (szamozott) csicsi graf van?

32. Feladat. Hany olyan n szdmozott csticst graf van, amelynek pontosan n éle van?

33. Feladat. Hany szerkezeti izomerje van a CyHyo molekulanak? (Minden C cstics negyed-
fokt, s minden H cstcs elséfoku.)

EULER-VONAL

34. Feladat. Megrajzolhatok-e az alabbi grafok ,egyetlen vonallal”?

(a) (b)

(c)
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35. Feladat. Kovacs ur elégedetten nézegeti a tapétat a falon. Eppen most fejezte be
szokésos ellen6rzé koritjat hdzaban, mely sordn minden ajton pontosan egyszer haladt at.
Hol van most? (Kovacs tr kertje kérbeveszi a hazat, s a kerten beliil szabadon lehet mozogni,
a kert barmely pontjarol barmelyikre el lehet jutni a hézon kiviil is.)
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HAMILTON-UT, KOR

36. Feladat. Tegyiik fogyaszthatova a kovetkezs tételt: A teljes graf éleinek iranyitasabol
keletkez6 grafban mindig van irdnyitott Hamilton-ut. Példaul: Egy koérmérkézéses vivover-
seny végén, szeretnénk a versenyzéket gy sorba allitani, hogy mindenki mogott kdzvetlentil
olyan alljon, akit § legy6zott. Megtehet6-e ez mindig?

37. Feladat. Van-e olyan 6 cstcst egyszerti graf amelynek

(a) 11

(b) 12 éle van, és nincs Hamilton-kore?

Hasznéljuk: ha egy n ponta grafban minden pont foka legaldbb n/2, akkor a grafnak van
Hamilton-kore.

VEGYES GRAFELMELETI FELADATOK

38. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely 6 tagt tarsasidghban van 3 ember akik paronként isme-

rik, vagy paronként nem ismerik egymaést.
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39. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy 6 csics graf minden élét vagy pirosra, vagy kékre
szineztiik, akkor van egyszin haromszog.

40. Feladat. Adott a sikon 6 altalanos helyzet pont tgy, hogy barmely két pont tavolsa-
ga kiilonboz6. Mutassuk meg, hogy megadhato két olyan haromszog, amelyeknek minden
csicsa ezen pontok koziil valo, és a két haromszognek van egy kozos oldala, amely az egyik
haromszogben a legrovidebb, a masikban a leghosszabb oldal. (KéMalL B5011)

41. Feladat. Egy tarsasagban 0t hazaspar van jelen. Azok, akik nem ismerik egymast,
bemutatkozasul kezet fognak egymassal. Az egyikiik, Kovacs ar megkérdezi minden jelen-
levétsl, hogy hany emberrel fogott kezet és csupa kiilénb6z6 szamot kap valaszul. Hany
emberrel fogott kezet Kovacsné?

42. Feladat. Egy 17 cstcst graf minden élét egyszintire, vagy kékre, vagy pirosra, vagy
sargara festettiik. Igazoljuk, hogy van a grafban egyszin haromszog.

43. Feladat. Egy tiztagt tarsasagrol tudjuk, hogy minden tagja legalabb hét masikat ismer.
Igazoljuk, hogy a tarsasagbol barmely harom személynek van kozos ismerdse. Altalanosit-
sunk.

44. Feladat. Tegyiik fogyaszthatova a kovetkezd tételt (Turan Pal): Ha egy 2n cstcsi egy-
szerti grafnak legaldbb n? + 1 éle van, akkor van benne haromszog. Példaul: Egy tizcsapatos
futballtornan 26 mérkézés zajlott le eddig. Igazoljuk, hogy van harom csapat, melyek koziil
barmely kettd jatszott mat egyméssal. (A tétel allitasa éles, vagyis megadhatd olyan 2n
ponti egyszerd graf, amelynek n? éle van, és nincs benne haromszog.)

45. Feladat. Tegyiik fogyaszthatova a kdvetkezo tételt: Ha egy n csicsi egyszerid grafnak
—1)(n—-2 23

(n > 3), legalabb (M= D=2 % +2 6le van, akkor a graf Gsszefiiggs. Peldaul:

Egy megye 32 telepiilése kozott 466 ut van. (Barmely at pontosan két telepiilést kot dssze,

és barmely két telepiilés kozott legfeljebb egy ut halad.) Igazoljuk, hogy barmely telepiiléstd]

barmelyikre el tudunk jutni, az utakat felhasznalva. (OKTV, 1997-1998. II. kat. 1. fordulo,
4. feladat )

46. Feladat. Egy 111 tagu tarsasdgban mindenki legfeljebb tiz embert ismer. Mutassuk
meg, hogy van a tarsasdgban 11 ember, akik koziil senki nem ismeri a masik tizet. Eles-e
a fenti allitas, azaz: Igaz-e ez minden 110 tagt tarsasdgban is, ha mindenki legfeljebb tiz
embert ismer? Van-e mindig 12 ilyen ember is? Igaz-e ez minden 110 tagd tarsasagban is,
ha mindenki legfeljebb tiz embert ismer? Van-e mindig 12 ilyen ember is? Altalanositsunk.

47, Feladat. Egy iidiil6 barmely harom lakoja kozott van kettd, aki nem ismeri egymast, de
barmely hét kozott van legalabb ketts, aki ismeri egymast. Az iidiilés befejeztével mindenki
megajandékozza minden ismerdsét egy-egy ajandéktarggyal. Bizonyitsuk be, hogy n lako
esetén legfeljebb 6n ajandéktargyat adtak at. (Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
matematikabol 1985/1986 11 - 12. évfolyam 1. kategoria 2. forduld 3. feladat)

48. Feladat. Az erdében 12 torpe él piros vagy kék hazikoban. Minden év i-edik honapjaban
az i-edik torpe felkeresi Gsszes baratjat, hogy elddntse, dtfesse-e a hazat. Akkor és csak akkor
fogja atfesteni (pirosrol kékre vagy forditva), ha a baratai tébbsége mésszint hazban lakik,
mint 6. Bizonyitsuk be, hogy néhény év utan mar senki nem festi at hazikojat. (A baratsagok
kolesonosek és az évek soran nem valtoznak.) (Arany Déaniel Matematikai Tanul6verseny
haladok donté (tagozatosok) 1990.)
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49. Feladat. Harom iskola mindegyikébe n tanul6 jar. Minden tanul6é a masik két iskolabol
egyiittvéve n+ 1 tanulot ismer. Bizonyitsuk be, hogy valaszthato a harom iskola mindegyiké-
bél egy-egy tanulod tgy, hogy mindharman ismerik egymast. (Az ismeretségeket kolesonosnek
tételezziik fel.) (Kiirschak Jozsef matematikai tanuloverseny 1977.)

50. Feladat. Egy tarsasigban mindenkinek van legalabb két ismerdse (az ismeretség kolcso-
nos). Bizonyitsuk be, hogy van a tarsasdgban legalabb harom ember, akik leiiltethetSk egy
asztal koré gy, hogy mindenki két ismerése kozott iiljon.

51. Feladat. Egy 4n+ 2 résztvevés bajnoksagban eddig 2n szami fordulot rendeztek: mind-
egyik csapat 2n masikkal jatszott. Igazoljuk, hogy van 3 olyan csapat, amelyek kozott még
egyetlen mérkdézés sem volt.

52. Feladat. Egy tarsasagban mindenkinek van ismerdse, és tudjuk, hogy ha két embernek
azonos szamu ismerGse van, akkor nincs kézos ismerdsiik. Igazoljuk, hogy van, aki csak egy
embert ismer.

53. Feladat. Egy kilenc tagi tarsasagban barmely harom ember kézott van kettd, akik
ismerik egymast. Igazoljuk, hogy ekkor van négy olyan ember a tarsasagban, akik paronként
ismerik egymaést.



