Elemi matematika 4. - MTN621g
SKATULYA-ELV

BEVEZETO FELADATOK
A kovetkezd, ,sziiletési” feladatokban szdmoljunk 365 nappal, illetve 52 héttel egy évben.

1. Feladat. Legaldbb hanyan vannak abban a tarsasdgban, ahol a tagok ismerete nélkiil
biztosan kijelenthetjiik, hogy van legalabb 2,3, ... k ember aki a hét ugyanazon a napjan
sziiletett?

2. Feladat. Legalabb hanyan vannak abban a tarsasigban, ahol a tagok ismerete nélkiil
biztosan kijelenthetjiik, hogy van legalabb 2,3, ..., k ember aki ugyanabban hénapban szii-
letett?

3. Feladat. Legalabb hanyan vannak abban a tarsasigban, ahol a tagok ismerete nélkiil
biztosan kijelenthetjiik, hogy van legalabb 2,3,... k ember aki az év ugyanazon napjan
sziiletett?

4. Feladat. Egy iskolanak van 870 didkja, 92 tanara és 28 osztalya. Dontsiik el, melyik igaz,
illetve hamis az alabbi allitasok koziil. Vizsgaljuk a paraméterek megvaltoztatasanak hatasat
az allitasok igazsadgértékére vonatkozoan.

)

) Van két diak, aki az év ugyanazon napjan sziiletett.

) Van harom diék, aki az év ugyanazon napjan sziiletett.

) Van négy diak, aki az év ugyanazon napjan sziiletett.

) Van nyolc tanar, aki ugyanabban a honapban sziiletett.

) Van egy olyan didk, aki ugyanabban a hénapban sziiletett mint valamelyik tanar.
)

5. Feladat. Egy dobozban lemezek vannak, egyen 1-es, kettén 2-es, és igy tovabb, széz
darabon 100-as van. Legaldbb hanyat kell kivenniink, hogy biztosan legyen kozottiik 10,
amelyiken ugyanaz a szdm van?

6. Feladat. Egy iskolanak 750 tanuloja van. Egy 100 pontos dolgozatot megirva, egyediil a
legrosszabb tanul6 ért el 69 pontot, a tobbiek ennél tébbet. Igazoljuk, hogy van legalabb 25
tanul6 ugyanolyan eredménnyel.

7. Feladat. Legalabb hany tanul6ja van annak az iskoldnak, ahol tudjuk, hogy egy 100
pontos tesztet megirva a legrosszabb eredmény 75 pontos lett, és van legalabb 30 diak, aki
ugyanannyi pontot szerzett?

8. Feladat. Egy gulydban két falu 65 tehene legel, vorosek, fehérek, feketék, tarkak. Iga-
zoljuk, hogy ha nincs 6t kiilonb6z6 kort, azonos szini tehén, akkor van harom azonos szint,
egyidés tehén ugyanabbol a falubol.

9. Feladat. Egy tiztagu tarsasdgban mindenki legalabb hét masikat ismer. Bizonyitsuk be,
hogy barmely harom embernek van kozos ismerése. (Arany Déaniel Matematikai Tanulover-
seny haladok II. ford. (szki) 1986.)

10. Feladat. 17 tudos mindegyike levelezik a tobbivel angol, német vagy francia nyelven.
Igazoljuk, hogy van harom, akik egymast kozt ugyanazt a nyelvet hasznaljak. ( VI. Nemzet-
kozi Matematikai Didkolimpia, Moszkva, 1964. alapjan)

11. Feladat. Egy kirdndulédson 60 gyerek vett részt, és tudjuk, hogy koziiliik barmely 10-et

kivalasztva, lesz a kivalasztottak kozott legalabb 3 tanulo, akik osztéalytarsak. (Minden didk
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egy osztalyba jar, és minden osztalyba jar legalabb két tanuld.) Igaz-e, hogy sziikségszert,
hogy a 60 gyerek kozott legyen

(a) 15

(b) 16 akik osztalytarsak?

OSZTHATOSAG, SOROZATOK

12. Feladat. Igazoljuk, hogy 12 kiilonb6z6 kétjegyi szdm koziil mindig kivalaszthato kettd
ugy, hogy azok kiilénbsége azonos szdmjegyekbdl all.

13. Feladat. Adott nyolc haromjegyt szam, amelyeket kettesével egymas mellé irva hatjegyii
szamokat készitiink az Osszes lehetséges modon. Azt tapasztaljuk, hogy minden esetben
talalunk 7-tel oszthaté hatjegyd szamot. Miért? (KoMaL K276.)

14. Feladat. Legfeljebb hany pozitiv egész szdmot irhatunk fel egy tablara, ha azt akarjuk,
hogy semelyik

(a) kettd Gsszege

(b) kiilonbsége

(c) sem Osszege sem kiilonbsége ne legyen oszthato 10-zel?

15. Feladat. Legyen adott n darab természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy mindig kiva-
laszthato koziilitk néhany (legalabb egy) ugy, hogy azok Gsszege oszthatd n-nel.

16. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha n és k pozitiv egészek, akkor n + k egész szam koziil
mindig ki lehet valasztani legalabb (k + 1)-et gy, hogy az Osszegiik n-nel oszthato legyen.
(KoMals B. 4921.)

17. Feladat. Adott 20 darab kiilonb6z6 pozitiv egész szam tgy, hogy egyik sem nagyobb
70-nél. Mutassuk meg, hogy paronkénti kiilonbségeik kozott van négy egyenls. (Mindig a
nagyobb szambdl vonjuk ki a kisebbet.)

18. Feladat. Igazoljuk, hogy a 10-es szamrendszerben felirt 16-jegy( pozitiv egész szdmnak
van néhany egymast kovets szamjegye, melyek szorzata négyzetszam. (Egytényezds szorzatot
is megengediink.)

19. Feladat. Megadhato-e minden pozitiv egész n-re n darab pozitiv egész szam 1gy, hogy
koziiliik néhanyat 6sszeadva sosem kapunk négyzetszdmot?

20. Feladat. Igazoljuk, hogy ha adott n 4 1 kiilonb6z6, 2n-nél kisebb pozitiv egész, akkor
van kozottiik harom olyan szam, melyek koziil valamely ketts Osszege a harmadik.

21. Feladat. Az els6 4n pozitiv egész szamot osszuk tetszélegesen n halmazba. Igazoljuk,
hogy mindig lesz olyan halmaz, amelyikben van harom olyan szam, amelyek lehetnek egy
haromszog oldalainak hossztisagai.

22. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely pozitiv egész szamnak van olyan tébbszérdse, amely
(a tizes szamrendszerben felirva) csak a 0 és az 1 szamjegyekbdl all.

23. Feladat. Igazoljuk, hogy az 2019-nek van olyan tobbszordse, amely (a tizes szamrend-
szerben felirva) csak a 1 szamjegybdl all.

24. Feladat. Igazoljuk, hogy az ab,aab, aaab, ... sorozatban, ahol a és b 0-tol kiilonbozé
szamjegyek, végtelen sok Osszetett szam van.

25. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely pozitiv egész n-re létezik olyan Fibonacci-szam, amely
n darab 0-ra végzddik.
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26. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n,m € N és (m;n) = 1, akkor van olyan k& € N, hogy
n|m* — 1.

27. Feladat. Igazoljuk, hogy a 3-nak van olyan pozitiv egész kitevGs hatvinya, melynek a
2011-gyel vett osztési maradéka 1.

28. Feladat. Léteznek-e olyan n és m pozitiv egész szamok, amelyekre 1020 | 7% — 3m?

29. Feladat. Igazoljuk, hogy minden pozitiv egész k-nak van olyan tobbszorose az [1; k?]
intervallumban, amelynek tizes szdmrendszerbeli alakja legfeljebb négy kiilonb6z6 szamjegyet
tartalmaz.

30. Feladat. 100 kavicsot 50 kupacba rendeziink gy, hogy egyik kupac sem iires. Igazoljuk,
hogy a kupacok két csoportba tolhatok gy, hogy a két csoportban 50-50 kavics van. (KéMalL
Gy.2304.)

31. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy barmely n+2 darab egész szam koziil kivalaszthato ketts,
amelyek négyzetének kiilonbsége oszthato 2n + 1-gyel. (NMMYV 2007. 11/3)

32. Feladat. Az 1,2,...100 szamok koziil 27-et kivalasztva igazoljuk, hogy van a kivalasz-
tottak kozott ketts, melyek nem relativ primek.

33. Feladat. Az els6 25 pozitiv egész szam koziil kivalasztunk 17 darabot. Igazoljuk, hogy a
kivalasztott szamok kozott biztosan lesz két olyan, amelyek szorzata négyzetszam. (NMMV
2007. 9/6)

34. Feladat. Adottak az a,a + d,a + 2d,...,a + (n — 1)d pozitiv egész szamok (n > 1,
egész). Igazoljuk, hogy ha az adott szamok egyike sem oszthatd n-nel, akkor n és d nem
relativ primek! (NMMV 1998. 11/3)

35. Feladat. Egy tanul6 20 héten keresztiil feladatokat old meg, mindennap legalabb egyet,
de hetente legfeljebb 13-at. Igazoljuk, hogy kivalaszthat6é néhany egymaéast kdvets nap ugy,
hogy azokon Gsszesen pontosan 19 feladatot old meg. (K6MaL N.21)

36. Feladat. Van-e 12 olyan mértani sorozat, amelyek tartalmazzik az els6 100 pozitiv egész
szamot?

37. Feladat. Hivjunk egy pozitiv egészet tarkdnak, ha barmilyen m pozitiv egésszel szo-
rozzuk is meg, a szorzat mind a 10 szamjegyet tartalmazza. Hivjuk n-tarkdnak, ha ez a
tulajdonsag az 1 < m < n egészekre teljesiil. a) Mutassuk meg, hogy tarka szam nincs. b)
Van-e 1995-tarka szam? (KoMaL N.74)

38. Feladat. Igazoljuk, hogy minden val6s szamokbol &ll6 szamsorozatbol kivalaszthatod
monoton részsorozat.

TABLAZATOK, TEGLALAPOK

39. Feladat. Egy n X n-es tablazat minden mezgjére rairjuk az 1,2, 3 szdmok valamelyikét.
Ki lehet-e tolteni a tablazatot gy, hogy a sorokban, az oszlopokban és a két atloban levé
szamok Osszege mind kiilonbozs legyen? (Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny 1995. 10.
osztéaly 1. feladat)

40. Feladat. Egy 5 x 9-es téglalapot feldaraboltunk 10 olyan téglalapra, melyek oldalai egész
hosszisaguak. Igazoljuk, hogy van kozottiik két egybevago.

41. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy sakktablara folallitunk 42 babut, akkor lesz olyan 4 x 4-es
résztabla, amelynek 4tlos mezdin legalabb 4 babu all. (Arany Déniel Matematika Tanulover-
seny, kezddk, I1. ford. 1984.)
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42. Feladat. Igazoljuk, hogy barhogyan is vilasztunk ki a 2000-nél nem nagyobb pozitiv
egész szamok koziil 1001-et, biztosan lesz a kivalasztottak kozott két olyan szam, amelyek
kiilonbsége 4. (NMMV 2000. 9/3)

43. Feladat. Egy négyzet alakt 100-szor 100-as tabldzat minden mez&jébe egy pozitiv egész
szamot frunk. Tudjuk, hogy barmely két szomszédos (kozos oldallal rendelkezs) mezGbe
irt szam kiilonbsége legfeljebb 10. Bizonyitsuk be, hogy van 6 olyan mez6§ a tablazatban,
amelyekbe azonos szamokat irtunk. (NMMV 2002. 10/6)

44. Feladat. Az |,as, ..., a, tetsz6leges valos szamok. Igazoljuk, hogy létezik olyan x valos
szam, amelyre a fenti x + a; szamok mindegyike irracionalis.

(GEOMETRIAI FELADATOK
45. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely véges, egyszeri grafban van két azonos foku cstcs.

46. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely poliédernek van két, azonos oldalszamu lapja.

47. Feladat. Igazoljuk, hogy a sakktablara 31 babut allitva lesz olyan H alakt rész, ahol
nem all babu.

48. Feladat. Igazoljuk, hogy ha adott a koordinatasikon 5 racspont, akkor van kozottiik
ketts, melyeket 6sszekits szakasz a belsejében is tartalmaz racspontot. (KéMaL P.53)

49. Feladat. Adott egy négyzet, melynek atloja 2 egység. Melyik az a legkisebb d szam,
amelyre igaz, hogy a négyzetben 6t pontot felvéve mindig lesz ketts, melyek tavolsaga nem
nagyobb mint d?

50. Feladat. Egy egységkocka minden pontjat harom szin valamelyikével szinezziik. Igazol-
juk, hogy mindig van két azonos szind pont, melyek tavolsdga legalabb 1,4.

51. Feladat. A sik pontjait 2011 szint felhasznalva kiszineztiik. Igazoljuk, hogy minden n-re
(n > 3) talalhato végtelen sok olyan konvex n-szog, amelyeknek a cstcsai azonos szintek!

52. Feladat. Egységsugaru korlapon hét pontot elhelyezve igazoljuk, hogy van két pont,
melyek tavolsdga nem nagyobb mint 1.

53. Feladat. A sik pontjait harom szint felhasznalva kiszineztiik. Igazoljuk, hogy van két
azonos szind pont, melyek egységnyi tavolsagra vannak egymastol.

54. Feladat. A sik pontjait véges sok szinnel kiszineztiik. Bizonyitsuk be, hogy van a sikon
olyan téglalap, amelynek a csticsai azonos szintek.

55. Feladat. Egy 3 x 6 cm-es téglalapban elhelyeztiink nyolc pontot. Mutassuk meg, hogy a
pontok kozott talalhato két olyan, amelyek tavolsidga nem nagyobb v/5 cm-nél! (Szdkefalvi)

56. Feladat. Egységnyi oldalhosszii négyzetben 51 pontot elhelyezve igazoljuk, hogy van a
pontok kozott harom, melyek lefedhetSk egy a) 1/5 oldali négyzettel, b) 1/7 sugart korlappal.

57. Feladat. Egy 5 x 5 x 10-es téglatestben adott 2001 pont. Igazoljuk, hogy van ketts,
melyek tavolsidga kisebb, mint 0,7.

58. Feladat. Egy téglalap oldalai 37 és 54 egységnyiek. Vegyiink fel a téglalapon (a bel-
sejében vagy kertiletén) 1999 pontot. Bizonyitsuk be, hogy a pontok barmilyen valasztésa
esetén lesz kozottiik legalabb harom, amely lefedhets egy % atmérgji korlappal. (NMMV
1999. 9/5)
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59. Feladat. A Hupikék Torpikék 1001 x 945 méteres erdejében 1280 darab 1 méter atmérdji
fenyé6fa él. A torpok szeretnének 7 darab 20 x 34 méteres teniszpalyat kijelolni az erdGben.
Lehetséges-e ez anélkiil, hogy egyetlen feny6t is ki kellene vagniuk? (KoMaL B.3622 )

60. Feladat. Mutassuk meg, hogy barmely 13 kiilénb6z8 valés szam kozott taldlhato két

olyan: x és y, hogy 0 < S < 2 — /3. (Hasznaljuk, hogy tg(l> =2—-+/3.)
1+ xy 12

61. Feladat. Egy egységsugart gémbben 9 légy ropkod. Igazoljuk, hogy van kézottiik kettd,
melyek tavolsaga legfeljebb /3.

62. Feladat. Adott a sikon 1997 darab pont 1gy, hogy semelyik harom sincs rajta ugyan-
azon az egyenesen és barmely harom altal meghatarozott haromszog teriilete legfeljebb 1
teriiletegység. Mutassuk meg, hogy létezik olyan egységnyi teriiletd haromszoglap, amellyel
a pontok koziil legalabb 500-at le lehet fedni.

63. Feladat. Egy egységnyi teriileti négyzetben adott 101 pont tgy, hogy semelyik hiarom
sincs egy egyenesen. Igazoljuk, hogy az altaluk meghatarozott haromszogek kozott van olyan,
amelyiknek a teriilete legfeljebb 0,01. teriiletegység.

64. Feladat. Igazoljuk, hogy van a m-nek olyan pozitiv egész szamu tobbszorose, amely egy
egész szamtol legfeljebb 0,000001-gyel tér el.

65. Feladat. Igazoljuk, hogy a |sinn| alaka szamok halmazanak (n nem negativ egész) van

legalabb két olyan eleme, amelyek kisebbek ro=-néll (NMMV 1997. 11/6)

66. Feladat. Igaz-e, hogy minden irracionalis szdimnak van olyan nemnulla egész szamu
tobbszorose, amelynek tizedes jegyei kozott végtelen sokszor szerepel a 0 és 9 szamjegyek
egyike? (K6MaL N.83)

67. Feladat. Melyik az a legkisebb k természetes szam, amelyre igaz a kovetkezd allitas?
,Ha egy tetraéder élszogei k6z6tt van k darab 60°-os, akkor a tetraéder csak szabalyos lehet.”
(K6MaL Gy.3245)



