Elemi matematika 3. - MTN424g
GEOMETRIAI EGYENLOTLENSEGEK ES SZELSOERTEK FELADATOK

A korabbi fejezetekben méar talalkoztunk geometriai egyenlGtlenségekkel, és szélsGérték
feladatokkal:

SZAMTANI-MERTANI KOZEP KOZOTTI EGYENLOTLENSEG KET TAGRA:
1. Feladat. 200 méter hosszi keritéssel szeretnénk egy épiilet fala mentén harom oldalrél

korbekeriteni egy téglalap alaka részt. Mekkoranak vilasszuk az oldalait, hogy teriilete a
lehet6 legnagyobb legyen?

2. Feladat. Hatarozzuk meg adott keriiletd téglalapok koziil a maximélis teriiletiit, illetve
adott teriiletii téglalapok koziil a minimaélis keriilettit.

3. Feladat. Irjunk adott kérbe maximélis teriiletd téglalapot.
4. Feladat. Adott felszini téglatestek koziil melyik testatloja miniméalis?

5. Feladat. Fgy téglatest egyik lapjanak teriilete 1 dm?, az élek hosszanak 6sszege 20 dm.
Mekkora ezen téglatestek felszinének maximuma?

6. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy haromszdgben a szokéasos jelolésekkel élve a = v/be, akkor
a < 60°.

7. Feladat. Egy haromszogbe négyzetet irtunk gy, hogy a négyzet egyik oldala illeszkedik
a haromszog egyik oldaldra, masik két cstcsa pedig a haromszég masik két oldalan van.
Igazoljuk, hogy a négyzet teriilete legfeljebb a hdromszog teriiletének fele.

8. Feladat. Mekkordk a 10 cm oldalhosszisagtu szabalyos haromszogbe irhatd legnagyobb
teriiletd téglalap oldalai?

9. Feladat. Egy haromszog egyik oldala 1, mésik két oldala hosszanak Gsszege allando.
Hatarozzuk meg a haromszog beirt és koré irt kore teriilete szorzatanak legnagyobb értékét!

10. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a,b egy derékszdgili haromszog befogoéinak, ¢ pedig az atfo-
gbjanak a hossza, akkor
313 3

a’+b° + ¢ )

abla+b+c) ~
11. Feladat. Egy trapéz egyik alapja 12 cm, a mésik alap és a trapéz magassaganak Osszege
30 cm. Hogyan kell megvalasztani a trapéz magassagat, hogy teriilete maximaélis legyen?
12. Feladat. Egy korcikk teriilete 16. Mekkora a sugara, ha keriilete minimalis?

13. Feladat. Adott keriiletii negyed-korgyiiriicikkek koziil melyiknek a teriilete maximéalis?
SZAMTANI-MERTANI KOZEP KOZOTTI EGYENLOTLENSEG 12 TAGRA:

14. Feladat. Irjunk adott gombbe maximalis térfogati hengert.

15. Feladat. Adott keriileti haromszogek koziil melyik teriilete maximalis?

16. Feladat. Egy gyarban a gyértasi folya- részt, az abra szerint. Ezek utan a szagga-
mat soran egy a oldalhosszisagi négyzet ala- tott vonalak mentén a lapokat felhajtjak, s
ka fémlemez minden sarkabol eltavolitanak éliik mentén Osszeforrasztjak Sket, igy egy fe-

egy-egy, egymassal egybevagd négyzet alaka il nyitott, téglatest alaki dobozt képezve.
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Mekkora az a értéke, ha az ezen eljarassal ké-
szithet6 maximalis térfogati doboz térfogata
1024 cm3?

e i i - i 1, )

17. Feladat. Adott térfogatn, feliil nyitott hengerek koziil melyiknek a legkisebb a felszine?
Es ha nem nyitott feliil?

18. Feladat. Adott felszind, feliil nyitott téglatest alaki dobozok koziil melyiknek térfogata
maximalis?

19. Feladat. Egy iizemben 4000 cm?® térfogatt feliil nyitott, négyzetes alapt egyenes hasib
alaki edényeket gyartanak. Melyiknek minimélis a felszine?

«EMELT SZINTU ERETTSEGI FELADAT 2012. OKTOBER 7. FELADAT»

20. Feladat. Egy egyenes korhenger tengelymetszetének keriilete 6 m. Mekkordk a maxi-
malis térfogattinak a méretei?

NEVEZETES KOZEPEK KOZOTTI EGYENLOTLENSEG KET TAGRA:

21. Feladat. Tudjuk, hogy a haromszog A csicsabol huzott magassaga harmonikus kozepe
annak a két szakasznak, amelyekre a magassag a BC oldalt bontja. Mekkora tgg + tgy?

22. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy haromszdgben a szokasos jeldlésekkel a < &< akkor

S > 3% Igaz-e az allitds megforditésa? i
23. Feladat. Az ABC derékszogii haromszogben a szokasos jeldlésekkel élve hatarozzuk meg
Sq + Sp
SC

maximumat.
NEVEZETES KOZEPEK KOZOTTI EGYENLOTLENSEG 7 TAGRA:

24. Feladat. [gazoljuk, hogy ha egy derékszogi haromszog befogéi a, b, € Z, és az atfogdhoz
tartoz6 magassaga m, akkor
atb/ o b
a®-b
m <

Rz

25. Feladat. Egy egység oldalt szabélyos n-szog egy P bels6 pontja a sokszog oldalaitol

rendre dy, ds, ..., d, tavolsdgra van. Igazoljuk, hogy
SR
- - e - .
dy  do dy,

26. Feladat. Hatarozzuk meg az 50 cm keriileti egyenld szaru haromszogek koziil azt, amely-
ben minimalis az oldalakra irhato négyzetek teriiletének Gsszege.
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27. Feladat. Hatarozzuk meg a d = 2-/3 testatloju téglatestek koziil a maximalis térfogatit.

28. Feladat. Adott élosszegi téglatestek koziil melyiknek a
(a) térfogata,

(b) felszine

a legnagyobb?

JENSEN-EGYENLOTLENSEG:

29. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve

Lo By ]
sin — - sin — - sin — < —.
2 2 278
30. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve

1 1 1
4= >2.4/3.

sina  sinf  sinvy

31. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve
3
cosa + cos 3 4 cosy < 7

32. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve
a’*(b+c—a)+b*(c+a—>b)+c(a+b—c) < 3abe.
33. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve
be ca ab
b2 + 2 — a? +02+a2—b2 +a2+62—02 2 3.
34. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve
2 B

206
— 4+t
5 T8y

35. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely hegyesszogii haromszogben, a szokasos jelolésekkel
élve

tg +tg2>1

tg"a + tg" B + tg"y >3- V3", neN'.
36. Feladat. Igazoljuk, hogy ha ay, s, ..., a, egy konvex n-szog szogei, akkor

) ) . 2m\"
sinag -sinag - ... -sina, < [ —
n

37. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve

E>2-1/3-V3- ¢

38. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelléesekkel élve (r,, ry, 7. a
hozzairt kérok sugarai)
V3

Ta+rb+T627'k.

39. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve (R a koré
irt kor sugara)
k<3 V3 R
I 3 I
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40. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve

tg%g-l%?

41. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben, a szokasos jelolésekkel élve

4t < V3V a2b22.
TOVABBI FELADATOK:

42. Feladat. Igazoljuk, hogy a haromszog leghosszabb oldalahoz tartozé magassdga nem
hosszabb, mint a hozza tartozé oldal barmely belsé pontjanak a méasik két oldaltol vett
tavolsagosszege. (Varga Taméas Matematikaverseny, 2009. megyei)

43. Feladat. Adott hegyesszogii haromszogbe irjunk minimalis keriiletd haromszoget! (Fag-
nano, 1775)

44. Feladat. Adott hegyesszogii haromszogben keressiik meg azt a pontot, amelyre a csi-
csoktol vett tavolsagosszeg minimalis! (Fermat-pont, izogondalis pont)

45. Feladat. Egy téglatest térfogata 8 cm®. Minden élét 1 cm-rel novelve, a keletkezd tég-
latest térfogata 27 cm? lesz. Mekkora lesz a térfogata, ha ismét megnoveljiik az éleit 1-1
cm-rel?

HAROMSZOG-EGYENLOTLENSEG

46. Feladat. Igazoljuk, hogy a hdromszog barmely oldalanak hossza kisebb, mint a keriilet
fele.

47, Feladat. Igazoljuk, hogy a haromszog silyvonaldnak hossza kisebb, mint az 6t kézrefogod
oldalak hosszanak szamtani kozepe.

48. Feladat. Egy haromszogben ab + be + ca = 12. Milyen hatarok kozé esik a keriilete?
49. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben

3 3
Zk<8a+8b+sc<§]€.

50. Feladat. Igazoljuk, hogy a, b, c pontosan akkor egy haromszog oldalai, ha barmely p+q =
1 szamokra pa® + ¢b® > pqc?.

NEVEZETES KOZEPEK
51. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely a,b befogoji derékszogli haromszogben a + b < v/2c.
52. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben

Iy < abcos%.

53. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszégben
fy < s(s—c).
54. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszdghen

so+sp+ 52> s
747
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55. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben
mZ +mj +m? < s%.
56. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben
o413+ <5
57. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszégben
mg +my +me > 9r.
58. Feladat. Igazoljuk, hogy a haromszég pontosan akkor szabalyos ha
meC + mya + m.b = 6t.
59. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszégben
Ta +7p +7c > 9.
60. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben (s a félkeriilet)
25> > 27Rr.

61. Feladat. Legyenek az ABC' haromszog bels6 szogfelezbinek a haromszoghbe es6 szaka-

szainak hosszai rendre x,y, z. Igazoljuk, hogy
11 1 1 1 1

r Yy z a b ¢

62. Feladat. Adott kor koré irhato haromszogek koziil hatarozzuk meg a minimélis
(a) teriiletiit,
(b) keriiletfit.

63. Feladat. Igazoljuk, hogy adott kor koré irhato haromszogek koziil a szabalyos haromszog
esetén minimalis az OA% + OB? + OC? érték, ahol O a kor kozéppontja.

64. Feladat. Legyen az ABC hegyesszogii haromszog egy P bels6é pontjanak a haromszog
csticsaitol vett tavolsdga rendre p, ¢, r, mig az oldalaktol vett tavolsaga rendre x, y, 2. Igazol-
juk, hogy pqr > 8xyz.

SUGAREGYENLOTLENSEG ES NEHANY KOVETKEZMENYE

65. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszégben R > 2r, és egyenl&ség pontosan akkor
van, ha a haromszog szabalyos. (SugéaregyenlGtlenség.)

66. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszégben

3-V3

sina + sin 8 + siny < —

67. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben

DN o

cosa + cos § + cosy <

68. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszégben

ol

cosacos fcosy <
757
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69. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben

1

! L -y

2a
COS 2

28 27
CcOS 5 COS 5

70. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszéghen

ERDOS-MORDELL EGYENLOTLENSEG

s> 3v/3r.

71. Feladat. Legyen az ABC haromszog X1 éviolyam, 6. szhm. 1935, februir 15.
egy P belsé pontjanak a haromszog cstcsaitol KOZEPISKOLAI

vett tavolsaga rendre p, ¢, r, mig az oldalaktol

[
vett tavolsaga rendre x,y, 2. Igazoljuk, hogy MHIEMH“H‘” ES FIZ”{“I [‘ﬂpﬂﬂ
pHq+r > 2(x+y+2z), és egyenlGség pontosan

akkor 4ll fenn, ha P a szabélyos haromszog

koézéppontja.

Megjelenik minden b6 tizealtddinda

Eldfizetési ér egy évre8aranypengd, félévre 4 aranypengd.
Szerkesztiséy és kiadohivatal: X1, Verpeléti-6t 22. III. 4.

Egy geometriai probléma megoldasa.

Ha O az ABC» belsejében felvett ponl, P, Q, R az O poninak o BC,
CA, AB oldalakon vald weliiletei, akkor

0A + 0B 4 0C > 2(0P + 0Q + OR).

Ezen tételnek itt kovettesd megolddsa MORDELL L. J. manchesteri
egyetemi tandrtél, a szdmelmélet kivaié miveldjétcl vald és szives engedel-
mével kozdljiik.

Maga a tétel ERDOS PAL-t6] szdrmazik.

72. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben (r a beirt kor sugara, p, q,r" pedig az

Erdés-Mordell tételben p, g, r-ként szerepld tavolsagok)
6r <p+q+r.
73. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszéghen
1 1 1
_|_

in & 0 8 in 2
sin 5 sing Sl

TOVABBI FELADAT(OK)

74. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely haromszogben fennall az a>+b*+c? > 4/3t, Weitzenbock-

egyenlGtlenség (1919) Hadwiger-Finsler-féle élesitése (1937):

A2+ +E>(a—b)%+ (b—0c)*+ (c—a)* +4V3t.



