Elemi matematika 3. - MTN424g

A SZAMTANI-MERTANI KOZEP KOZOTTI EGYENLOTLENSEG KET TAGRA

1. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b nemnegativ, akkor G(a;b) < A(a;b), azaz vab < “T’Lb, és
egyenl@ség pontosan akkor (akkor és csak akkor) &ll fenn, ha a = b.

2. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ nemnegativ, akkor a+b+ ¢ > vab+ vbc+ /ca. Mikor
all fenn egyenlGség?

3. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ nemnegativ, akkor ab+ bc+ ca > av/be+ by/ca+ cvab.
Mikor all fenn egyenléség?

4. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a,b, c nemnegativ, akkor (a + b)(b+ ¢)(c + a) > 8abe. Mikor
all fenn egyenléség? Altalanositsunk!

5. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ egy haromszog oldalai, s a félkeriilete, akkor
8(s —a)(s —b)(s—c) < abe.
6. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, c nemnegativ, akkor (a+b—c)(b+c—a)(c+a—b) < abc.

7. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, c nemnegativ, akkor (a4 1)(b+1)(a+c)(b+c) > 16abc.
Altalanositsunk!

8. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢, d nemnegativ, akkor
Vie+0)(c+d) +(a+c)b+d) ++(a+d)(b+c)>6-Vabed.
9. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢, d nemnegativ és abcd = 1, akkor
Vie+b)(c+d) +(a+e)b+d) ++/(a+d)(b+c)>6.
10. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor

ab  bc ca
—+—=+—=>a+b+c
c a b

11. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, c nemnegativ, akkor
a- Va2 +E+b- VR +<a?+ 0+ A
Altalanositsunk!
12. Feladat. Tgazoljuk, hogy ha a, b, c nemnegativ és a+b+c = 1, akkor \/a+ Vb Ve < 2.
13. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a,b nemnegativ és ab =1 és a > b, akkor

2 2
AV 5 e
a—>b

14. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a,b nemnegativ, akkor

1 1
§(a+b)2+1(a+b)za\/6+b¢a.

15. Feladat. Igazoljuk, hogy ha z,y, z nemnegativ és \/xy + /yz + /2x = 1, akkor

x? y? 22 1

+ + > -

r+y y+z z+x " 2
1
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16. Feladat. Igazoljuk, hogy ha x,y, z pozitiv, akkor

1 1 1 1 1 1
-

x oy oz Ty + JYZ * NEZTa

Altalanositsunk!

17. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, ¢ pozitiv, akkor
a b c

\/(a—i-b)(a—i-c) * \/(b—i-a)(b—l—c) * \/(c—i-a)(c—i-b)

18. Feladat. Igazoljuk, hogy ha x,y, z pozitiv, akkor
r—y+z xty—z —cTr+y-+z

- -

Vrz /Ty Yz

19. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, c pozitiv, és a + b+ ¢ = 1, akkor
V2a+1+V2b+1++v2c+1 <4

20. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a; pozitiv (i =1,2,...,n), és >  a; = 1, akkor

Z\/Qai+1 <n+1.
=1

<

DN o

<3

21. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a,b, c pozitiv, és

(a) a+b+c=1, akkor V4a + 1+ V4b+ 1+ +V4c+1< 5,
(b) a4+b+c=1, akkor /6a +1++6b+1++6c+1 <6,
(¢) a+b+c=2, akkor /6a+1++6b+1++6c+1<9.

22. Feladat. Legyen z; nemnegativ (i = 1,2,...,n), és > "  x; = 1. Hatarozzuk meg
T1%o + Toxs + ... + Tp_12, Maximumat.

23. Feladat. Bontsuk fel a 18-at két tag Osszegére gy, hogy a tagok szorzata a legnagyobb
legyen.

24. Feladat. Tudjuk, hogy az a,b nemnegativ szamokra a + b = 42. Mikor lesz a® + b?
minimalis?
25. Feladat. Oldjuk meg a
47 416" =27
egyenletet.

26. Feladat. Oldjuk meg a
22" 49277 =8
egyenletet.
27. Feladat. Oldjuk meg a
(4% +9%)(9” + 25%)(25" + 4%) = 8 - 900°
egyenletet.
28. Feladat. Oldjuk meg a

25
(sin*z + 1)(cos*z + 1) = T sin® 2

egyenletet.
I 2 I
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29. Feladat. Oldjuk meg a
Vador—1+Ve—a2+1=a2>—x+2

egyenletet.
30. Feladat. Oldjuk meg az
2 —4-3r—24+6=y
P —4- \/3y7—2 +6=x }

egyenletrendszert.

31. Feladat. Legyen az a, b, ¢ pozitiv szdmokra, a® 4 b? + ¢? = 1. Keressiik

g b, e ca
c a b

minimumat.
32. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n pozitiv természetes szam, akkor

Q-W—z-\/ﬁ<%<2-\/‘—2-\/ﬁ.

33. Feladat. Igazoljuk, a fentiek segitségével, hogy

JLI&(V?@%- —/n) =0.

34. Feladat. Hatarozzuk meg
2511135 + 2cos:c

minimumat.

35. Feladat. Hatarozzuk meg
2 2

2sin x 4 2cos x
minimumat.
36. Feladat. Igazoljuk, hogy ha = > 1, akkor
log,(z 4+ 1) > log,.,(z +2).

37. Feladat. Hatarozzuk meg az
B 922 + 4

x
fla) ===
fliggvény minimumaét a pozitiv szamok halmazan.

38. Feladat. Hatarozzuk meg az

fla) = 42

fliiggvény minimumaét ahol a, b nemnegativ valos paraméter.

1»
T

FELADATOK ,,x + =”-TIPUSU EGYENLOTLENSEGEKRE

39. Feladat. Milyen hatarok kozé esik x + %, ha z pozitiv? Es ha negativ?

40. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, c pozitiv, akkor
a+b b+c cHa
+ +
c a b

> 6.
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41. Feladat. Igazoljuk, hogy
1 1

log, 2 * log,

> 2.

42. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a > 1, akkor

2 4
2

a’T +ax > 2a.
43. Feladat. Oldjuk meg
9° + 9+ = 18.
44. Feladat. Oldjuk meg a
1
2cosy =+ —
x
egyenletet.
45. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, c pozitiv, akkor
1 1 1
(a+b+c) (—+—+—) > 9.
a b ¢

46. Feladat. Igazoljuk, hogy ha «, 3,v egy haromszog szogei, akkor

sin « sin (3 sin y S 3

sinf+siny siny+sina  sina+sinf — 2

47, Feladat. Igazoljuk, hogy ha a, b, c pozitiv, akkor

a . b n c_ S 3
b+c c+a a+b 2
(Ez az un. Nesbitt-egyenlGtlenség.)
48. Feladat. Hatarozzuk meg az
fl@)=z+- - $2+i
B x x?

maximumat a pozitiv szimok halmazan.

49. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszGleges a valds szam esetén
a’+2

a?+1

50. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszéleges a valos szam esetén
a’+3

a’+ 2

> 2

> 2.

GEOMETRIAI EGYENLOTLENSEGEK ES SZELSOERTEK FELADATOK

51. Feladat. 200 méter hosszi keritéssel szeretnénk egy épiilet fala mentén harom oldalrol
korbekeriteni egy téglalap alaka részt. Mekkoranak véalasszuk az oldalait, hogy teriilete a
lehetd legnagyobb legyen?

52. Feladat. Hatarozzuk meg adott keriiletii téglalapok koziil a maximalis teriilettit, illetve
adott teriiletii téglalapok koziil a minimaélis keriilettit.

53. Feladat. Irjunk adott korbe maximalis teriiletti téglalapot.
- 4 -
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54. Feladat. Adott felszinii téglatestek koziil melyik testatloja miniméalis?

55. Feladat. Egy téglatest egyik lapjanak teriilete 1 dm?, az élek hosszanak 6sszege 20 dm.
Mekkora ezen téglatestek felszinének maximuma?

56. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy haromszdgben a szokasos jelolésekkel élve a = vbe,
akkor av < 60°.

57. Feladat. Egy haromszogbe négyzetet irtunk gy, hogy a négyzet egyik oldala illeszkedik
a haromszog egyik oldaldra, masik két cstcsa pedig a haromszog maésik két oldaldn van.
[gazoljuk, hogy a négyzet teriilete legfeljebb a haromszog teriiletének fele.

58. Feladat. Mekkordk a 10 cm oldalhosszisagt szabalyos hdromszogbe irhaté legnagyobb
teriileti téglalap oldalai?

59. Feladat. Egy haromszog egyik oldala 1, masik két oldala hosszanak Gsszege allando.
Hatarozzuk meg a haromszog beirt és koré irt kore teriilete szorzatanak legnagyobb értékét!

60. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a,b egy derékszogl haromszog befogoinak, ¢ pedig az atfo-
gbjénak a hossza, akkor
3 3 3

a’+b°+c > \/—

abla+b+c) —
61. Feladat. Egy trapéz egyik alapja 12 cm, a masik alap és a trapéz magassaganak Osszege
30 cm. Hogyan kell megvalasztani a trapéz magassagat, hogy teriilete maximélis legyen?
62. Feladat. Egy korcikk teriilete 16. Mekkora a sugara, ha keriilete minimé&lis?

63. Feladat. Adott keriiletd negyed-korgytirticikkek koziil melyiknek a teriilete maximalis?



