Elemi matematika 1. - MTN224g
DIOFANTOSZI EGYENLETEK

1. BEVEZETO FELADATOK

1. Feladat. Oldjuk meg az 2° + > + 2% = u? egyenletet, ha tudjuk, hogy z, v, z, u ebben a
sorrendben, egymast kévetd egész szamok.

2. Feladat. Oldd meg a kovetkez6 egyenletet az egész szamok halmazan! yx + y + x = 1992
« FELVETELI FELADAT A SAGVARIBA (SZEGED) 1994/7 »

3. Feladat. Oldjuk meg az 22 + y* = 22 + 2y — 3 egyenletet az egész szamok halmazan.

4. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv egészek halmazan: a% + big + ﬁ =1.

5. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv egészek halmazan: abc + ab + bc + ca + a + b + ¢ = 1000.

6. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv egészek halmazan: a® + b* + ¢ = ab + be + ca.

7. Feladat. Oldjuk meg az egészek halmazan az a+b+c = 31, a®> +b*+c? = 325 egyenletekbdl
allé egyenletrendszert.

8. Feladat. Oldjuk meg az egészek halmazan az a+b-+c = 7, a®+b3+c3 = 1 egyenletrendszert.

9. Feladat. Egy haromjegyt szambol 561-et levonva, jegyei 0sszegének 34-szeresét kapjuk.
Melyik ez a szdm?

10. Feladat. Ha egy haromjegyi, tizes szamrendszerbeli szdmot elosztunk a forditottjaval,
hanyadosul 3-at, maradékul pedig a szam szdmjegyeinek 6sszegét kapjuk. Mi lehet ez a szam?

« KOMAL C 425. »

2. OSZTHATOSAGI VIZSGALATTAL MEGOLDHATO EGYENLETEK

11. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv egészek halmazan:

(a) zy(x +y) = 2017,

(b) 20162 + 2017° = 2018°,

(¢) Yy = x3y? + 2017.

Alkossunk a fenteik alapjan sajat, hasonlé feladatokat!

12. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv egészek halmazan: a® — a = 3b* + 2018.

13. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv egészek halmazan
(a) 3x? — 4y? = 13,

(b) 2% + 7Y =19

A fentiek alapjan alkossunk hasonlo feladatokat.

14. Feladat. Oldjuk meg az egész szamok halmazan az 23 + 622 + 5z = 27y> + 9y? + 9y + 1
egyenletet.

15. Feladat. Oldjuk meg: 2% — 22y = 10° — 10.
16. Feladat. Allitsuk el6 a 2006-ot két négyzetszam Osszegeként!

17. Feladat. Igazoljuk, hogy az n? + m? = 111111 egyenletnek nincs megoldasa az egész

szamparok halmazén.
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18. Feladat. Oldjuk meg: 152% — 7y?> = 9.
19. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv egészek halmazan: 5" 4+ 11" = 12".

3. DIOFANTOSZI EGYENLETRE VEZETO KULONBOZO SZOVEGES FELADATOK

20. Feladat. Egy sziilinapi zstron 9-en vettek részt, mindenki azonos szamu siiteményt evett
és kimaradt 2 szelet. Ha csak 6-an lettek volna és szintén mindenki egyformén fogyaszt, akkor
is 2 szelet maradt volna ki. Hany szelet siitemény késziilt a zstrra, ha tudjuk, hogy 40-nél
kevesebb késziilt?

« FELVETELI FELADAT A SAGVARIBA (SZEGED) 1998/7 »

21. Feladat. Egy altalanos iskola egyik 6rse expediciora indul. A kit(izott helyre érve felverik
satraikat. Ha minden satorba egy személy megy, akkor 13 uttér6 hely nélkiil marad, ha 8
személy megy, akkor egy sator iiresen marad. Hanyan voltak az 6rsben? Hany sator volt?

« FELVETELI FELADAT A SAGVARIBA (SZEGED) 1976/2 »

22. Feladat. Egy sakkversenyen két hetedik osztélyos és néhany nyolcadik osztalyos tanulo
vett részt. Mindenki mindenkivel egy mérkézést jatszott. A két hetedik osztalyos egyiitt szer-
zett nyolc pontot, a nyolcadik osztalyosok pedig mind egyenl6 szamu pontot szereztek. Hany
nyolcadikos vett részt a versenyen? (A sakkban a dontetlenért fél-fél pont jar, a veszteségért
nem jar pont, a gyGzelemért egy pont jar.)

23. Feladat. Egy sakkversenyen kilencedikesek és tizedikesek vettek részt. Mindenki min-
denkivel egyszer jatszott. A tizedikesek tizszer annyian voltak, mint a kilencedikesek, és
egyiitt 4,5-szer annyi pontot gytjtottek, mint a kilencedikesek. Hany kilencedikes, és hany
tizedikes indult a versenyen?

4. FELADATOK FAKTORIALISSAL
24. Feladat. Oldjuk meg az n! + 3 = 22 egyenletet, ahol n,z, € NT.
25. Feladat. Az el6z6 feladatban milyen értéket irhatunk még a 3 helyett?
26. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv egészek halmazan: (n! +1)(m! +1) = (n +m)!
27. Feladat. Oldjuk meg az 1! + 2! + ... + n! = m? egyenletet.
28. Feladat. Oldjuk meg az 1! + 2! + ... + n! = m! egyenletet, ha [ > 2.
29. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv egész szamok halmazan az x! + y! = 2! egyenletet.

30. Feladat. Oldjuk meg az a! + b! + ¢! = abc egyenletet.

5. TOVABBI FELADATOK

31. Feladat.

(a) Oldjuk meg a pozitiv egészek halmazan az x(y + 1)* = 243y egyenletet.
(b) Oldjuk meg az egyenletet az egész szamok halmazan is.
(c) Oldjuk meg a pozitiv egészek halmazan az z(y + 1)" = 243y egyenletet.

A megoldas mintajara alkossunk hasonl6 feladatokat.
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32. Feladat. Hany megoldésa van a pozitiv egészek halmazan az 3*+5Y = 82—2 egyenletnek?

33. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv egészek halmazan az 23 + 7y = y® + Tz egyenletet, ha
x #y.
34. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv egészek halmazin a \/z + \/y = V1988 egyenletet.
35. Feladat. Oldjuk meg az x + y + z = 3xyz egyenletet a pozitiv egészek halmazan!
36. Feladat. Oldjuk meg az egész szamok halmazan az 2% + xy + y? = 22y? egyenletet.
37. Feladat. Oldjuk meg az 1 + x + 22 + 23 = 2Y egyenletet a pozitiv egészek halmazan.
38. Feladat. Oldjuk meg a 3Y = 1 + 27 egyenletet a pozitiv egészek halmazan.
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39. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv szdimok halmazan: z° + y* = 2.

40. Feladat. Igazoljuk, hogy minden pitagoraszi szdmharmasnak van a) 3-mal, b) 4-gyel,
¢) b-tel oszthato eleme.

41. Feladat. Van-e olyan derékszogli haromszog, amely oldalainak hosszai egész szamok és
az atfogohoz tartozd magassag hossza 2/3-a az egyik befogo hosszanak?

6. FELADATOK A VEGTELEN LESZALLAS MODSZERERE
42. Feladat. Oldjuk meg: 2 + 9% + 22 = 2zyz, x,y,2 > 0.
43. Feladat. Oldjuk meg az 23 +2y3 +42% — 62yz = 0 egyenletet a pozitiv egészek halmazéin.
44. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv egészek halmazéan: x? + y? = 47

7. DIFANTOSZI EGYENLETRE VEZETO FELADATOK A NEMZETKOZI MAGYAR
MATEMATIKAVERSENY FELADATAIBOL

45. Feladat. Hatarozzuk meg az x,y egész szamokat, ha x2 — 2zy + 2y% — 4y = 0.
« NMMV 1992. 9/5 »

46. Feladat. Hatarozzuk meg az a és b egész szamokat, amelyekre az 2> — ax + 2a + b*> = 0
egyenlet gyokei kdzvetlen egymas utani termeészetes szamok!

« NMMV 2003. 10/1 »
47. Feladat. Oldjuk meg a természetes szamok halmazan az =¥ — x = y* — y egyenletet.

« NMMV 1996. 11/2 »
48. Feladat. Melyek azok a természetes n szamok, melyekre n? — 440 teljes négyzet?

« NMMV 2004. 10/3 »
49. Feladat. Létezik-e olyan x és y természetes szam, melyekre 7% — 5Y = 20047

« NMMV 2004. 10/4 »
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50. Feladat. Legyen n > 1 természetes szdm. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert a
pozitiv természetes szaimok halmazan:

r1 + Toxs...x, = 1997
To+ T123...2, = 1997

Tp+ T1To...Tp—1 = 1997

« NMMV 1997. 10/4 »
51. Feladat. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet, ha x és y egész szamok:
2? — 2327 — 23y* + yPw + 20 = 1849.
« NMMV 1999. 12/3 »
52. Feladat. Oldjuk meg az egész szdmok halmazan a kdvetkezs egyenletet:
y(1—z2)* +2(1 —y)* + (z +y)* — 2> — y* = 2000.
« NMMV 2000. 9/6 »
53. Feladat. Adjuk meg mindazokat a pozitiv egész x, y, z szamharmasokat, amelyekre
zyz +ry+rz+yz+x+y+z2+1=2001.
« NMMV 2001. 9/2 »

54. Feladat. Az
1 2 3 2000 2001 2002

20027 200172000 3 2 1
szamok koziil kivalaszthato-e harom tgy, hogy a kivalasztott hdrom szam szorzata 1 legyen?

« NMMV 2002. 11/1 »

55. Feladat. Hany megoldasa van az egész szamok korében az 22 + y* = 3(u® + v?) egyen-
letnek?

« NMMV 2005. 12/1 »

56. Feladat. Hatarozzuk meg azokat a derékszogli haromszogeket, amelyek oldalai egész
szamok és teriiletének mérdszama haromszorosa keriilete mérdszamanak.

« NMMYV 2001. 10/2 »
57. Feladat. Hany megoldésa van az
2% 4y 4 22 = 9201
egyvenletnek az egész szamok korében?

« NMMV 2001. 11/1 »
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8. KIEGESZITES: LINEARIS DIOFANTOSZI EGYENLETEK

Az ax + by = c alaki diofantoszi egyenlet megoldhatdsdganak sziikséges és elegend§ felté-
tele, hogy (a,b)|c teljesiiljon. A sziikségesség nyilvanvalo, az elegendéség pedig azon mulik,
hogy euklideszi-gytiriikben, adott a, b esetén léteznek olyan x, y elemek, hogy ax + by = (a,b)
fennalljon. (Ez az a, b-n végzett euklideszi algoritmusbol egyszertien adodik.) Ekkor ﬁ -vel
beszorozva az eredeti egyenlet egy megoldasat kapjuk. Természetesként meriil fel a kérdés,
ha az egyenlet megoldhat6 és példaul a fenti mddszerrel taldltunk is egy megoldést, van-e

t6bb?
Az altalanos megoldas kétvaltozos esetben

Tétel: Legyen xq, 1y az ax + by = c alaki diofantoszi egyenlet egy megoldasa. Ekkor az
b

egyenlet Osszes megoldasa el6all z = zy + @b t,y =1y — ﬁ -t alakban, ahol t € Z.
Bizonyitas: A bizonyitas két részbdl all. Els6ként azt kell igazolni, hogy a fentiek tényleg
megoldasok tetszGleges egész t esetén, ez az eredeti egyenletbe torténé visszahelyettesitéssel
egyszeriien igazolhat6. A méasodik rész annak megmutatéasabol all, hogy az Gsszes megoldas
elgall a fenti alakban. Ez a kévetkezSképp torténhet. Legyen xg, yo és x, y a fenti egyenlet egy-
egy megoldasa. Ekkor ax+by = ¢ és axg+byy = c is fonnall. A két egyenlet kiilonbségét véve
a(x —xg) + b(y — yo) = 0 adodik. Ezt végigosztva a, b nemnulla legnagyobb kozés osztojaval,

atrendezve az ﬁ(m — 1) = (a—bb)(yo — y) egyenlethez jutunk. Mivel ((ﬁ), (QLb)) =1, kapjuk,
b

hogy 5 lyo —y és ﬁ |z —xo. Léteznek tehat olyan ¢ és t’ egész szamok, hogy z—xg = t- 0]

ésyg—y=1'- Ok Be kell még latni, hogy t = t'. Ez az ﬁ(z—xo) = ﬁ(yg —1y) egyenletbe

torténd visszahelyettesitéssel egyszertien megtehetd.
A megoldas harom modja:

Tekintsiik a 3z + 7y = 13 diofantoszi egyenletet.

(a) (euklideszi-algoritmus) A tételben foglaltak szerint végezziink euklideszi algoritmust
a 3 és a 7 legnagyobb kozos osztojanak megkeresésére. Ez a kovetkezs: 7 = 2 -3 + 1,
3 =3-3+40igy kapjuk, (3, 7)=1. Ez nyilvan osztdja a 13-nak igy van megoldas. Egy
t.n. partikularis megoldas megtalalhaté tehat a kovetkez6 modon: 1 =7 —2-3. (A
helyzet most azart ilyen egyszerti mert viszonylag kevés lépésben leallt az algoritmus.)
Azaz 13 = 13-7—26-3. Egy megoldas tehat: xo = —26, yo = 13. Igy az osszes megoldast
megadhatjuk a © = —26 4+ 7¢,y = 13 — 3t alakban.

(b) (fokozatos csOkkentés) Fejezziik ki az egyik ismeretlent a méasik segitségével. Legyen
példaul ez az x. Ekkor x = % =4-—-2y+ I_Ty Mivel x egész, I_Ty is egész, vagyis
3|1 — y, azaz létezik olyan s egész szam, hogy s = 1%’, vagyis y = 1 — 3s. Ezt x el6bbi
elsallitasaba visszahelyettesitve x = 2 + 7s adddik. Megadtuk ismét az 6sszes megoldast
az s egész paraméter segitségével.

(¢) (kongruencidk) Ha 3x + 7y = 13 fennall, akkor trivialis, hogy teljesiil a 3z 4+ Ty =
13(mod 3) kongruencia is. Ez utobbibol 7y = 13(mod 3), ahonnan y = 1(mod 3) nyer-
het6. Vagyis y = 3t + 1 alakd, ahol t € Z. Ezt az eredeti egyenletbe visszahelyettesitve
r=2-"Tt
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A fentiek soran bar kiilonbozs alakban, de természetesen ugyanazokat a megoldasokat kap-
tuk. Az is nyilvanvalo, hogy elég csak azokkal az egyenletekkel foglalkozni, ahol (a;b) = 1.
Bar az utols6 modszer hasznélja a kongruencidkat, elénye, hogy segitségével tobbismeretlenes
egyenletek is megoldhatok.

Az altalanos megoldas n-valtozoés esetben:

Tétel: Legyen n > 2. Ekkor az a1z1 + agzs . .. + apx, = b, (aq;a9; . .. ;a,) = 1 diofantoszi
egyvenletnek létezik megoldasa és az Osszes megoldas leirhatdo n — 1 paraméter segitségével.

Bizonyitas: A valtozok szama szerinti teljes indukcioval.
Egy példa: Oldjuk meg a 12z + 10y + 15z = 1 diofantoszi egyenletet.

A megoldas a kovetkezGk szerint torténhet: (12,10) = 2, igy ha az eredeti egyenlGség
fennall, akkor teljesiil a 12z + 10y + 15z = 1(mod 2) kongruencia is. Innen 15z = 1(mod 2)
adodik, vagyis z = 1(mod 2), azaz z = 2t+1, t € Z. Visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe:
6x+5y = —15t—7. Gondolatmenetiinket Gjrakezdve, ha ez fenndll, akkor teljesiil a 6x+5y =
—15t — 7(mod 6) kongruencia is, vagyis 5y = —15t — 7(mod 6), azaz y = —15¢ — 7(mod 6),
vagyis y = 3t + 1(mod 6). Azaz olyan y = 3t + 1 + 6s, ahol s € Z. Ezt és y = 2t + 1-t az
eredeti egyenletbe visszairva megkaphatjuk x-et az s és t paraméterek segitségével.



