Elemi matematika 1. - MTN224g
PRIMEK

1. BEVEZETO FELADATOK
1. Feladat. Hogyan segit az Eratoszthenészi-szita a primek ,kiszitalasaban”?
2. Feladat. Harom primszam osszege 2018. Lehet-e a szorzatuk 20318877

3. Feladat. Igazoljuk, hogy nincs két olyan szomszédos primszam, melyek kozott pontosan
2018 Osszetett szam lenne. Altalanositsunk!

4. Feladat. Igazoljuk, hogy a primszamok sorozatdban tetszéleges nagy hézag lehet, azaz,
hogy tetszéleges n természetes szam esetén megadhatd n egymast kovets Osszetett szam.

5. Feladat. Lehet-e 2021 egymast kovets pozitiv egész szam Osszege primszam? Altalano-
sitsunk!

6. Feladat. Lehet-e 4k darab egymést kévets egész szam Ssszege prim?

7. Feladat. Irjukleaz 1,2, 3, .. .40 szamokat olyan sorrendben, hogy barmely két szomszédos
tag Osszege prim legyen.

8. Feladat. Van-e olyan haromjegyi primszam, amelynek szamjegyeit Osszeszorozva tizet
kapunk?

« VARGA TAMAS MATEMATIKAVERSENY, 1990. 1. FORDULO 4. FELADAT 6.
OSZTALYOSOK VERSENYE »

9. Feladat. Keressiik meg azokat a négyzetszamokat, amelyeket 11-gyel maradékosan osztva
a hanyados primszam és a maradék 4.

10. Feladat. Legyen p, az n-edik primszam, és N = p, + p,+1 (n > 1). Bizonyitsuk be,
hogy N legalabb 3, nem feltétleniil kiilonb6z6 primszam szorzata.

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1993. 11. OSZTALY 1. FELADAT »

11. Feladat. Az a osszetett szam legkisebb valodi osztoja nagyobb /a-nal. Igazoljuk, hogy
a két primszam szorzata.

12. Feladat. Az ABC, C-ben derékszogli haromszéghen BC' = p, ahol p primszam, az AC
befogd hosszanak szamértéke a k- p (k € N,k > 2), tovabba egész szam annak a négyzetnek
az oldalhossza is, amelynek egyik csticsa a C' pont, a tobbi csticsa az ABC' héromszog oldalain
van. Bizonyitsuk be, hogy a négyzet teriilete k%-tel egyenld!

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 2002. 9. OSZTALY 4. FELADAT »

2. EGYENLETEK PRIMEKRE
13. Feladat. Oldjuk meg a primek halmazén a p? + 1 = r egyenletet.
14. Feladat. Oldjuk meg a primek halmazan a p* — 2¢> = 1 egyenletet.
15. Feladat. Oldjuk meg a primek halmazan a kovetkezd egyenletet:
p+P 0 +a+ ¢ + ¢ =2393.

16. Feladat. Oldjuk meg a primek halmazén a
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(a) 2p+3q+ 6r = T8,
(b) 2p + 7q + 14r = 252 egyenletet.

Altalanositsunk!

17. Feladat. Harom prim szorzata az 0sszegiik
(a) Otszorose,

(b) tizenkétszerese,

(c) tizenharomszorosa,

(d) m-szerese.

Hatarozzuk meg ezeket.

« KOZEPISKOLASOK HAJDU-BIHAR MEGYEI MATEMATIKA VERSENYE, 1985.,
9.0SZTALY, 2. FELADAT »

18. Feladat. Oldjuk meg a primek halmazan: 8 + p? = q.

19. Feladat. Igazoljuk, hogy nincsenek olyan kiilénb6z6 primek, melyek reciprokai (legalabb
3 tagu) szamtani sorozatot alkotnak.

20. Feladat. Milyen p és ¢ primszamokra teljesiil a 3(p* — q) = ¢* — p egyenlet?
« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1999. 9. OSZTALY 1. FELADAT »

21. Feladat. Oldjuk meg a pozitiv primszamok halmazan a kovetkezs egyenletet: 322+ 6x =
2y + Ty.

« NMMV 1993. 10/3 »

22. Feladat. Igazoljuk, hogy nincs kizaréolag primekbdl allo pithagoraszi-szamhérmas, azaz
a p? + ¢? = r? egyenletnek nincs megoldésa a primek halmazan.

3. OSZTHATOSAGI FELADATOK PRIMEKRE

23. Feladat. Keressiik meg az 6sszes olyan p primet melyre
(a) 8p° + 1,

(b) 2018p* + 1 prim.

Altalanositsunk!

24. Feladat. Rendezziik sorba az 1,2, 3,4, 5,6 szamjegyeket, hogy a kapott hatjegyl szam
prim legyen.

L »

25. Feladat. A kétjegyii szamokat 35-t6l 42-ig egymés mellé irjuk tetszés szerinti sorrendben.
Hany primszam van az igy kaphato 16 jegyd szamok kozott?

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 2001. 9. OSZTALY 4. FELADAT »

26. Feladat. Van-e olyan n természetes szam, melyre 2018" — 1 és 2018" + 1 is prim?
Altaldnositsunk!

27. Feladat. Igazoljuk, hogy egy haromndal nagyobb primszim négyzeténél eggyel kisebb
szam mindig oszthatd 24-gyel.

28. Feladat. Két primrél tudjuk, hogy az 0sszegiik is prim, valamint, hogy az 6sszegiik és a
szorzatuk szorzata oszthato 10-zel. Hatarozzuk meg ezeket a primeket.
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« KOZEPISKOLASOK HAJDU-BIHAR MEGYEI MATEMATIKA VERSENYE, 1987.,
10.08ZTALY, 5. FELADAT »

29. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha p és ¢ 5-nél nagyobb primszam, akkor p* — ¢* oszthaté
60-nal!

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1997. 10. OSZTALY 3. FELADAT »

30. Feladat. Keressiik meg az 6sszes olyan p primet melyre

(a) p+10,p + 110, p + 1110,
(b) p+ 10,p + 14,

(c) p+2,p+6,p+8,p+ 14,
(d) 10p — 1,10p + 1 is prim.

31. Feladat. Mely p pozitiv primszdmokra lesz 2p + 1, 3p + 2, 4p + 3, 6p + 1 mindegyike
primszam?

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1992. 9. OSZTALY 2. FELADAT »

32. Feladat. Igazoljuk, hogy ha p és p? + 8 prim, akkor p?> +p+ 1 és p*> + 3p + 1 is az.
Talaljunk ki mi is hasonl6 feladatokat!

33. Feladat. Andras és Béla egyarant elmiltak mar 5 évesek, és mindkettGjiik életkora
primszam, s6t ha Andras annyi idGs lesz, mint Béla most, akkor Béla életkora ismét prim
lesz. Igazoljuk, hogy akkor, amikor Andras sziiletett, Béla életkora oszthatd volt 6-tal.

34. Feladat. Hany olyan p prim van, melyre nem teljesiil tetszéleges a egész szam esetén,

hogy
plla+1)°+ (a+2)*+ ...+ (a+p)

« PEST MEGYEI MATEMATIKAVERSENY »

35. Feladat. Hatarozzuk meg az dsszes olyan p,q primszamot, melyre az 22 — gz +p = 0
egyenlet gyokei egészek.

36. Feladat. Hatarozzuk meg mindazokat a p,q primeket, melyekre p + q és p? + ¢*> — ¢ is
prim.

37. Feladat. Hatarozzuk meg azokat a p és ¢ primszamokat, amelyekre a p + q és p? + ¢* —
p—q—1is prim.

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 2007. 10. OSZTALY 4. FELADAT »
38. Feladat. Hatarozzuk meg mindazokat a p, ¢ primeket, melyekre pg — 1 és pg+ 1 is prim.

39. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha p és ¢ haromnal nagyobb primszam, akkor 7p*+11¢*—39
nem primszam.

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 2004. 9. OSZTALY 6. FELADAT »

40. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha p és ¢ 3-nal nagyobb primszamok, akkor p? + 7¢ — 23
nem primszam.

« NEMZETKOZI MAGYAR MATEMATIKAVERSENY, 1995. 10. OSZTALY 2. FELADAT »

41. Feladat. Mely n természetes szam esetén lesz prim a(z)
(a) n'+4n? + 3,
(b) n®+3n? +n+ 3,
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(c) n*+nd+2n2+n+1,

(d) n® —2n% — 4n + 8,

(e) 25" + 257 + 1,

kifejezés értéke?

42. Feladat. Keressiik meg az a* + 4 (a € N) alakt primeket.

« KOZEPISKOLASOK HAJDU-BIHAR MEGYEI MATEMATIKA VERSENYE, 1976.,
9.0SZTALY, 5. FELADAT »

43. Feladat. Keressiik meg mindazokat a p primeket, melyekre 2p + 1 kobszam.
« SZOKEFAIVI, 2009. »
44. Feladat. Hatarozzuk meg mindazokat a p, ¢ primeket, melyekre p? 4+ ¢? is prim.

45. Feladat. Az a és b pozitiv egész szamokra teljesiil, hogy 34a = 43b. Mutassuk meg,
hogy a + b nem prim.

« KOMAL B 3293. »

46. Feladat. Keressiik meg azokat a p primeket, amelyekre a p? + 11 szdmnak pontosan 6
pozitiv osztoja van.

47. Feladat. Minden pozitiv egész n-re jeldlje A, azon pozitiv egészek halmazat, amelyek
nem relativ primek n-hez. Milyen n-ekre kovetkezik z,y € A,-bdl, hogy (z +y) € A7

« KOMAL Gy 3151. »

48. Feladat. Igazoljuk, hogy az egész szamok korében a felbonthatatlanként definialt primek
rendelkeznek a primtulajdonsaggal.

4. KIRANDULAS PAROSORSZAGBA

Az alabbiakban képzeljiik el, hogy egy olyan orszagha tévedtiink, ahol csak a paros szamo-
kat ismerik: 2,4,6,.... Itt az Gsszeadas, kivonas, szorzas miivelet a szokasoknak megfelelGen
elvégezhets, mert paros szamok Osszege, kiilonbsége, szorzata is paros.

49. Feladat. Igazoljuk, hogy a Parosorszagban végzett maradékos osztas sordn a maradék
lehet ugyanakkora, s6t nagyobb is, mint az 0szto.

50. Feladat. Mik itt a felbonthatatlanok? (A pozitiv egészek halmazaban a ¢ szam felbont-
hatatlan, ha g = ab-bdl kovetkezik, hogy ¢ = a, vagy ¢ = 0.

51. Feladat. Igazoljuk, hogy itt nem igaz, hogy egy nem felbonthatatlan szam lényegében
egyértelmiden bonthat6 felbonthatatlanok szorzatara.

52. Feladat. Mik a primek? (A pozitiv egész szamok halmazaban a p, (p > 1) prim, ha
rendelkezik a prim tulajdonsaggal, azaz ha p|lab = pla vagy p|b.) Az egész szamok gytirtjében
a primeket a hagyomanyos értelemben felbonthatatlanként kezeljiik, és ezt meg is tehetjiik
mert a primek és a felbonthatatlanok euklideszi gytirtiben egybeesnek, de ez altalaban nem
igaz. Az igaz, hogy ha egy I integritastartomanyban a szorzédsnak nincs egységeleme akkor
nincsenek /-ben primek, és az is, hogy ha egy [ integritastartomanyban a szorzasnak van
egységeleme, akkor a primek sziikségképpen felbonthatatlanok is. Gauss-gytiriikben mar az
is igaz, hogy az felbonthatatlanok primek.
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5. PRIMEKKEL KAPCSOLATOS TETELEK, ,,NEVEZETES’ PRIMEK

IKERPRIMEK

53. Feladat. Hat4rozzuk meg azokat a p és ¢ ikerprimszamokat, amelyekre p? — pg + ¢* is
prim. (A p és ¢ primszamok ikerprimek, ha [p — ¢| = 2.)

« KOMAL C 346. »
54. Feladat. Igazoljuk, hogy a 3-nal nagyobb (p;q), (r; s) ikerprimek esetén 12|gs — pr.
55. Feladat. Igazoljuk, hogy ha a p,q > 2 primekre p?q és ¢°p Osszegének és kiilonbségének
hanyadosa egész, akkor az oszthato 6-tal.
FERMAT-SZAMOK

56. Feladat. Igazoljuk, hogy ha 2" + 1 prim, akkor sziikségképpen n kettShatvany. (Ezek
az Gn. Fermat-szamok, illetve Fermat-primek.) Igaz-e az allitas megforditasa?

57. Feladat. Igazoljuk, hogy barmely két Fermat-szam relativ prim, azaz barmely n > m > 0
egész szamok esetén 22 + 1 és 22" + 1 relativ primek.

58. Feladat. Az el6z6 feladat eredményének segitségével igazoljuk, hogy végtelen sok prim
van. (Polya Gyorgy)

59. Feladat. Igazoljuk, hogy ha F, jeloli az n-edik Fermat-szamot, akkor F, ., = F,(F, —
2)+2

60. Feladat. Igazoljuk, hogy ha F;, jeloli az n-edik Fermat-szamot, akkor F,, 1 = F1F5 ... F,+
2.
MERSENNE-PRIMEK
61. Feladat. Igazoljuk, hogy ha 2P — 1 prim, akkor sziikségképpen p prim. (Ezek az an.
Mersenne-primek.) Igaz-e az allitas megforditasa? Jarjunk uténa, mi is az a GIMPS.
CSEBISEV-TETEL

Csebisev-tétel: Barmely n pozitiv egész szam esetén létezik p primszam, hogy n < p <
2n.

62. Feladat. Igazoljuk, hogy Csebisev-tételébdl kovetkezik, hogy ha n > 4, akkor n és 2n
kozott van olyan természetes szam, amely két kiilonb6z6 prim szorzata.

63. Feladat. Igazoljuk, hogy Csevisev-tételbsl kovetkezik a kovetkezs tétel: Ha m > 1,
akkor n! primtényezds alakjaban van legalabb egy olyan primtényezd amely az elsé hatvanyon
szerepel.

DIRICHLET-TETEL

Dirichlet-tétel: Ha az a,b pozitiv egészekre (a;b) = 1, akkor az a,a + b,a + 20,. ..
sorozatban végtelen sok prim van.

64. Feladat. Igazoljuk Dirichlet tételének felhasznélasaval, hogy tetszéleges n pozitiv egész
szamhoz létezik olyan p primszam, hogy p-nek legalabb n szama jegye 0.
I 5 I
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TOKELETES, BOVELKEDO ES HIANYOS SZAMOK

Tokéletes, bdvelkeds és hidnyos szamok: Jeldlje s(n) az n > 1 pozitiv egész szam
onmaganal kisebb osztéinak az dsszegét. Igy s(2) = 1,s(3) = 1,s(4) = 3,5(5) = 1,5(6) =
6,...,5(12) = 15. Ha s(n) < n, azt mondjuk, hogy n hidnyos szam, ha s(n) > n, akkor n
bovelkedd szam, s ha s(n) = n, akkor n-t tékéletes szaimnak nevezziik.

65. Feladat. Igazoljuk, hogy ha egy paros szam 2P~!- (2P — 1) alaku, ahol 2”7 — 1 prim, akkor
tokéletes.

Megjegyzés: Igaz a fenti tétel megforditasa is, vagyis tudjuk, hogy egy paros szam akkor
és csak akkor tokéletes, ha 2P~! . (2P — 1) alaki, ahol 2P — 1 prim alakii.

66. Feladat. Igazoljuk, hogy minden paros tokéletes szam a kettes szdmrendszerben 1...10...0
alakt, ahol eggyel kevesebb 0 van, mint 1-es.

67. Feladat. Igazoljuk, hogy minden paros tokéletes szam haromszogszam. (Egy pozitiv
egész szam haromszogszam, ha valamely pozitiv egész n-re 1 +2 4+ ...+ n alaka.)

68. Feladat. Igazoljuk, hogy a tokéletes szamok (pozitiv) osztoinak reciprokdsszege 2.

69. Feladat. Igazoljuk, hogy egy 2P~! . (27 — 1) alaku tokéletes szdm (pozitiv) osztéinak
szama 2p.

70. Feladat. Igazoljuk, hogy minden paros tokéletes szam harmonikus. (Egy pozitiv egész
szam harmonikus, ha osztoinak harmonikus kézepe egész.)

71. Feladat. Igazoljuk, hogy

(a) a primek hianyosak,

(b) a primhatvanyok hianyosak,

(c) ha az n paratlan szaimnak csak két primosztoja van, akkor n hianyos.

72. Feladat. Igazoljuk, hogy ha n = 2P~ ahol 27 — 1 Mersenne-prim, akkor n szupertokeé-
letes. (A k szupertokéletes, ha o(o(k)) = 2k, ahol ol jeloli | Osszes osztdinak Gsszegét.)

Megjegyzés: Igaz az allitas megforditasa is.
PRIMEKET ADO POLINOMOK
73. Feladat. Euler olyan egész egyiitthatos polinomot talalt
f(z) =24+ +41

amely 40 egymast kovets egész helyen primet ad (z = 0,1,2,...39.) Miért nem miikodik
tovabb az x = 40,41 helyeken?

74. Feladat. Escott polinomja, 1899-bé6l a:
g(x) = 2* — 79z + 1601
az v = 0,1,2,...79 értékekre primet ad. Igazoljuk, hogy nincs olyan egész egyiitthatos

polinom amely minden pozitiv egész helyen primet ad.

TOVABBI NEVEZETES PRIMEK

75. Feladat. Keressiink az alabbi nevezetes tulajdonsdgokkal rendelkezé primeket!

(a) Az olyan primszamot nevezziik balrdl csonkolhatonak, amelynek (tizes szaimrendszerben)
balrol elhagyva a kezd§ szamjegyeit mindig primet kapunk.
I 6 I
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(b) Az olyan primszéamot nevezziik jobbrdl csonkolhatonak, amelynek (tizes szamrendszerben)
jobbrol elhagyva a zar6 szamjegyeit mindig primet kapunk.

(¢) A p primet biztonsdgosnak nevezziik, ha ’%1 is prim.

(d) Azt mondjuk, hogy a p prim Sophie Germain-prim, ha 2p + 1 is prim.

(e) A Bolesfoldi-Birkds primek olyan primszamok, melyek minden szamjegye prim, a szam-
jegyek szama prim, és a szamjegyek Osszege is prim.

(f) Fibonacci-primek a Fibonacci-sorozat prim elemei.

(g) Csillag-primek a 6n(n — 1) + 1 alakd primek. (Miért hivjuk igy 6ket?)

(h) Euklideszi-primek azok a primek melyek IIp, + 1 alakban irhatok, ahol Ilp, az els6 n
prim szorzata.

(1) Mirpszdmok (emirp) azok a nem palindrom primek, melyeket visszafele olvasva is primet
kapunk.

(j) Palindrom primek azok a primek melyek visszafele olvasva 6nmagukat adjak.

(k) Permutdlhatd primek azok a primek, melyek jegyeinek tetszéleges sorrendje primet ad.

(1) Pierpont-primek a 2"3™ + 1 alakt primek.

(m) Primnégyesek A (p;p+ 2;p + 6;p + 8) rendezett négyesek, ahol mind a négy szam prim.

(n) Thabit-primek A 3 -2" — 1 alaki primszamok.

(o) Wagstaff-primek A 252 alakd primszamok.

(p) Wilson-primek Olyan p primszamok, amelyekre p?|(p — 1)! + 1.



