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1. El6készités

Numerikus kézelitéseket Osszeadassal-kivonassal és szorzassal érdemes vé-
gezni, ezek viszonylag gyorsan szamolhatok; az osztds miiveletigényesebb.

Taylor-formula, Taylor-sor. Legyen az f valos fliggvény az a szam kor-
nyezetében akarhanyszor differencialhato. Ebben a kornyezetben f(z) el6al-
lithat6 a kovetkezd modon:
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ahol f®)(z) az f fiiggvény k. derivaltja és 0 < ¥ < 1. Az els6 két tag Gsszegét
T, (z)-szel, a harmadikat R, (x)-szel jeloljiikk. Amennyiben R, (z) — 0 (n — 00),
ugy f(z) =lim,_ o Tn(x), és lim, o, T, (x)-et f(x) Taylor-soranak nevezziik.

Eszrevétel. Amennyiben R, (x) ,gyorsan” tart a 0-hoz, a gyakorlatban is
érdemes f(z)-et a kdrnyezetében Taylor-sorral kozeliteni.

R, (z) becslése. Olyan fels§ korlatot keresiink Ry, (z)-re, amit ,,jél ismeriink”,
és ezaltal garantalni tudjuk R, (z) nagysagrendjét. Kiilon elemezziik f(™)(€)-t
(& =a+ Yz —a)), 1/nl-t és (z — a)™-t.

n! becslése a Stirling-formulaval torténik:
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(z — a)™ becslésekor célszerd, hogy |z — a| < 1 legyen, ez azonban lesztikiti
azt az intervallumot, ahol f-et kozelithetjiik (legfeljebb 2 hosszisagtra). Minél
kisebb az |z — a| érték, annal gyorsabb konvergenciaval szamolhatunk nagyobb
n-ek esetén.

2. sinz kozelitése

a:=0,



Most

mn
ami (tanulményaink alapjan is) 0-hoz tart. A konvergencia gyorsasiga lényeges,
ezért |z| minimalizdland6; a sin periodicitdsa miatt elegends a 0 < z < 3

intervallumra szoritkoznunk. Ez alapjan
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Mivel me/2 < 4,3, ha n > 42, akkor Z£ - L < 0,1, vagyis ekkor

|Rn(2)] < 0,17/V2mn,
tovabba v2mn > /2 - 42 > 16, azaz
|Rn(z)| < 0,1"/16 < 0,1"/10 = 0, 1™
Ezzel belattuk, hogy elég nagy n-re lépésenként (azaz n 1-gyel novelésével) a

hibatag 1/10-ére cs6kken, vagyis minden lépésben legalabb egy 1j tizedesjegyet
nyeriink.

Megjegyzések. Mivel siny = cos (Z —y), tovabba cosz = /1 —sin’z,
sinz = /1 —sin® (¥ — z), vagyis elegendd a 0 < z < T intervallumon kozelite-
niink, amennyiben a négyzetgyokvonasunk gyors. A cos hasonléan kozelithetd.

3. €% kozelitése

a:=0,

ami (tanulmanyaink alapjan is) 0-hoz tart, mivel 1 < e%® < e esetén e%”

rogzitett szam. A konvergencia gyorsasiga lényeges, ezért |z| minimalizilando,
megmutathatd, hogy elegends a 0 < z < 1 esettel foglalkozni, példa:

Ekkor R,(z) < 5, ami a gyakorlatban kivaloan megfelel.

4. Inz kdzelitése (IEEE 754)

Elgszor megkeressiik azokat a k egész és f valos szamokat, amelyekre



és
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Vilagos, hogy
Inz=n2"+In(1+ f) =k-In2+1n(1 + f).

Ha In2-t egyszer mar adott pontossaggal kiszamitottuk, akkor k - In2 kisza-
mithato, igy elegendd In(1 + f) kiszamitasara koncentralnunk. Legyen most
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miatt

In1+ f) =In(1 +s) —In(1 — s),
de mivel az In(1 + f) fliggvény az f = 0 kozeli Taylor-sora
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ezért ugyanez a kozelités
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alakba is irhaté, ahol a
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hiba adédik. Megmutathat6, hogy max|s| < 0,18, s ez alapjin Inz barmely
valés z-re gyorsan kozelithetd.



