m-kozelitések

2003. mércius 30.

1. Archimédesz modszere

Legyen r =1 és n = 6. Definialjuk az z; = 1,

s T
mi =\ =
2
x
Tr; = Z + (7‘ - mi_1)2
sorozatot, ekkor
2 -,

ha i — .
Gyorsasdg: 1épésenként durvan 1 4j tizedesjegy, a négyzetgyok miatt koriillményes
kiszdmolni.

2. Az arctg-moédszer
Megmutatjuk, hogy az arctgz fiiggvény 0 koriili Taylor-sora:

arctgr = :c3+:c5 $7+
gxr = 3 5 -

Valoban, ha |y| < 1,

s y helyébe —z2-et irva a

> 1
2\n _
Z(—x )" = 2241

Osszefliggés adodik, amelybsl — mindkét oldal integralasaval — éppen a fenti
elsallitast kapjuk. Most x = 1 helyettesitéssel ,formélisan”
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Gyorsasdg: igen lassi, gyakorlati célra alkalmatlan.
2.1. Gyorsitasok

= 16 arct 1 4 arct 1

= &5 8239 ~

1 1 1
=24 arctgg +8 arctgﬁ + 4a,rctg2—39 =

1 1 1
=48 aurctgl—8 + 32 arctgﬁ —-20 arctg@.

3. Az AGM-moébdszer

Definicid. Legyenek ag és by pozitiv valos szamok. Ekkor tekintve az
ant1 = A(an; bn),

bn+1 = G(an§ bn)

sorozatot, a lim a, (= lim b,,) hatérértéket az (ag; bg) szdmparhoz tartozo szam-
tani-mértani kozépnek nevezziik, és AG(ag; bo)-1al jeloljiik.
Allitas. Ha agp Z bo, akkor

bo <bi <ba<...<bp<an<...<az < a1 <ao.

3.1. Elméleti modszer 7 kiszamitasara

Legyen ¢2 = a2 — b2, ¢, > 0. (Ekkor c,y1 = 225 = @, — an41.) Legyen
tovabba k és k' két tetszleges szam, amelyekre
k> + k% =1.

Bebizonyithato, hogy ekkor

_ 4-AG(L;k) - AG(1;K")

1= (G 4P
Ha k = k', akkor nyilvan mindkett6 %, s igy a fentiek alapjan elegendd egy
szdmtani-mértani koézepet kiszamitani:
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3.2. Borwein kvadratikus algoritmusa
Legyen a; = /2, b; =0, p1 =2+ V2,

1

. \/an—l + ﬁﬁ
= —2 ,

A/ an—1 * (1 + bn—l)
b, =

Gn—1+bp_1

1+a,
1+0b,

an

7

Dn =Pn—1- bn .

Ekkor p,, — .
Gyorsasdg: Az eljaras minden lépésben megduplizza a pontos tizedesjegyek
szamat.

3.3. Borwein kvartikus algoritmusa

Lasd a kiadott programlistat.

Gyorsasdg: Az eljaras minden lépésben meg-4-szerezi a pontos tizedesjegyek
szamét, de a 4. gyokvonas tilsigosan lasst mivelet, ezért a gyakorlatban ez az
algoritmus lassabb, mint a kvadratikus modszer.

Megjegyzés. Létezik 5-0d és 7-edrendd moédszer is a 7w kozelitésére, de a
gyakorlatban a kvadratikus kozelités a leghasznéilhatobb.



