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1. A Newton—Raphson-eljaras

1.1. Az iteracid

Feladat. Az f(x) = 0 fiiggvény-egyenlet egy megoldasat keressiik. Feltételez-
ziik, hogy f(x) folytonos és differencidlhaté egy olyan intervallumon, ami a
megoldast is tartalmazza.

Megoldasi 6tlet. Ha £ egy megoldas, azaz f(£) = 0, akkor az f-hez huzott
&-beli érinté éppen &-ben metszi az x-tengelyt. Ha z; ,majdnem”megoldas,
azaz £ ,kozelében” van, akkor az f-hez huzott x;-beli érint6 az z-tengelyt olyan
T2 pontban metszi, amely kozelebb ,lehet” £-hez, mint x;.

Kivitelezés. Tekintsiik az (z1; f(z1)) ponton &tmend érintGt, melynek
meredeksége m, igy egyenlete y = mz + ¢. Nyilvin m = f/'(z1). Az z = 1
helyettesitéssel f(x1) = f'(x1)z1 + ¢ egyenletbdl ¢ = f(z1) — f'(z1)z1- Az 3o
pontot y = 0 esetén kapjuk, azaz a 0 = f'(x1)z2 + f(x1) — f'(x1)x1 egyenletet
kell megoldani. Ha f'(z1) # 0, akkor az zo = 21 — ]{((f‘;l)) eléallitast kapjuk.

Newton—Raphson-iteracié. A fenti lépést tjra és Gjra megismételve az

f(@n)

Tntt = En I'(zn)

rekurzi6hoz jutunk. Amennyiben valamely n-re f'(z,) = 0, tgy az algoritmus
leall (sikerteleniil), és rendszerint tjrakezdjiik a szdmolast mas z; valasztaséval
(amennyiben létezik megfelels 21 adott f esetén).

Példa. Az a > 0 szam négyzetgyokét az f(z) = 22 —a = 0 egyenlet
megoldasa adja (£ = v/a). Ekkor a Newton—Raphson-iteraci6 az
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xn—aZZmn—xn+a_$n+wn

2z, 2z, h 2

Tn4+1l = Tpn —

alakot o©lti, ami éppen a maéasodfoki Newton-iterdciéval azonos. Hasonldéan
belathato, hogy az f(x) = z* —a fiiggvény segitségével a magasabb foki Newton-
algoritmusokat kapjuk.



1.2. A konvergencia-sebesség

A kovetkezd tétel a konvergencia sebességérdl allitja, hogy 2 rendd. Bizonyos
megszoritasokat kell tenniink, igy pl. a derivalt sehol sem lehet 0 és a fiiggvény
sem valtozhat akarhogy: a masodik derivaltnak korlatosnak kell lennie.

1. Tétel. Legyen f legalabb kétszer derivalhato. Tegyiik fel, hogy f'(z) =0
egyetlen z-re sem all fenn. Ha a Newton—Raphson-iteracié konvergens, akkor a
konvergencia kvadratikus.

Bizonyitas. {

Tegyiik fel, hogy f(£) =0 és x,, = €. Fejtsiik sorba f-et x,, koriil:

0= £8) = f(aa) + F'@n) €~ 2a) + TP (6 )2

ahol 8 — a Taylor-formul4dnal bebizonyitottak szerint — egy x,, és £ kozotti valos
szam. A Newton—Raphson-itericiot a vele ekvivalens

f(@n) = f'(@n)(@n — Tnt1)
alakba irva, majd a fenti két egyenlGséget Gsszeadva az

f"(B)

f@n) = f(@n) + f'(@n)(€ = Tn + Zp — Tny1) + B (f_xn)z
Osszefiiggést kapjuk, ami egyszertsitve
0= 1/@n)(€ —anen) + T (6,2
majd rendezve @
3 f” B
|€ - $n+l| - 2fl($n) (f - x")Z'

A konvergencia miatt az iteracié zért intervallumon marad. Igy, felhasznalva,
hogy f'(x) = 0 egyetlen z-re sem teljesiil, a derivaltfiiggvény zart intervallumon
meglévs folytonossaga miatt létezik egy my > 0 szam, amelyre |f'(z)| > mq; a
legkisebb ilyen szam

my := min | f'(z)].

Ugyanezen a zéart intervallumon a mésodik derivalt korlatos lesz, hiszen a
maésodik derivalt is folytonos, és ezen az intervallumon korlatos is. Igy van
olyan M, porzitiv szdm, amelyre |f"(z)| < Ma; a legnagyobb ilyen szam

My := max |f"(z)].
Utolsé egyenletiinket most mér kdnnytszerrel atirhatjuk a

_ fll(ﬂ)
2f"(zn)

M,
- 2m

Tn+1 — £

(zn — £)?




formaba, illetGleg egy egyenlGtlenséget is felirhatunk. Ez utobbi egyenlétlenség
bizonyitja, hogy a konvergencia valéban kvadratikus, hiszen a ¢ = Ma/2my
valasztas megfelels. }

A kovetkezs tétel magat a konvergenciat biztositja, amennyiben bizonyos
feltételek teljesiilnek.

2. Tétel. Legyen f legalabb kétszer derivilhato és f(£) = 0. Tegyiik fel,
hogy f'(z) = 0 egyetlen z-re sem 4ll fenn. Ha a Newton—Raphson-iteracio
korlatos (azaz létezik olyan [a, b] intervallum, amelyen mindvégig beliil marad),
tovabb4 valamely n-re

(ml = min[a,b] |fl('7:)|7 M, = maXiq,p] |f”(.fll')|), akkor x, — & (’I’L — o0 esetén):
mégpedig kvadratikusan.

Bizonyitas. Vilagos, hogy a kvadratikus konvergencia mar az 1. Tételbol
kovetkezik, igy elegends a konvergencia tényét igazolnunk.

Az 1. Tétel bizonyitasa alapjan

M,
|Zntk —&| < 2—(mn+k 1 - 5)2

fennall tetszGleges k > 0 pozitiv egészre. Azonban |zp4r—1 — &|-re tovabbi
becslés adhato: M,
|$n+k—1 - f| < 2—('Tn+k 2 — 6)2

A becslést egészen addig ismételjuk, amig k el nem fogy”, azaz

|Tntk—j — & < ($n+k G+1) — €)?

becslések sora irhato fel, amig j < k. A becsléseket egybefiizve egyenlétlenségek
sora adodik:

M,

M, \ 2
|Tnte =& < om ($n+k 1-8%< (%) (@pyr—2 —E* <
14244
< (7> (Tngr—z — ¥ <. <
M, \ M2 A .
< (7) (Tpph—r — &)F =
k

(M " M, -t 3

- () e = (Ha-a)) a0

_ Mo, = |z, £| . %

- 2m M2 )
Mivel feltettiik, hogy

2m1



ezért

— |z, — & < 1.

2m1| " §|
Most ezen utolsé egyenlGtlenség bal oldaldn 4116 kifejezést g-val jeldlve vila-
gos, hogy amennyiben a fenti egyenlStlenségek koziil az els6t és az utolsot
osszevetjiik,

2m
T — €| < g - S-

M,

adodik. Most k novelésével a jobb oldal 0-hoz fog tartani, mivel 0 < ¢ < 1. Igy
a bal oldal is 0-hoz tart, vagyis z,, — £.

Megjegyzés. A q2k kifejezés szépen mutatja, mit is jelent a kvadratikus
konvergencia: 1-nél kisebb ¢ értékekre ez ,nagyon gyorsan” fog 0-hoz tartani.

Alkalmazas. Az f(z) = 2* — a fiiggvény zérushelyét kivanjuk kiszamitani,
amennyiben a > 1. Legyen 1 < z; < a. A Newton-Raphson-iteracié z,+1 =
A(zp; T3 Tn; x,j#_l) alaku, a szamtani-mértani egyenlStlenség alapjan emiatt

z, > Ya > 1. Igy a/z%~! < a/1*7' = a, s mivel a szdmtani kozép-fiiggvény
monoton, A(xn;xn;...;m%l) < A(a;a;...5a0; ¢) = a miatt 2,41 < a. Mivel
x, > Ya is teljesiil, az iteracio az [1, a] intervallumra korlatozodik. Itt f'(z) =
kzk—1 és f"(z) = k(k — 1)2*~2, azaz m; = f'(1) = k(> 0) és My = f"(a) =
k(k — 1)a*2, feltéve, hogy k > 2. Most 2m /M, = W; ha z;-et &-hez
ennél a szamndl kozelebbi tavolsidgra vilasztjuk, akkor a 2. tétel értelmében a
Newton—Raphson-iteracié konvergens, és #/a-t kvadratikusan kozeliti. Péld4ul
ha a +/2-t szeretnénk kiszdmitani, akkor k = 3, a = 2, 2m; /M, = 1/2. Mivel
tudjuk, hogy 1 < ¥/2 < 2, ezért pl. az 2; = 1,5 valasztassal garantalhaté a
kvadratikus konvergencia.



