Konvergencia-sebesség

2003. mércius 30.

1. Rend

Definicié. Legyen a,, — a. Azt mondjuk, hogy ezen konvergencia rendje p, ha
van olyan c pozitiv valés szam, hogy minden n-re

ap+1 —a

<e.
(an —a)?| —

Megjegyzés. Az, hogy egy konvergencia rendje p, szemléletesen azt jelenti,
hogy a sorozat egy kovetkezs tagjanak kiszamitasakor a pontos jegyek szama
meg-p-szerezddik.

2. A Newton-algoritmus

Az
(k—1)ak +z

k-ak™?
sorozatot Newton-iteracionak nevezziik. Az a; szamot indulé értéknek, k-t
a Newton-iteracié fokszdmdnak, z-et az iteracié argumentumdnaek hivjuk. (A
sorozat komplex szdmokbdl is allhat.)

Tétel. Amennyiben a Newton-iterdcié konvergens, hatarértéke x valamely
p-edik gyoke.

Bizonyitas. A hatarérték unicitas-tételét alkalmazzuk.

Eszrevétel. Bizonyos indul6 értékeknél az iteracio konvergens (pl. = valamely
p-edik gyokét vélasztva konstans sorozatot kapunk), bizonyos értékeknél pedig
nem értelmezett egy bizonyos n-t6l kezdve — ez utébbi akkor és csak akkor all
fenn, ha a, = 0 valamely n-re.

Allitas. Pozitiv (valés) indul6 értéknél ha n > 2, a, > ¥/x.

Bizonyitas. Mivel a,,41 = A (an; o O N W %) k db szam szamtani
a

Apt1 =

kozepe, s mértani kozepitk G = ¥z < A = a, 1, az allitast belattuk.



2.1. A k=2 eset

Ebben a részben csak valos szdmokkal dolgozunk.

Tétel. Legyen x > 1. Ekkor a mésodfokt Newton-iteracié az 1 kezdeti
értékkel konvergens, s a konvergencia rendje 2.

Bizonyitas. {

1. Lemma. Legyen a > b > 0. Ekkor

(a —b)?
8a

(a—b?

< A(a;b) — G(a;d) < %

Bizonyitas. {

a+b V@ = 2y/avb + Vb
—Vab—
2 2
(Va-vb? (a+vb)? _ (a—b)
2 (Va+vh?  2(va+vb)?

a most kapott kifejezés nevez@jét pedig alulrol illetve feliilrsl becsiiljiik, ha a
helyébe b-t illetve b helyébe a-t irunk, s ebbdl mar adodik a lemma allitasa. }

2. Lemma. Ha a < z, akkor

a—§<2(a—\/5).

(Va-vB)? _

A-G= 5

Bizonyitas. {
A bizonyitand6 egyenlGtlenséget rendezziik 0-ra, ekkor a vele ekvivalens

0< é(x/i)z—?x/ﬂa,

Vz-ben masodfoki egyenl6tlenséget kapjuk. Tegyiik fel, hogy van olyan =z,
amelyre ez az egyenlGtlenség nem 4ll fenn, ebben az esetben lesz olyan z is,
amikor az egyenl6tlenség jobb oldala éppen 0. Ekkor azonban

2i,/4—4-§-a_ 2

12 = 2/a " 2/a

:a,

azaz ¢ = a, ami viszont ellentmond az indulé a < z feltételnek. }

Most mar nekiallhatunk a Tétel bizonyitasanak. Elgszér megmutatjuk, hogy
ha n > 1, akkor a,, monoton csokkend. Valéban, az altalanos eset Allitasanak
értelmében ugyanis a, > /7, ebbdl pedig ;- < /z is kovetkezik; e két el6bbi
tényt - < Vz < ap-ként is felirva + < ap is adodik, amibdl

€T
Un+ 5, _antan

ant1 = 9 < 9 = Qn.

Az altalanos eset Allitasa miatt sorozatunk alulrél korlatos, az imént pedig bebi-
zonyitottuk, hogy monoton csokkend: mindez azt eredményezi, hogy feltétleniil
konvergens is, az altalanos eset Tétele miatt pedig a hatarérték csak 1/ lehet.



Most hasznaljuk fel az 1. Lemmat, a helyébe a,-et, b helyébe pedig z/a,-et
irva, ezaltal

(an — z/ay)?
A(a;b) — G(a;b) = - < ——
(a’ ) (a ) an+1 \/E S(x/an)
adodik. Most a 2. Lemmat felhasznélva, a helyébe a,,-et irva a kapott kifejezés
tovabb becsiilhetd: itt felhasznaljuk, hogy a; = 1 miatt aqs-re igaz az

a+ 14z

1
< 2 2

<z

becslés, és ezutan a monoton csdkkenés miatt a,, < x tovabbra is teljesiil. Igy
minden n-re

(an — x/an)z < (2(an, — \/E))Z < (an — \/5)2
8(z/an) 8(z/ay) 2 ’

s itt az utolsé 1épésben kihasznaltuk, hogy = > 1. A fentieket Gsszeolvasva
kapjuk, hogy
aniy1 — \/E 1

- - < —
(an —v/x)? ~ 2
ami — mivel a,41 > /T — éppen azt jelenti, hogy a konvergencia rendje 2. }
Megjegyzések. Mas a;-eket is valaszthatnank, de igy egyszeriibb volt a bi-
zonyitas. Altalaban elmondhato, hogy a;-et célszerid /x ,kbzelében” megvélasz-
tani, hogy eljarasunk minél gyorsabb legyen. Ha a; negativ, akkor a hatarérték

—/z lesz.




