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Bevezeto

Dinamikus rendszerek s az azokban fellépé kaotikus jelenségek vizsgdlata mint-
egy szaz éve koti le sok matematikus, fizikus és szamitastudds figyelmét. A
mai szamitogépek segitségével masodpercenként mar millidrdos nagysagrendii
elemi szamitas is elvégezhetd, s ez a hétkoznapi ember szamara is kozel hozta
a kutatasok eredményeit: az egyik legnépszeriibb operacids rendszer , képernyo-

pihentetd” programjaban a képzeletbeli labirintus falait fraktdlok boritjak.

A fraktdlokat, s az 6ket generdlé dinamikus rendszerek sok tulajdonsdgat misz-
tikus homaly fedi. Pofonegyszerii képletek — értheteleniil komplex geometriai
formak, varazslatos mintdk. Talan ez a felfoghatatlan ellentét az oka annak, hogy
a kdoszkutatds ma nagyon népszeri. Az elmult néhany évben ,csindld magad”
fraktalkészito programok szazai jelentek meg az Interneten, melyek alapjan akar

egy altalanos iskolds is bepillantast nyerhet a legalapvetobb Gsszefliggésekbe.

Jelen dolgozat célja véletlenszerii sorozatok és dinamikus rendszerek fogalmanak
segitségével egy specidlis matematika tagozatos kozépiskolas szamara értheto
modon bemutatni a kdosz néhany 6 vonasat. A targyalt témak bemutata-
sakor feltételezziik az elemi szamelméleti, analizisbeli és valdszintiségszamitdsi

Osszefliggések ismeretét.

Eziton szeretném kifejezni koszonetemet témavezetémnek, dr. Krisztin Tibornak,
hogy tanacsaival nagy segitséget nyujtott e szakdolgozat megirdsdhoz. Koszonet
illeti Németh Zoltdn, dr. Csirik Janos, dr. Krdmli Andrds, Kosztoldnyi Jozsef
és dr. Pintér Lajos lelkiismeretes oktatoi munkdajat, mely nagyban hozzajarult

a targy és a kapcsolodd témakorok megismeréséhez, megkedveléséhez. Megraga-



dom az alkalmat, hogy koszonetet mondjak Ddalyay Zsuzsanndnak és dr. Dombi
Jozsefnek, akik bevezettek a kdoszelmélet alapjaiba; tovabbd annak a szamos
programozonak, akiknek a szoftvereit munkam soran szabadon felhasznalhattam:
igy a Linux operacios rendszert, a LyX és a BTEX szovegszedd programokat, a Fract-
int és XaoS fraktdalkészitoket, az xv, ghostscript, xfig, DJGPP/Allegro és MuPAD
szoftvereket.



1. rész

Véletlenszeru sorozatok

1.1. Racionalis, irracionalis szamok

A gimnéaziumi matematika tananyag egyik legelsé ténye az alabbi

Tétel. Minden szdm akkor és csak akkor irhato fel periodikus tizedestort alakban,

ha raciondlis. (1.1.)

Szamunkra azért érdekes ez az igen egyszeri allitas, mert ennek kovetkeztében a

racionalis szamok jegyeinek sorozata nem lehet véletlenszerii, hanem ismétlodik.

A matematika elsé miivel6i, az egyiptomi irnokok, babiléniai szdmolotudo-
sok, kinai matematikusok szdmara a mennyiség, a szam fogalma egészen
mas volt, mint manapsag. A hosszisagnak mint mértani fogalomnak, s egy
szamjegyekkel kodolhaté mennyiségnek az osszekapcsolasdhoz hosszu ut veze-
tett el. A mezopotamiai matematika ismerte a ma Newton-féle algoritmusként
ismert négyzetgyokvono modszert, s igy barmely szam gyokét tetszoleges pon-
tossaggal meg tudtdk hatirozni. S6t, a pitagoreusok arra is rdjottek, hogy bizo-
nyos mennyiségek négyzetgyokeként adodé mennyiségek az eredeti mennyiséggel
nem Osszemérhetéek. Tudtak, hogy minden négyzet oldaldnak és dtléjanak a
hossza 0sszemérhetetlen egymassal, vagyis nincsen olyan kicsiny hosszusag, amely-
nek egész szamu tobbszoroseként egyszerre eléallna az oldal is, az atlé is. Ma ezt

algebrai megfogalmazasban gy mondanank, hogy a v/2 szam nem raciondlis.
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Hosszu ideig tartott, amig a szamfogalom a mai formdjdhoz jutott el. A
tizes szamrendszerben valé szamolds persze nem 1j: néhany kivétellel min-
den Okori kultura igy szamolt. Mégis, a ma hétkéznapi embere szamara
nem magatél értet6dd, hogy a tizedestortként és a kozonséges tortként ismert
szamok ,nagyjabol” ugyanazt a halmazt alkotjak. Teljes egyezésrol azért nem
beszélhetiink, mert bar minden kozonséges tort véges vagy végtelen szakaszos
tizedestort alakban irhaté, nem minden tizedestort kozonséges tort, vagy mas

szoval: raciondlis szam.

A tizedestortek periodicitdsa a végtelen megkozelitése szempontjabol érdekes. Ad-
dig nincs nagy probléma, amig a 110/7 latszélag végtelen tizedestort alakjat
4t nem alakitjuk a szdmunkra véges, s ezért kezelhetd 15,714285 forméra. De
mit mondjunk a v/2-r61? Szabdlytalan, és ezért titokzatos. Mégis, a fenti
tétel értelmében annyit mindenképpen megérthetiink, hogy nincs periodicitas

szamjegyeinek sorozatdban, mert irracionalitdsat biztositja a kovetkezo

Tétel. \/n akkor és csak akkor raciondlis, ha n négyzetszdm. (1.2.)

Bebizonyitjuk az (1.1.) tételt. A bizonyitas két részbdl dll. Az elegenddség iga-
zolasdhoz el6szor feltessziik, hogy a szoban forgd a szam racionalis, tehat el6all
k/l alakban (k és | egész szamok). Ha az osztds szokdsos, irdsban, papiron
torténé modjara gondolunk, a tizedestort alakjanak szamjegyeit ugy nyerjiik,
hogy k-t [-lel maradékosan osztjuk, a hdnyadost leirjuk, majd a maradékot egy 0
szamjeggyel kiegészitve tjra és ujra maradékos osztasokat végziink. A maradékok
a0,1,2 ..., 1 —1 szamok lehetnek. Minden egyes megjelen6 maradékhoz egy
konkrét hanyados s egy konkrét ,kovetkezd” maradék tartozik, mellyel a kovet-
kez6 maradékos osztast végezziik. Mivel a maradékok szama véges, elébb-utébb
egy mar kordbban fellépett maradékhoz jutunk; ez biztositja a hanyadosok, vagyis

a szamjegyek ismétlodését is.

A sziikségesség bizonyitasa nehezebb, nem is szerepel az elsé osztdlyos tankonyv-

ben ([7]). Tételezziik fel, hogy az a szam



a=0byby...0p,0,11b10...b5c1C0. .. CrC1C0 ... Cp ...

alakba irhat6, ahol a b betiik a még nem ismétlodo, a c-k pedig a periodikus
szamjegyeket jelentik. Toljuk most el a tizedesvesszot ¢t szamjeggyel jobbra, s a
kapott szamot jel6ljiik a'-vel! Lathatéan mind a, mind a' szamjegyei az (s+t+1).
sorszamtol kezdve megegyeznek, innentol kezdve pedig mindkét szamot ¢ betis
blokkok alkotjak. Ha kivonjuk a’-bdl a-t, az eredményiil kapott szam csupa O-ra
végzddik, amit ugy is felfoghatunk, hogy ez a végtelen sok zard 0 nem is szerepel
a szadmban, azaz a’' — a véges tizedestort. Tudjuk, hogy minden véges tizedestort
egyben kozénséges tort is, mivel felirhaté m/10™ alakban. Mivel a' fenti eléallitésa
voltaképpen a-nak a 10'-szerezését jelentette, a kovetkezd Osszefiiggést %erjﬁk:
m/10" = a' —a = (10" - a) — a = a - (10" — 1), amibédl az a = 010 =1)
eredmény adédik. Tehat a raciondlis.! N
Igazoljuk (1.2.)-t. Nyilvan y/n raciondlis, ha n négyzetszam. Forditva, tegyiik fel,
hogy n nem négyzetszam, ad absurdum /n mégis racionélis, mondjuk p/q alaku.
Ebbdl az n = p?/q* egyenléséghez, majd az n - ¢> = p? Osszefiiggéshez jutunk.
Mivel n nem négyzetszam, felirhaté k% - [ alakban, ahol [ kiilonb6z6 primszdmok
szorzata (itt k n-nek a lehetd legnagyobb négyzetszdm osztdja). Most [-k*¢* = p?,
a bal oldal primfelbontasaban az [-ben szereplé primek paratlan kitevon szerepel-
nek, mig a jobb oldal primfelbontdsdban minden prim kitevéje sziikségképpen
paros. A szamelmélet alaptétele szerint minden szam sorrendtdl eltekintve csak
egyféleképpen bonthaté fel primhatvanyok szorzatara, vagyis a fenti egyenléség
nem &llhat fent. Ez az ellentmondds biztositja, hogy /n irracionalis, ha n nem

négyzetszam. ]

LAz egyetlen probléma ezzel a bizonyitdssal, hogy természetesnek vessziik végtelen hosszi
szamjegysorozatok egymdsbdl valé kivondsanak lehetéségét. A fenti gondolatmenet elemi ana-
litikus moédszerekkel teljessé tehets. Tovabbi részletek olvashatok [15]-ben (35. o.).



1.2. Véletlen sorozatok

Onmagaban az, hogy egy szam irracionélis, nem vonja maga utén szamjegyeinek
véletlenszertiségét. A 0,101001000100001000001 ... példaul nyilvan nem lehet
racionalis, mert jegysorozata nem periodikus, de a szamjegyek egyaltalan nem

véletlenszertiek, s6t, konnyen megfogalmazhato szabalyossdgot mutatnak.

Az irracionalisok k6zott egészen biztosan vannak véletlenszerli szamjegysorozattal
rendelkezék. Egy papirlapra irjunk le egy 0-st, s mellé egy vesszot. Vegyiink egy
szabalyos dobdkockat, dobjunk vele néhanyszor, a kapott szamokat irjuk le sorban
a vesszO utan, kivéve, ha 6-ost dobunk: ekkor 0-t irjunk a papirra. Végtelen sok
dobas utan a létrejott 6-os szamrendszerbeli szam biztosan irraciondlis lesz, mert

teljesen kizart, hogy periodicitds mutatkozzék a szamjegysorozatban.

Teljesen kizart? Valdjaban nem. Annak a valdsziniisége, hogy a fent kapott
— szamunkra nyilvanvaléan véletlenszerii — sorozatot egy tjabb dobassorozattal
pontosan ugyanugy megkapjuk, 0. Az els6 dobédskor ugyanis 1/6 valésziniiséggel
fogunk a fenti sorozat elsé dobasaval azonos eredményt kapni, s a valdszintiség
minden egyes ujabb dobds esetén ugyanigy 1/6 lesz. Az n. dobésnal
1/6™ valdszintliséggel egyezik meg a két dobdssorozat, de mivel végtelen sok
dobést kell elvégezniink, a valdsziniiség nlggo 1/6", azaz 0. — Vildgos, hogy
ugyanekkora valoszintiséget kapunk szabalyos sorozatok esetén is: barmely
a1, 09,03, ..., 0y, Qpt1, ... sorozat kidobasdnak valdsziniisége 0. Elképzelheto
tehdt, hogy valami furcsa véletlen folytan egy tokéletesen szabalyos kockat
feldobva mindig 6-ost dobunk. Ugyanolyan valdszinli, mint barmely mds

dobassorozat: teljesen valdszinttlen.

Tekintsiik egyiitt az Osszes lehetséges dobdassorozatot! Készitsiik el minden
dobéssorozathoz a fent leirt hozza tartozd 6-os szamrendszerbeli szamot. Vilagos,
hogy 0 és 1 kozotti szamokat kapunk: a 0-nak a csupa 6-0s, az 1-nek a csupa 5-0s
sorozat felel meg, hiszen 6-os szamrendszerben 0 = 0,0 és 1 = 0, 5. Nyilvanvaléan
minden 0 és 1 kozotti szamot megkapunk igy, s6t némelyeket tobbszor is: az 1/2-

et példaul 0,30 és 0, 25 alakban is. Ez az utébbi tény sajnos megakadalyoz minket



abban, hogy a dobassorozatoknak kolcsonosen egyértelmi moédon megfeleltessiik

a [0, 1] intervallumot.

Miért volna hasznos a kockadobdsokat egyetlen valds szammal helyettesiteni? A
valés szamok stlirtiségi viszonyait jol ismerjiik: a racionalis szamok elenyészo ki-

sebbségben vannak az irracionalisokhoz képest:

Tétel. Annak a wvaldszindsége, hogy a [0,1] intervallumon egy véletlenszerden

vdalasztott pont raciondlis, 0. (1.3.)

Ellenben 1 valdszintiséggel irraciondlis.  Vajon mondhatjuk-e azt, hogy 1
valészintiséggel olyan szamot vélasztunk, amelyhez a koznapi értelemben

véletlenszeri kockadobds-sorozat tartozik?

Ahhoz, hogy a kérdésre valamiféle valaszt adjunk, meg kell mondanunk, milyen

tulajdonsdgu sorozatokat tekintiink matematikai értelemben véletlenszertinek.

*

Bebizonyitjuk az (1.3.) allitdst. Egy dimenzids geometriai valdszintiséget fogunk
szamolni: Osszehasonlitjuk a Q N[0, 1] halmaz és a [0, 1] intervallum hosszat. Az

utobbié nyilvanvaléan 1.

Soroljuk fel nagysag szerint az 6sszes 0 és 1 kozotti raciondlis szdmot a kovetkezo
modon: el6szor az 1 nevezojiieket, majd a még fel nem sorolt 2 nevezdjiieket, majd

a még fel nem sorolt 3 nevezdjleket, s igy tovabb:

Vildgos, hogy egyetlen racionalis szamot sem fogunk kihagyni.

Definialjuk a kovetkezo, egy adott € hosszisagtol fiiggé L. halmazt: Vegyiink
fel olyan intervallumokat, melyek belsejében valahol rendre a fenti sorozat 1., 2.,
3. stb. eleme all, az intervallumok hossza pedig legyen 1-¢,1/2-¢,1/2%.¢,1/2% ¢,
L Lmee,



Az egyes intervallumok k6zott minden bizonnyal lesznek atfedések, ezért kijelent-
hetjiik, hogy az L. halmazra jellemz , 6sszhossztisdg” legfeljebb 1-e+1/2-e+1/22-
e+...41/2"e+... Tudjuk azonban, hogy 1+1/2+1/2241/23+.. . +1/2"+... =2,
emiatt L. Osszhossza legfelejebb 2 - . Csakhogy tetszileges ¢ hosszisag mellett
QN[o,1] C L.! fgy — mivel € akarmilyen kicsiny hosszusagnak is valaszthaté —a 0
és 1 kozotti raciondlis szamokra jellemzd mérték csak 0 lehet, mert ez az egyetlen

olyan hosszusdg, ami 2 - e-t nem haladja meg, akdrmekkora is az ¢ hosszusag.

A fentiek szerint a keresett valésziniiség a 0/1 hosszisdgi hdnyados alapjan 0. g

1.3. Statisztikus moddszerek a véletlenszeriiség

tesztelésére

A /2 szadmjegyei els6 ranézésre nem sok szabalyszerfiséget mutatnak. A 7 els6 32

jegyét vizsgalva azonban meglep6 Osszefiiggéseket figyelhetiink meg!

m=3,1415926 53589793238 46 26 4338 3279 50.. ..

Az elsé ismétlodo kétjegyl szam a 26, melynek mésodik el6forduldsa egy érdekes
ismétlédési minta kozepén taldlhato. Véletlen volna ez a szabdlyszertiség? A
7 szamjegyeit sok tovabbi tizedesre megvizsgaltak ([8], 51. o.), hasonléan misz-
tikus tulajdonsagokat gytijtve Ossze réla. Hogy kizarjuk a szubjektiv emberi
tényezOt, mechanikus maédszereket kell alkalmaznunk a véletlenszertiség objektiv

megallapitasara.

Az elemzésre igen sok moédszer kindlkozik. Egyik sem lehet tokéletes. Tulaj-
donképpen a /2 és a m jegyeinek sorozata nmem véletlenszerti, mert konkrét
szamoldsi szabdly segitségével eldallithatjuk Oket?. Mégis ugy érezzik, egy

véletlenszertiséget vizsgalé algoritmus helyesnek kellene, hogy tartsa mindkét

2

9n  hatarértéke \/ﬁ, ab, =4, by =0, + (2:21 sorozat pedig

m-hez tart, bar az utébbi konvergencia nagyon lassi. Az a, sorozat a Bevezetében emlitett

an +

2AAZ a; = ]., Ap+1 =



sorozatunkat.  Madésrészt ha a ,szabdlytalansagot” ellendrizni probaljuk egy
Ayq, Ay, ..., A, algoritmus-sorozattal, bizonyara konstrualhaté olyan sorozat,
amely szandékosan azért késziilt, hogy ezen a konkrét n proban sikerrel helytalljon,

de akar ranézésre is nyilvanvaléan nem véletlenszerti.

D. E. Knuth [8]-ban statisztikai probak egész sorat éllitja fel. Ezek koziil kett6t

mi is részletesebben megvizsgalunk.

1.3.1. A x’-préba

Tételezziik fel, hogy két egyforintost szazszor feldobva 21-szer kaptunk két fejet,
23-szor két irast, a maradék 56 esetben pedig egy fejet és egy irast. Tudjuk,
hogy a pénzfeldobds harom lehetséges kimenetelének valészintiségei 1/4, 1/4 és
1/2, tehédt azt varnank, hogy 25-25 illetve 50 alkalommal jelentkezzen a két fej
és két iras, illetve az egy fej és egy irds. Mit mondhatunk a mérések alapjan az

egyforintos érmékrol: szabalyosak vagy cinkeltek?

Biztos valaszt persze nem tudunk mondani. Lehetséges, hogy a pénzfeldobast
folytatva, az elsO ezer Osszes dobasbol 254 db dupla fej, 250 db dupla iras és 496
db vegyes dobasunk lesz. Ez megnoveli az egyforintosokba vetett bizalmunkat,
hiszen a kapott gyakorisdgok nagyon megkozelitik a 250-250-es illetve 500-as vart
gyakorisagot.

Igen 4m, de nem lehetséges, hogy ,tul szabdlyosak” a pénzérmék? Gyanakodni
kezdenénk, ha felvaltva kapnank fej—fej”, ,fej-iras”, ,iras—fej”, ,iras-iras” ki-
meneteleket. Ebben az esetben tokéletesen a vart gyakorisdgokhoz jutunk. Ha
a pénzérme 50-50%-kal esik az egyik illetve a masik felére, akkor a mért gya-
korisdgnak minden bizonnyal valamiféle normalis mértékkel el kell térnie a vart

gyakorisagtol.

Biztos valasz igazabol soha nincs. A pénzérmék szabdlyossaganak sziikséges (de

nem elegendd) feltétele, hogy n feldobasbdl a kss(n), kii(n) és kg ir(n) kimeneteli

Newton-algoritmus, a b, eldallitast pedig az arctgax =z — z3—3 + ZS—S — ... un. Taylor-sorfejtésbdl
nyertiik (1. [10], 421-424. o.).
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statisztikdkra a kpp(n)/n — 1/4, ki(n)/n — 1/4 és kg ip(n)/n — 1/2 konver-
genciak teljesiiljenek, ha n — co. Marpedig véges sok mérés alapjan a kimeneteli
statisztikak sorozatainak hatarértékeirél (ha azok egyaltalan léteznek) semmit sem

mondhatunk, végtelen sok mérést elvégezni pedig nem tudunk.

A x2-préba abban segit benniinket, hogy jé biztonsiggal dontsiink az egyforintos

szabdlyossagarol.

Altalénosségban ezt a statisztikai probat olyan kimenetelsorozatok tesztelésére

hasznaljak, ahol a kimenetelek a 0, 1, 2, ..., K — 1 szamok, az ezekhez tartozo
vart valosziniiségek pedig a py, p1, P2, ---, Px—1 értékek. Ha a tesztsorozat n
elemii, s a kapott gyakorisagok ko, k1, ..., kx_1, akkor el6szor kiszamitjuk a
2
! (kz —n 'Pi)

v=y

i=0 n-pi

osszeget. Ezutan a kapott V érték alapjan ha n elegendSen nagy volt, az in. x*-
tablazat segitségével donteni tudunk a kimenetelsorozat és az tUn. a priori fel-
tevés illeszkedését illetden. A y2-tdbldzat azt adja meg, hogy az a priori fel-
tevésnek megfelel$ Gsszes lehetséges k), ki, ..., k%, kimenetelsorozat kézil hany
szazalékban kaphatnank a kapott V' értéknél kisebb V' Gsszeget. Vildgos, hogy
ez a szdzalékpontszdm minél kozelebb van az 50%-hoz, anndl biztosabb, hogy az
illeszkedési kérdésre igennel kell valaszolnunk. A gyakorlatban forditva, konkrét

szazalékpontszamokhoz adnak meg jellemzd V' értékeket az alabbi képlettel:

2 2
V= (K—1)+\/2(K—1)xp+§x§— 3

ahol 7, a kérdéses p szdzalékpontszdmbdl hatarozhato meg a kovetkezod tablazat

alapjan:

p | 1% 5% 25% | 50% | 75% | 95% | 99%
z, | —2,33 | 1,64 | —0,675| 0 | 0,675 (1,64 | 2,33

11



A fenti szamitdsokat végezziik el n = 20000 hosszti mintdn mind a /2, mind a
7 szazadosjegyein! (Kettesével osztjuk fel az egymds utdni tizedesjegyeket, igy
nyerjiik a 100-as szamrendszerbeli felirast.) Tehdt K = 100, a p; valdszintiségek
mindegyike 1/100, hiszen egyenletes eloszldst varunk. Az egyes gyakorisigok
alapjdn a V 5 = 97,885 és Vi = 110,920 statisztikdt kapjuk. A x2-tablazat
K = 100 értékre a fenti szamitasok alapjan (a két széls6 oszlop kivételével) az
aldbbi:

p| 5% 25% | 50% 75% 95%
V| 75,14 | 88,78 | 98,33 | 107,88 | 121,52

Ezek szerint a v/2-re majdnem teljes bizonyossdggal, a m-re nagy valészintiséggel
mondhatjuk, hogy jegyei egyenletes eloszldst kovetnek. (A statisztikai gyakorlat-
ban a 10% és 90% kozotti szazalékpontos statisztikdkat elfogadhaténak tartjak, az
5-10% és 90-95% értékiiek ,,majdnem gyanisak”, az 1-5% illetve 95-99% kozotti
statisztikdk ,gyanusak”, az 1% alatti és 99% feletti statisztikdkat pedig elvetik.
A V/2-re kb. 50%, a 7-re 80% pontszamot kaptunk.)

1.3.2. A spektralpréba

Az egyenletes eloszlas a véletlenszeriiség fontos, de nem kizdrélagos jellemzdje.
Az 1,2, 3,4,5,6,1, 2,3, 4,5 6,1, 2, 3,4, 5, 6,...sorozatban pl. az egyes
kimenetelek egyenletesen oszlanak el, de a sorozat nem véletlenszerti. Az eh-
hez hasonlé szabdlyos sorozatok kisziirésére egy egyszeri, de igen eros eszkoz az

un. spektralproba, melynek lényege a kovetkezo:

Egy adott, legfeljebb n kiilonboz6 értéket felvevo diszkrét sorozat egymas utan
kovetkezo elemeit egy n X m-es tablazatban jegyezziik fel. Kezdetben a tablazat
minden rubrikdjaban a 0 szam &all. A sorozat els6 eleme sorszami sor masodik
elem oszlopszamu rubrikdjaba a benne 1évonél eggyel nagyobbat (legel6szor tehét
l-et) frunk, s ezt folytatjuk a 3. és 4., 5. és 6. stb., (n?). és (n? + 1). elemre. (A

proba egy variacidja az, hogy az l-es bejegyzésekbol nem 2-esek, hanem ismét
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1.1. dbra: A /2 spektralprobdja

0-sok lesznek.)

Az 1.1.és 1.2. dbran a /2 és a 7 els6 40000, a tizedesvessz6 utani jegyébdl készitett
spektralpréba lathaté®. A tizedesjegyeket kettesével osztottuk fel, igy pl. az elsd
esetben eldszor a 41. sor 42. sordba, majd a 13. sor 56. oszlopaba keriilt a 0 helyére
l-es. A /2 tesztelésénél a rubrikdkban megjelend legnagyobb szam a 6-os, a 7-
nél a 7-es volt. A jobb attekinthetdség kedvéért az egyes gyakorisagok helyett a
sziirke szin arnyalatait hasznaltuk, igy pl. a 0 gyakorisag helyett fehér szin, 4-es

gyakorisag helyett kozépsziirke stb. lathato.

Mit mondhatunk a véletlenszeriségrol? Az abrak alapjan ez ,szemmel lathato”.
Megerésitene benniinket a véletlenszeriiség igenlésében, ha nem két, hanem harom
vagy tobb dimenziéban végeznénk el a prébat. (Harom dimenziéban n X n x n-es

tablazatot kellene kit6lteniink hasonlé médon.)

A teljes meggy6zddéshez a véletlenszertiséget pontosan definidlnunk kéne, majd

3 A két irracionalis szam elsé 40000 jegyét a MuPAD komputeralgebra programmal allitottuk
els ([6]).
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1.2. dbra: A 7 spektralpréobaja

matematikai érveléssel igazolhatndnk &llitdsainkat. A fenti két sorozat bonyo-
lult analitikus elemzése helyett azonban inkabb egy konnyebben vizsgalhaté so-

rozattipussal ismerkediink meg.

1.4. Linearis kongruenciasorozatok

A szamitastechnikdban gyakran alkalmaznak véletlenszamgeneratorokat. Sokféle
gyakorlati alkalmazds igényel véletlen bemen6 adatokat, ilyen példaul a természet
jelenségeinek szimulacidja, a szamitogépes algoritmus-tesztelés és a mesterséges in-
telligencia egyes problémai (pl. a jatékelmélet). A legtébb programozasi nyelvben
rendelkezésre all olyan fiiggvény, mely , véletlenszertien” veszi fel értékkészletét.
Basic nyelven ilyen az Rnd, Pascalban a Random(n), C nyelven a random()
fliggvény. Az Rnd a [0,1) intervallumban?®, a Random(n) az els6 n, a random()
az els6 2F nemnegativ egész szam koziil ad vissza egy elemet, ahol k az éppen

haszndlt operaciés rendszer dltal maximalisan kezelt in. széhossz (bitben mérve).

4Ahiny kiilonb6zé Basic nyelvjaras, az Rnd fiiggvénynek annyi kiilonféle konkrét meg-
valdsitasa lehetséges.
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Matematikai értelemben véletlenszamgeneratoron a nemnegativ egészeken
értelmezett fliggvényt értiink, melynek értékkészlete az els6 n nemnegativ egész
egy bizonyos n-re. Lathatd, hogy egy random()-szeri v : N — {0, 1, 2,..., n—1}
véletlenszamgeneratorhoz el tudjuk késziteni az Rnd-hez hasonld v'(z) = v(z)/n
fiiggvényt, ez utébbi értékkészlete mar a [0, 1) intervallum. Ha egy w': N — [0, 1)
fiiggvény miikodik az Rnd-hez hasonléan, akkor az ebbdl konsturdlt w(x) =

n - w'(x) fiiggvény random()-szerii véletlenszamgenerator.

Szeretnénk, ha véletlenszamgeneratorunk egyszerien miikodne, de a lehetd
legtobb véletlenszerliségi proban eredményesen helytallna. Az egyszeriiségnek a
legtobbszor nagy ara van: véletlenszamgeneratorunk periodikus lesz, azaz vala-
mely p € N-re v(z) = v(xz + p) teljesiil majd minden z-re. A problémat azzal

probaljuk enyhiteni, hogy olyan fiiggvényt keresiink, melynél p elegendéen nagy.

Clive Sinclair, a ’80-as években viladghirivé valt Zz Spectrum megalkotdja a kovet-
kez6 fiiggvényt ([22], 57. 0.) épitette be szamitogépébe: z(x) = (75° mod 65537) —
1. Tehat 75" (z nemnegativ egész) 65537-es maradékabol egyet levonva kapjuk

meg az z. véletlenszamot.

A periodicitassal parhuzamosan felmeriilhet a kérdés, hogy miért mondunk egy
determinisztikus eljarast véletlenszeriinek. A Zx Spectrum 1jboli bekapcsolaskor
mindig az © = 0, 1, ... értékekre szamolja ki a z(x) fiiggvényt, s emiatt egy
konkrét program minden egyes bekapcsolds utani elsé futtataskor ugyanazok-
kal a véletlenszamokkal dolgozik. FEzen a problémén &altalaban ugy segitenek,
hogy a kezdé z-et nem 0-nak, hanem az aktudlis gépid6t (pl. a pontos id6vel
kibdvitett datumot) szimbolizald, az operdciés rendszer széhosszanak megfeleld

nagysagrendii pozitiv egésznek valasztjak’.

Sinclair véletlenszamgeneratoranak érdekessége az, hogy 16 bites bindris aritme-
tikdval nagyon gyorsan szamolhato, hiszen 65537 = 21 + 1. z(z) el6bb-utébb
minden 0 és 65535 kozotti egész szamot fel fog venni, ugyanis a 75 hatvanyai sorra
kiadjak az osszes 65537-nél kisebb, azzal relativ prim szamot. Vegyiik szemiigyre

a z(x) fiiggvényt az elsé néhany pozitiv egész helyen!

®Basic-ben és Pascalban erre a Randomize, C-ben az srandom(time()) utasités szolgal.
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1.3. dbra: z(x) spektralprobdja 100-as szamrendszerben

x 1 2 3 4 3 6 7 8 9
z(z) | 74 | 5624 | 28652 | 51790 | 17641 | 12409 | 13231 | 9344 | 45504

A sorozat eleje véletlenszertinek tiinik, ez folytatédik tobb, mint 60000 elemen At.
Végiil az x = 65536 esetben a ciklus kezdédik eldlr6l: z(65536) = z(0) = 0. A
fenti tulajdonsagok kovetkeztében z(x) egyenletes eloszldasi. (A jelenség mélyebb
okaira elemi szamelméleti tételek adnak valaszt: a 65537 prim, a 75 pedig egy jol
megvalasztott szam, in. primitiv gyok modulo 65537 ([12], 77-86. 0.).)

------

ki z(j) 10000-es maradékdt, majd ennek els6 és utolsé két—két szadmjegyét
hasznaljuk fel sor- és oszlopszamként. A 57 = 0,1, ..., 9999-re kapott grafikont

az 1.3. dbra mutatja (a rubrikdkban megjelen6 legnagyobb szam a 7-es).

Mint 1.3.2.-ben, ismét 100-as szamrendszerben szamoltunk. Ha a prébanak ugyan-

------

2562, azaz 65536 sor- és oszlopszam mind kiilonboz6 lesz: a kapott grafikon min-
deniitt egyenletesen sziirke 256 x 256-os négyzettabla. Erdekesebb a grafikon,
ha z(x)-nek csak az elsé 65536/2 tagjat vessziik figyelembe. Az eredmény az
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1.4. dbra: z(x) spektralprobdja 256-os szamrendszerben
(a periédusnak csak az elsé fele)

1.4. 4bran lathato.

Az 1982-ben korszertinek mondott z(z) fiiggvény a mai alkalmazdsok szaméra
altalaban elégtelen. Periddushossza viszonylag kicsi: a szamok tul ha-
mar ismétlédnek.  Megmutathaté, hogy a wv(z) = (gz mod 22" + 1) -1
véletlenszamgenerator a Sinclair-féle fliggvény sok jo tulajdonsagat orokli, ha a
modulus prim, s g a modulusra nézve primitiv gyok. (m = 4 esetén v(z) = 2(z).)
Az F(m) = 2%" + 1 alaki szdmokat a szamelméletben kiilon elnevezéssel illetik:
ezek a Fermat-féle szimok. Ismert, hogy az m = 0, 1, 2, 3, 4 esetekben F(m)
primszamot ad, mig az eddigi Gsszes vizsgalt 4-nél nagyobb m-re F'(m) Osszetett.
Emiatt Sinclair véletlenszdmgeneratoranak periddushosszat egyszerii médon nem

tudjuk megnovelni.

A fenti z(x) fliggvény egy, a szamitdstechnikdban igen gyakran alkalmazott
linedris kongruencia modszer specidlis esete. Linedris kongruenciasorozatnak

az l(r) = a-l(x — 1) + bmodn alaki figgvényeket nevezziik, ahol a, [(0), b
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és n elére adott nemnegativ egész szamok ([8], 24. o.). A Sinclair-féle z(z)
fiiggvénybdl képzett zi(x) = z(z) + 1 fiiggvény is linedris kongruenciasorozat az

a="75,1(0) =1, b =0, n = 65537 paraméternégyes vélasztasaval.
Bebizonyithato (1. [8], 30-33. o.), hogy

Tétel. Az a, [(0), b és n paraméterekkel megadott linedris kongruenciasorozat
periodushossza akkor és csak akkor n, ha
a) b és n relativ primek;
b) n minden p primosztéjdra teljesil, hogy a — 1 tébbszdrdse p-nek;
¢) ha n 4-gyel oszthatd, akkor a — 1 is. (14.)

Lathatéan z;(z) periédushossza n — 1, ami nem sokkal marad el a maximalisan
elérheté hosszisdgtél. Bebizonyithat6 (1. [12], 78-79. o.), hogy tetszileges n
primszdm modulushoz 1étezik olyan a szdm, melyhez a b = 0 és tetszoleges
0 < [(0) < n paraméterekkel megkonstrudlt linedris kongruenciasorozat n — 1

peridodushosszi. Masképpen fogalmazva:

Tétel. Minden primmodulushoz létezik primitiv gyok. (1.5.)

1.5. Fibonacci tipusi rekurzidk

A periédushossz novelésének egyik lehetséges médja az lehet, hogy olyan v(z)
sorozatot véalasztunk, melynek z. eleme nemcsak az (z — 1)., hanem az (z — 2).
elemtdl is figg. Az ilyen tipusu fiiggvények kozil legismertebb a Fibonacci-sorozat
egy rogzitett modulusra vonatkozé maradéka: f(z) = f(z —2) + f(z — 1) modn,
ahol f(0) =0és f(1) = 1. A gyakorlati vizsgdlatok szerint azonban f(z) egyetlen

n-re sem elegendéen véletlen, hidba ad altaldban n-nél hosszabb ciklust.

Green, Smith és Klem 1959-ben a g(z) = g(x — K) + g(x — 1) mod n fliggvényt
javasoltak viszonylag nagy K egész szamra. Egy bizonyos prébat konkrét K

értékekre elvégezve azt taldltak, hogy a K = 17 esetben fiiggvényiikk mar
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kell6en véletlenszerti, mig 17-nél kisebb K-kra g(z) nem mondhat6 egyenletesen

szabdalytalannak.

Mitchell és Moore 1958-ban g¢(z)-nél sokkal jobb fiiggvényt konstrualt. Le-
gyen m(z) = m(x — 24) + m(zx — 55) mod n, ahol n pdros, tovdbbd
m(0), m(1), ..., m(54) nem csupa pdros, de kiilénben tetszéleges pozitiv egész
szamok. FEz a generdtor szamitogépen nagyon konnyen megvaldsithatd, csupan
m(z) utolsé 55 értékét kell nyilvantartani, s a szamitds is roppant gyors, hi-
szen csak két pozitiv egész szam Osszeaddsdra van sziikség. Ha n = 2F valamely
pozitiv egész k-ra, akkor a periédushossz 2! - (2°° — 1), ahol 0 < [ < k, s emi-
att m(x) a szdmitdégépeken haszndlt lebegdpontos tortszamokkal is megfelelGen
miikodik. Knuth elismeréen ir m(x)-rél: ,Lehetséges tehdt, hogy véletlenszamok
gépi eloallitasinak ez a legjobb mddszere. Egyetlen ok miatt mégsem merjik tiszta
szivbol ajanlani. . .: szinte semmilyen elméleti alapunk nincs annak eldontésére,
mennyire véletlenszeriek az igy kapott szamok. Biztosan csak annyit tudunk, hogy

a periodus igen hosszi; ez pedig kevés.” ([8], 41. o.)

1.6. Algoritmizalhatdsag

A periodikus véletlen sorozatok szabdlyossiganak filozéfiai kérdéseivel szamos
tudos foglalkozott. Kozottiik Per Martin-Lof és G. Chaitin a '60-as évek végén az

olyan n hosszu ¢ ciklust tekintették véletlenszertinek, amelyre teljesiil a kovetkezo

Definicié. Tekintsiuk az n hosszi ciklusok C' halmazdt, s rogzitsunk egy konkrét
programozdsi nyelvet. Minden ¢, € C' sorozathoz készitsik el az azt generdlo
lehetd legrovidebb py, programot: ezen programok halmazdt jelolje P. Azt

mondjuk, hogy ci véletlenszerd, ha a py program maximalis hosszusagu P-

ben. (1.6.)

Martin-Lof a legtobb programozasi nyelvvel ekvivalens Turing-gépet jelolte meg

programozasi nyelvként. Bebizonyitotta, hogy az igy definidlt véletlen ciklusok
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egyenletes eloszldsiak és minden (alkalmas médon értelmezett) statisztikai probét
pozitiv eredménnyel zdrnak ([8], 174. o.). Gyakorlati szempontbdl azonban ezek a
ciklusok hasznalhatatlanok: eléallitasuk koltséges a programhossz maximalis volta
miatt. Emellett majdnem minden a gyakorlatban haszndlt véletlenszdmgenerator
az (1.6.) definici6 értelmében a lehets legrosszabb, hiszen nagy periédushossz

esetén igen fontos a generald algoritmus rovidsége.

*

Végiil az 1.2. részben megfogalmazott valdsziniiségi kérdésre véalaszolunk.

1. Gyakorlati szempontbdl csak az algoritmikusan, azaz szamitégépes program-
mal el6allithato véletlen sorozatok érdekelnek benniinket, ezek lehetnek pe-
riodikusak vagy periddus nélkiiliek.

Minden szamitogépes program véges hosszusagu, azaz véges sok karakterbol
all. Az egyes karakterek egy véges, k elemszamu dbécébdl keriilnek ki. Az
n karakterbol allo, adott nyelvii szamitégépes programok szdma tehat k™.
Nem minden karaktersorozat ad azonban miikodéképes szamitogépes prog-
ramot. A mikodok kozil szamos egyéltalan nem generdl semmilyen soroza-
tot, sok programnak egyaltalan nincs semmiféle outputja. Ellenben ugyan-
azt az eredményt tobb kiilonb6zo karaktersorozat is produkalhatja.
Tekintsiik a megadott nyelven irt 1 karakter hosszi, 2 karakter hosszu, 3
karakter hosszu stb. szdmitogépes programok egy rendezett p; sorozatat
(j = 1,2,...)! Ennek a sorozatnak azt a leghOvebb p} részsorozatdt
vizsgaljuk, amelyben 1év6 programok mindegyike véges vagy végtelen hosszi
kockadobds-sorozatot &llit el6. Rendeljiikk minden egyes p} programhoz a
megfeleld [0, 1] intervallumba esd, a pf; dltal generdlt kockadobds-sorozathoz
tartozo 6-os szamrendszerbeli szamot.

Az (1.3.) tétel bizonyitdsdhoz hasonléan megmutathaté, hogy az ezen
hozzérendeléssel kapott szamok S sokasidga a [0, 1] intervallumhoz képest

elenyész6: a kérdéses valosziniiség pontosan 0. (Nyilvdnval6, hogy S D

QnNIo,1].)

20



2. Elméleti szempontbdl érdekes lehet a fennmaradd, algoritmikusan nem
el6allithatd, a [0,1] intervallumba es6é szamok véletlenszeriiségének
valoszintisége.

Szabalyos kocka csak egyenletes szdmjegyeloszlast allithat el6, mig az 6sszes
0,0 és 0,5 kozotti valds szamok kozott egyenletes jegyeloszlasit taldlni csak
0 valészintiséggel fogunk. Valoban, az egyenletes eloszlasi sorozatok E; hal-
mazabdl ugyanis elkészithetiink olyan egyenlé valdszintiségti diszjunkt FEjs,
Es, ..., E,, ... halmazokat, melyek méds-més jegyeloszldsokkal birnak. (Egy
lehetséges konstrukci6 lehet, hogy £ minden 1-es jegyét megduplazzuk — igy
nyerjik F>-t — E; minden 1-es jegye helyett harom egymés utani 1-es irunk
— igy nyerjiik Es-at stb.) Most ha E; val6sziniisége valamely ¢ > 0 szdm
lenne, akkor Es, Fs, ..., E,, ... valészintiségei is mind-mind € volnanak, de
ez lehetetlen, mert [1/] 4 1 db diszjunkt halmaz valdszintiségének Osszege
nem haladhatja meg az 1-et.

Ha nem koveteljik meg a kocka szabalyos voltat, akkor a kérdéses
valészintiség joggal 1-nek mondhatd. Egyrészt ugyanis egyetlen , szabaly-
talan” jegysorozatra sem illeszkedhet semmilyen szabdlyossag, mert minden
szabalyossagot algoritmikusan meg tudunk fogalmazni, s igy elméletileg a
megfelel6 szamitogépes program is elkészithetd. Masrészt pedig az algorit-
mizalhatosag kizardsa elegend6 ahhoz, hogy valamit szabédlytalannak mond-

junk.
Fent nyert eredményeinket foglaljuk 0ssze a kovetkezo allitdsban:
Tétel. Egyardnt 0 annak a valdszindsége, hogy egy {a,}o, sorozat
a) periodikus,

b) algoritmikusan elddllithatd,

c) értékkészletét egyenletes eloszldssal veszi fel. (1.7.)
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2. rész

Diszkrét dinamikus rendszerek

2.1. A kaosz fogalma

A véletlenszeriiség és a kdosz jelensége Osszekapcsolédd fogalmak. Mig
véletlenszamgeneratorokon bizonyos sorozatokat értettiink, a kdoszelmélet rend-
szerint sorozatok egy adott tipusanak halmazat vizsgdlja. 1.4.-ben példaul adott
a, [(0), b és n paraméterekkel megkonstrudlt linedris kongruenciageneratort ele-
meztiink. A kaotikus viszonyok feltarasakor [(0)-t nem rogzitjiik, hanem az Gsszes

lehetséges [(0) érték mellett probéljuk a sorozatok viselkedését en bloc megérteni.

Dinamikus rendszernek olyan generatort neveziink, mely egy rogzitett U halmaz
A elemét egyértelmiien egy B € U elembe viszi. Ha fizikai jelenség modelljérol
van sz0, akkor feltételezhetjiik, hogy a megfigyelt rendszer A és B dllapotai kozott
meghatarozott kis t > 0 id6 telik el: az allapotok idOben izoldltak, azaz a rendszer

diszkrét.

Gyakori példa dinamikus rendszerre a meteoroldgiai elérejelzés. Itt az ¢ halmaz
elemei az egyes lehetséges idéjarasi jellemzok Osszessége. Ez egy oriasi halmaz,
melyben az egyes — nagyon Osszetett — elemek egyértelmiien leirjak pl. a felhok
pontos helyzetét, alakjat, és szamos mas jellemz6ét. Egy A idéjarasi allapotbdl
szamitassal meghatarozhaté az a B iddéjarasi allapot, amely a kovetkez6 perc

viszonyait jellemzi, legalabbis elméletileg. (A gyakorlatban legfeljebb néhany szaz
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jellemz6 alapjan késziil egy A-t megkozelité A’ becslés, melyb8l B-re is becslés
adhato.)

Mi a tovabbiakban

Definicié. Diszkrét dinamikus rendszeren eqy U C C halmazon értelmezett U
értékkészletd f figguényt értink. (2.1.)

Az A-t kovetd éllapotot az f(A) = B Osszefiiggés adja; vizsgdlatainkban az
allapotok konkrét komplex szamok lesznek. f-rél gyakran feltessziik majd, hogy

folytonos, sot, sokszor az U univerzumra ¥ C R is fenn fog allni.

Konkrét A € U esetén az {A, f(A), f(f(A)), f(f(f(A))), ...} halmazt az A-n
atmend palydnak nevezziik. Ezen halmaz egyes elemeire rendre alkalmazni fogjuk
még az fO(A), fL(A), f2(A), f3(A), ... jeloléseket is. Az A allapot f-nek fizpontja
vagy egyensilyi pontja, ha f(A) = A. Azt mondjuk, hogy az A pont f-nek n-
periodikus pontja, ha n az a legkisebb pozitiv egész, melyre f"(A) = A. A-t

periodikus pontnak nevezziik, ha n-periodikus valamely n-re.
Tovabbi fogalmakat is bevezetiink.

Azt mondjuk, hogy az X C U halmaz siri az U halmazon, ha X-nek nincs izolalt
pontja, azaz nem adhaté meg olyan X € X pont, melyhez volna olyan § > 0

tavolsag, amelyre barmely U € U-ra |X — U| > ¢§ fennéllna.

Az X C U halmazt nyiltnak nevezziik, ha minden P pontjatol egy P-t6l fliggd cp
tavolsagban minden pont X-beli.

Legyen X C U, ekkor az f(X) halmazon az | f(X) halmazt értjiik.
Xex

Az f diszkrét dinamikus rendszert az U halmazon topologikusan tranzitivnak ne-
vezzik, ha barmely nemiires X', Y C U nyilt halmazokhoz van olyan n pozitiv
egész szam, melyre f*(X)NY # 0.

Azt mondjuk, hogy az f diszkrét dinamikus rendszer érzékenyen fiigg a kezdeti
adatoktol az X C U halmazon, ha ott f™ numerikusan nem kozelithetd tetszoleges

pontossaggal — azaz ha van olyan pozitiv § szam, melyre barmely X € & esetén X
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akarmilyen kicsiny K x kdrnyezetében 1évé egy Y € Ky pontra |f(X) — f*(Y)| >
d fenndll valamely pozitiv egész n-re. (Itt § olyan szdm, amekkora hibanél kisebbet

semmiképpen sem garantdalhatunk f kozelité kiszamitdsa esetén.)

*

Ezen hosszi bevezet6 utan definidlhatjuk, mikor mondunk egy diszkrét dinamikus
rendszert kaotikusnak. A kovetkezd definiciét Devaney adta [3]-ban; léteznek
mas, ehhez hasonl6 definicidk is, pl. 2.4.-ben bemutatunk majd egy ettdl eltéro

megkozelitést.

Definicié. Egy folytonos, diszkrét dinamikus rendszer kaotikus az U halmazon,
ha ott
(1) topologikusan tranzitiv,
(2) periodikus pontjainak halmaza sird,
(3) érzékenyen figg a kezdeti adatoktol. (2.2.)

A kaotikus tulajdonsag szemléletesen azt jelenti, hogy a rendszer nem periodi-
kus pontjai véletlenszeri palyat futnak be, s a palyak kozelitéssel valé becslése
lehetetlen.

Banks és munkatdrsai [2]-ben megmutattik, hogy
Tétel. U = C esetén (1) és (2) maga utdn vonja (3)-at is. (2.3.)

(Az eredeti &llitas ennél igazdbdl tobbet allit: U tetszbleges metrikus tér lehet.)
Kaotikus jelenség kimutatdsihoz tehdt elegend6 (1) és (2) fenndlldsat igazolni.
Assaf IV és Gadbois azt is igazoltdk, hogy a (2.2.) definiciéban (3) az egyetlen
redundans elem, vagyis altalaban (1)-nek és (3)-nak nem logikai kovetkezménye
(2), s egyiittesen (2)-b6l és (3)-bdl sem kovetkezik (1) ([1]). Vellekoop és Berglund
[21]-ben bebizonyitottdk, hogy ha U egy — véges vagy végtelen — intervallum,
akkor (1) fenndllasabol (2) is kovetkezik, tehat

Tétel. EqgyU intervallumon értelmezett diszkrét dinamikus rendszer akkor és csak

akkor kaotikus, ha topologikusan tranzitiv. (2.4.)
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2.1. abra: Lorenz elGrejelzése
(a grafikon a ty és ty kozotti id6héz tartozé allapotokat mutatja)

2.2. Véletlen sorozatok és a kaosz 1.

A kdoszkutatas egyik fontos pillanata volt, amikor Lorenz amerikai meteo-
rolégus 1961-ben észrevette, hogy a hossziataviu elérejelzését leiré dinamikus rend-
szer érzékenyen figg a kezdeti adatoktol. Szamitasait egy ¢; idéponthoz tar-
tozo allapotnél félbehagyta, majd a szamitast egy (< t;) id6ponthoz tartozé
allapotnal igen kicsi kerekitési hibaval ujrakezdte. Az elOrejelzés egy idé utan
teljesen megvaltozott, ahogyan ez a 2.1. dbran is lathat6 ([18]). Lorenz 12 pa-
raméteres rendszerének bonyolultsaga miatt ez talan nem is olyan megleps. Az
igazan furcsa az, hogy gyakran a legegyszeriibb dinamikdk is kaotikusak: a je-

lenségek oka tehat nem a rendszerek bonyolultsdgaban keresendo.

*

Az 1.4. fejezetben vizsgdlt linearis kongruenciageneratorok értékkészletiiket
diszkrét halmazon vették fel. Ellenben a kaoszelméletben olyan dinamikus
rendszereket vizsgalunk, melyek legaldbb megszdmldlhatoan végtelen halmazon

értelmezettek, egyébként a (2) és (3) feltételeket nem tudjuk értelmezni.

A linedris kongruenciageneratorok konnyen kiegészithetok folytonos fiiggvénnyé.
A b = 0 esetet fogjuk részletesen megvizsgalni. Nyilvan az U = [0,n) halma-
zon értelmezett g(r) = ax fliggvény folytonos U-n, s indulé allapotként [(0)-t

valasztva a generatort majdnem tokéletesen jellemzo diszkrét dinamikus rend-
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szert konstrualtunk. Azért csak ,majdnem”, mert a generator egészen pontosan
a ¢'(x) = az modn iterdcidval irhaté le, ami viszont az a > 1 esetben nem lesz
folytonos (a, n € N). (S6t, g értékkészlete bévebb U-ndl, vagyis nem is dinamikus

rendszer. U-nak mindenképpen tartalmaznia kéne [0, c0)-t.)

A problémat ugy kiiszoboljik ki, hogy kétdimenziés T halmazt valasztunk
allapothalmazul: a komplex sik egységkorét. Kolcsonosen egyértelmiien meg-
feleltetjilk U-t Y-nak: z-hez rendeljiitk hozza cos(x - 2w /n) + i - sin(z - 27/n)-t!
Ebben az esetben a ¢"(z) = axr mod 27 egydimenziés nemfolytonos dinamikat a
v(€) = £* kétdimenzids folytonos dinamika reprezentalja, ahol argé = x - 27w /n.
(Itt felhasznaltuk azt, hogy a & = cosz + i -sinx = e Osszefiiggés miatt
cosar + i - sinar = €% = ('), azaz barmely 1 abszolitértékii komplex szdm

argumentumadnak konstanssal valé szorzdsa hatvanyozést jelent.)
Megmutatjuk, hogy v(§) kaotikus Y-on, feltéve, hogy a > 1 pozitiv egész.

El6szor v topologikusan tranzitiv voltat igazoljuk. Legyenek X C T és Y C
T tetszOleges nyilt halmazok; vilagos, hogy X és ) az egységkor egy-egy —
végpontokat nem tartalmazé — ive. Egyik halmaz sem lehet iires. Ha X hosszat
|X| jeloli, akkor altaldban |f(X)| = a - |X|, mivel f az X {v hosszit a-szoros
hossztsdgura nytjtja. Ha ‘fk(X)‘ < 27 /a, akkor nyilvdn ‘f’f“(X)‘ =a- ‘fk(X)
ellenkez6 esetben pedig ‘f’f“(X)‘ = 2m. Vildgos, hogy a > 1 miatt az ‘fk(X)
szdmsorozat k novekedtével el6bb-utébb eléri 2m-t, de ekkor f*(X) = U is fenn

fog allni, s igy fF(X)NY =UNY =Y # () is teljesiil.

Y

Masodszor megmutatjuk, hogy =~ periodikus pontjai stirin helyezkednek el az

egységkoron. Mely & komplex szamok lesznek v n-periodikus pontjai? A

n

Y€ =" (€)= E) = (€M) = () = =

osszefiiggés miatt v (€) = & akkor és csak akkor teljesiil, ha £¢" = &; mivel £ # 0,
ez ekvivalens azzal, hogy £%"~! = 1 (leosztottunk &-vel). Lathatéan € pontosan
akkor n-periodikus pont, ha (a™ — 1). komplex egységgyok. — n novekedtével

azonban az (a" —1). egységgyokok (amelyekbdl pontosan a™ —1 db van, egyméstol
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27/ (a™ — 1) ivhossz tévolsdgra) egyre siiriibben helyezkednek el az egységkoron:
a koztiik 1évo tavolsag tetszoleges elore adott € > 0 ivhosszndl is kisebb lehet, ha

n elegendGen nagy.

Végiil a (2.3.) tételt alkalmazzuk?®, s ezzel bebizonyitottuk, hogy

Tétel. Az a > 1, b = 0 paraméterd linedris kongurenciasorozat természetes foly-
tonos kiterjesztéseként adodd diszkrét dinamikus rendszer kaotikus a [0,n)

intervallumon. (2.5.)

2.3. Tésztagyuras, kartyakeverés
Tekintsiik a

2 ha0<zx<1/2
T(x) = x, al<uzx /2,
2—2x, hal/2<z<1,

az U = [0, 1] intervallumon értelmezett dinamikus rendszert. T sokban hasonlit az
el6z6 szakaszban ismertetett ¢” dinamika a = 2 specidlis esetéhez. A 6 kiilonbség

az, hogy T folytonos a [0, 1]-en.

Jelen fiiggvényiink a hétkoznapi tésztagyurasi eljarasnak egy lépését takarja.
Valéban, ha ugyanis egy mazsolat dobunk a tésztanak megfeleltetett [0, 1] interval-
lum egy tetszéleges pontjara, akkor a gyturas soran el6szor kétszeresére nyuijtjuk a
tésztat: az x pontban lévo mazsola a 2z pontba keriil, majd ha 2x tilsdgosan ,,elol
van” a kinyudjtott tésztdban, akkor ,visszahajtjuk”. Minden egyes [0, 1]-beli a-re
elvégezve a lépést, lathatd, hogy 1" egy iteracidja éppen a ,nyujtas—félbehajtas”

eljards matematikai megfogalmazasa.

Konnyen megmutathato, hogy 7" topologikusan tranzitiv: «-hoz hasonléan 7" min-

den nyilt intervallum hosszat megdupldzza, ha az eredetileg az egységnyi hosszisag

1(3) kénnyen igazolhat6 kozvetleniil is, 1. [23]-at (28-29. o.).
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felénél nem volt nagyobb (ellenkezé esetben pedig a [0, 1] intervallumot kapjuk).
(2.4.) alapjan tehat kijelenthetjiik, hogy 7" kaotikus a [0, 1]-en. Ez azt az évezredes
tapasztalatot is aldtamasztja, hogy a szokdsos tésztagyurasi eljaras tényleg ala-

posan kever.

T egy nemfolytonos hasonmaésa az a kartyakeveré gép, mely egy 2n elemi paklit

a kovetkez6 médon tud megkeverni:

K(1,2,3,....,2n—1,2n)=(2n,1,2n—1,2, ..., n+ 1, n).

K kolesondsen egyértelmi megfeleltetést 1étesit az {1, 2, ..., 2n} halmaz elemei

kozott, mig ez T-r6l nem mondhato el.

Nézziink egy konkrét példat! Legyen n = 3, ekkor az (1, 2, 3, 4, 5, 6)-on adtmend
palya: {(1,2,3,4,5,6),(6,1,524,3),(3,64,1,25), (53,26, 1,4), (4, 5,
1,3,6,2),(2,4,6,5, 3, 1)}, vagyis a sorozat periédushossza 6.

Konnyen belathato, hogy han = 2™, akkor a periédushossz m~+1. Més n-ek esetén
a periédus hossza rendszerint nagyobb, teljesen szabalytalannak tiinik, &m soha
nem haladja meg 2n-et ([13]), amint ezt Pap Gyula nemrégiben bebizonyitotta
(publikdlatlan). Bizonyos n-ek esetén a peridédushossz éppen 2n, az Gsszes ilyen
50-nél nem nagyobb n: 1, 3,9, 13, 15, 25, 37, 43, 45, 49.

Az n =97 ésn = 110 eseteket a 2.2. és 2.3. dbra mutatja. Az egyes kartyalapokat
a sziirke szin egyre vilagosabb arnyalatai jelzik. Az abrak felso sora egy, a feketébol
a fehérbe haladé csikot takar: ez az alapdllapot, a kartydk (1, 2, 3, ..., 2n) sor-
rendje. A kovetkezo sorokban az egyes iteralt kartyasorozatokat lathatjuk egészen
addig, mig el nem jutunk a (2, 4,6, ..., 2n, 2n—1, ..., 5, 3, 1) sorrendhez, mely

utan nyilvanvaléan ismét a kiindulé allapot kovetkezik.

Definidlhatunk A-hoz nagyon hasonlé kolcsonosen egyértelmii fliggvényeket is,

amelyek paratlan sok kartyalap keverésére is alkalmasak. A dinamikus rend-
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2.2. dbra: K(x), azn = 97 eset
(a periodushossz: 194)
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L r-‘ L ﬁl.

2.3. dbra: K(x), azn = 110 eset
(a periédushossz: 42)

szer miikodése ilyen esetekben K-val sok egyezést mutat. K és rokonai tulaj-
donsdgainak szigori matematikai bizonyitdsa azonban még sok részletkérdésben

tisztazatlan.

2.4. Véletlen sorozatok és a kaosz 11.

A (2.2.) definiciéndl emlitettiik, hogy a kdoszt masképpen is meghatdrozhatjuk.
Az 1. részben bemutatott véletlen sorozatokkal természetesebb Osszefiiggésbe hoz-

hat6 sok dinamikus rendszer, melyre érvényes az aldbbi

Definicié. Egy f diszkrét dinamikus rendszer kaotikus ¢-n, ha U vala-
mely rogzitett X részhalmazira barmely 0-bol és 1-bdl allé apaias...a,
tetsz6legesen hosszi sorozathoz létezik olyan X € X tgy, hogy f¥(X) € X
akkor és csak akkor, ha a =1 (0 < k < n). (2.6.)

Mas szavakkal: a dinamikus rendszer (ami egyébként determinisztikus) olyan
véletlenszert jelenséget mutat, mint a pénzfeldobés ([9], 27. o.). Itt pl. a 0-k szim-
bolizdlhatjék a fejeket, 1-esek az irdsokat — tetsz6leges elére adott 0—1-sorozathoz
tudunk adni olyan kezdéallapotot, amelynek iteraltjai a megfelelé sorrendben es-
nek bele az X' halmazba vagy U \ X-be.
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Allités. Aza =2, b = 0 paraméterd linedris kongurenciasorozatl természetes foly-
tonos kiterjesztéseként adodd diszkrét dinamikus rendszer a (2.6.) értelemben

is kaotikus a [0,n) intervallumon. (2.7.)

(2.7.) igen konnyen bizonyithatd, mondhatni, a (2.6.) definicié legtermészetesebb

példaja. Vegyiik ugyanis a fentivel ekvivalens

§"(2) = 2z, ha 0 <z <1/2,
20 —1, hal/2<z <1
dinamikus rendszert, s az X = [1/2,1) intervallumot. Vildgos, hogy a

0,apaias . . . a, kettes szamrendszerbeli szam ¢ szerinti iteraltjai a 0, ajaqas . . . ay,,
0,asasay .. .ay,, 0,asa4as . ..a, stb. szamok lesznek, s ez éppen azt jelenti, hogy
" (0, apa1as . . . a,) € X pontosan akkor teljesiil, ha ay =1 (0 < k < n). B

Bonyolultabb igazolni az el6z0 szakaszban definialt 7" iteraciora vonatkozé allitast.
Allitas. T o (2.6.) értelemben is kaotikus a [0,1] intervallumon. (2.8.)

A definiciéban el6irt X halmaz szerepét most az [1/2,1] intervallum jatssza. A
bizonyitas abbdl all, hogy az elore adott agaias . . . a, sorozathoz megkonstrualunk
egy megfelel6 X kettes szamrendszerbeli szamot. Ha az agpaqas . ..a, sorozatot
tekintjik, akkor egy egész Z, intervallum rendelkezni fog azzal a tulajdonsaggal,
hogy barmely X € T, és k esetén TF(X) = X pontosan akkor all fenn, ha aj, = 1
(0 < k < n). Megmutatjuk, hogy Z, D Z,11 D 0, melybdl a kiviant X 1étezése

bizonyitott. Gondolatmenetiink a teljes indukcié mddszerén alapul.

Valéban; az els6 Z, intervallum X', ha ag = 1 ill. 4 \ X, ha ay = 0. Tételezziik
fel, hogy Z,, mar ismert, kovetelményeinknek megfelel, st n. iterdltja a teljes X
vagy U \ X halmaz; ebbdl akarjuk eléallitani Z,,i-et. Nyilvan ha 7,y C Z,
fenndll, akkor minden X € Z,,; szdm els6 n iterdltja X-be vagy U \ X-be esik
attdl fliggben, hogy az egyes aj szdmok mit irnak el (0 < k£ < n). Két esetet

kiillonboztetiink meg:
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1. Ha a, = 0, akkor az indukciés feltevés miatt 7™(Z,) = U \ X. Ebbdl
kovetkezben T"H(Z,) = U.

(a) Ha any1 = 0, akkor T""(Z,,;) C U\ X is fenn kell, hogy alljon;
ennél mi még tobbet szeretnénk: a tartalmazas helyett egyenldséget.
Vildgos, hogy a T""1(Z, 1) = [0,1/2) sszefiiggés igaz lesz, ha T, -et
Z,-bol ugy konstrualjuk meg, hogy azokat az Y € Z,-eket, melyekre
T YY) ¢ U\ X, I,-b6l egyszertien elhagyjuk. Z,,; # 0, mert Z,
elemei _felének” (n + 1). iterdltja X-be, a mésik ,feléé” pedig X'-en

kivil esik.

(b) Ha a,y1 = 1, akkor a T""Y(Z,, 1) = X egyenl8ség akkor és csak akkor
all fenn, ha 7,,; megkonstrudldsakor Z,-bdl elhagyjuk azokat az Y
elemeket, melyekre 7" (Y) ¢ X. Vildgos, hogy itt is Z,,,1 # 0.

2. Az a, = 1 esethez teljesen hasonléan jarunk el. Most T"(Z,,) = X, s ismét
T"(Z,) =U. Az (a) és (b) pontokban leirt konstrukeids 1épések sz6 szerint
atvihetok. ]

A fenti eljaras nem hatdrozza meg, hogy konkrét aga as . . . a, sorozathoz milyen X
bindris szamot véalasszunk. Megmutathatd, hogy az esetek nagy részében az X =
0, boby1bs . . . b, véalasztas megfelel6, ahol b, = 1 pontosan akkor, ha az agaias . . . ay

sorozatban paratlan sok 1-es szamjegy szerepel.

Lassunk néhdny példat! Ha az eldirasi sorozat 101101, akkor az X = 0,110110
szam tizes szamrendszerben az 54/64, 10/32, 10/16, 2/8, 1/2 pélyakezdetet ge-
neralja, amely valéban megfelel az el6irasnak. A 011100 sorozathoz az X =
0,010111 bindris szam tartozik, melynek pélyaja a 23/64, 23/32, 9/16, 1/8, 1/4
tizes szamrendszerbeli szamokkal indul, ez ismét csak megfelel6. Azonban az 10
el6irasi sorozathoz tartozé X = 0,11 kettes szdmrendszerbeli szam palydjanak
els6 két tagja 3/4, 1/2: az utébbi nem teljesiti az el6irdst. Az ilyen problémads
esetekben a fenti szabalyt kicsit mddositani kell: egy X-hez elég kozeli X' szam
mar teljesiteni fogja az el6irdsi szabalyt, itt példaul az X’ = 0,111 bindris szam

megfelel$ (a palya a 7/8, 1/4 szamokkal indul).
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2.4. dbra: Az eredeti és a ,behorpasztott” T'(x) fliggvény
2.5. A logisztikus gorbe

Egy igazan érdekes kaotikus jelenségre bukkanunk, ha 7' grafikonjanak cstcsat
egy kissé ,,behorpasztjuk”, torésmentessé: differencialhatévd téve az djonnan ke-

letkezett fiiggvényt (2.4. dbra).

A logisztikus gorbe nem ez, hanem az L(z) = A - z(1 — ) parabola, ez a két
fliggvény nagyon hasonlit egymashoz iterativ tulajdonsigokban is. L nyilvan

atmegy az origén és az (1;0) ponton, tovdbba az (1/2; A/4) ponton is.

L els6 vizsgalata Verhulst nevéhez flizodik, 6 vette észre 1845-ben, hogy bizonyos
allatpopulaciok éves valtozasat L-hez hasonlé kvadratikus iteracidk irjak le. A
g(x) = ax linedris iterdcié a g"(r) = a"x exponencidlis alakot olti, akdrcsak a
kamatoskamat-szamitasi képlet, ahol a a kamatlab, n pedig a befektetés éta eltelt
idGszakok (pl. évek) szama. Verhulst munkassiga el6tt a populdcidk névekedését
a kamatoskamathoz hasonlé médon szamitottak. A probléma ez utébbival az
volt, hogy véges életteriilet nem fogadhat be végtelen sok egyedet. Nyilvan egy
elegendden sokaig kamatozd pénzosszeg tetszélegesen naggya noéhet, bolygénkon
(vagy annak egy bizonyos részén) viszont csak véges sok él6lény szaméra van hely,
ha feltételezziik, hogy létezik minimélis egyedméret (ez konkrét faj esetén nyilvan

teljesiil).

1963-ban Lorenz felfedezte, hogy pontosan L(z) irja le egyes folyamatok bi-
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zonyos aspektusait, ha A > 2. Azéta a lézerfizikdban, hidrodinamikaban, a
kémiai reakciok mozgdstanaban végzett elméleti munka aldtamasztotta Verhulst

torvényének gyakorlati 1étjogosultsagat is ([14], 6. o.).

Fiiggvényiink egy igen részletes elemzése megtaldlhaté [9]-ben, itt csak utalunk az
ottani eredményekre. Nagy szerepet jatszanak L periodikus pontjai és az ezekhez

egyre kozelité nemperiodikus sorozatok.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az {ay}32, sorozat a py, pa, ..., pp hatdrciklushoz

kézelit, ha minden 1 < m < n pozitiv egészre ajnim — Pm, ha l — 0. (2.9.)

Definicié. Azt mondjuk, hogy az {ag}se, sorozat a pi, P2, ...\ Doy ---

hatdrpdlyahoz kézelit, ha | — oo esetén a; — py. (2.10.)
L iteraltjait fogjuk vizsgalni 0 < A < 4 esetén.

1. A0 < XA < 1 esetben egyetlen periodikus pont van: a 0 fixpont. A
palyaelemek sorozata ehhez a fixponthoz konvergdal. Ennek az az oka, hogy

az y = L(x) fiiggvény csak az origéban pontban metszi az y = x fiiggvényt.

2. Ha 1 < A < 3, akkor szintén egyetlen periodikus pont van: (A — 1)/, ez
fixpont. A 0-t és az 1-et tartalmazo palyaktol eltekintve minden pdlyasorozat
ehhez tart, amint n — oo. A konvergencidnak az a magyardzata, hogy az
y = L(x) és az y = x fiiggvény egyetlen pontban, 45°-nal kisebb szégben

metszik egymast, és a palyaelemek ehhez a metszésponthoz kozelitenek.

3. Ha A > 3, a konvergens viselkedés megsziinik. A két fliggvény 45°-ndl
nagyobb szogben metszi egymadst, igy (fixponthoz tart6) konvergenciarol
nem lehet sz6. Léteznek viszont n-periodikus pontok, melyeket a tobbi

pélya elemei (néhany palya itt is kivétel) fokozatosan megkdzelitenek:

(a) Ha 3 < A < 1+ /6, akkor két periodikus pont van, ezek szintén -
tol fiiggenek. A pdlyasorozatok az ezen két periodikus pontbdl allé

hatarciklushoz kozelitenek.

34



b) A1+ V6 ~ 3,449 < X < 3,544... esetben 4, a 3,544... <
A < 3,564... esetben 8, a 3,564... < A < 3,568... esetben
16 periodikus pont van, s ez igy megy ujabb és ujabb 2-hatvany
hosszi hatéarciklusokkal a végtelenségig, mig A el nem éri a biivos
3,569945672 . .. szamot.

A X = 3,569945672 ... paraméternél tulajdonképpen nincsen hatdrciklus: a
palyak allapotelemei teljesen véletlenszertien valtakoznak. Ez azért nem teljesen
igaz, mert a palyasorozatok egy id6 utdn hatdrozottan az [1/4,19/20] intervallu-
mon beliilre esnek, s 0,6 és 0,8 kozott pedig egydltaldn nincsenek elemek. Ugy
tlinik, a dinamikdt most nem egy véges ciklus, hanem a [0, 1] intervallum egy
végtelen sok pontbol 4ll6 részhalmaza iranyitja, melynek elemei valahol 0,25 és
0,6 illetve 0,8 és 0,95 kozott helyezkednek el.

A 3,569945672 ... és 4 kozotti értékekhez tartozé dinamikus rendszerek kozott
nagyon sokféle viselkedésli taldlhaté. Néhany? példdul, amelyekre \ ~ 3,839,
nagyrészt olyan palyakat tartalmaz, amelyek 3-periodikus hatarciklusokhoz
kozelitenek. A héattérben meghizdédé jelenség bonyolultsagardl a 2.5. dbra probal
képet adni, melynek vizszintes tengelyére A-t (A € [3,4]), a fiigg6leges tengelyre
pedig a hatdrpalydk z; pontjait (7 =1, 2, ..., n) mértiik fel.

Jol lathato a hatarciklusok kettéosztoddasa: ezt a jelenséget bifurkdcionak nevezik.

A bifurkaciés pontokra a tovabbiakban a A, Ao, ..., A,, ... szimb6lumokkal hi-
vatkozunk, igy pl. \y =3, \p =1 +/6, ..., nh_}rrolo An = 3,569945672 . ..

2.6. Az M(z) = x°+ u iteracié

Egy mdsik nemlinedris dinamikus rendszer az M (z) = 2 4 p iterdcio, ahol —2 <
p<1/4, =2 <z < 2. Ennél egyszeriibb kvadratikus iterdciénak csak az M'(x) =
x? vagy az M"(z) = c- 2? fiiggvényeket vdlaszthatnank; M’ igy is specialis esete
M-nek.

2A ,néhiny” még ebben az esetben is végtelen sok dinamikus rendszert jelent.
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2.5. dbra: L(x) bifurkacié-diagramja
(az 1/2-et tartalmazo hatarpélydk; a segédvonalak
egymastol 1/10 egységnyi tavolsagban vannak)
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M nagyon hasonléan viselkedik L-hez. Megfigyelhetjiik, hogy a —0,75 < p <
0,25, —1,25 < p < —0,75, —1,375 < p < —1,25, —1,394 < p < —1,375
és —1,399 < A < —1,394 esetekben rendre 1-, 2-, 4-, 8 és 16-periodikus
hatarciklusok irdnyitjak a dinamikat. A hatarciklusok hossza L-hez hasonléan
duplazodik, mignem p eléri a p,, = —1,4011... szamot, s az ekkor megjelend
dinamikus rendszer péalyéi tilnyomé részének® elemei egyre kozelebb és kozelebb
keriilnek a [—2,2] intervallum egy végtelen sok pontbdl 4ll6 részhalmazdhoz. A
részleteket a 2.6. dbra mutatja: a vizszintes tengelyre u-t (=2 < p < —0,75),
a fiiggdleges tengelyre pedig ismét a hatarpalydk z; periodikus pontjait (j =
1,2, ..., n) mértik fel.

A 2.5. és a 2.6. dbra kozotti hasonldsag igen szembetiing. Nemcsak a 3 < A < Ay

€s a oo < < —0,75 szakaszon, hanem ott is, ahol a palyak stiriivé valnak:

1. Hasonlé mértékben ,tagul” L és M hatarpalyainak halmaza, mignem a A\ =
4 és p = —2 esetekben mindketté a [0, 1] illetve [—2, 2] intervallumokon is

surivé valik.

2. Mindkét abran ,lyukak” fedezheték fel: bizonyos intervallumokon véges

hosszt hatarciklusok jelennek meg.

Bizonyithatéan Osszefliggés van a bifurkaciéos pontok tavolsdgai kozott. A
szomszédos bifurkaciés tavolsagaranyok egy univerzalis szamhoz, a § Feigenbaum-
dllanddhoz tartanak ([5]):

)\n - )\nf . n ~— Mn—
Tétel. lim L — lim Hn = Hn1

=0 = 4,66920160910. .. 2.11.
n—00 )\n+1 — )\n n=00 [y — [y ( )

2.7. A Mandel-)\- és a Mandelbrot-halmaz

Nagyon érdekes abrakat nyeriink, ha az L és M iteraciok komplex szamokat is

tartalmazo palyait vizsgaljuk.

3 Tilnyom6 rész”’: csak megszéamldlhatéan sok ellenpélda létezik, ami elenyészé barmely
intervallum Gsszes eleméhez képest (1d. az (1.3.) tétel bizonyitasat).
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2.6. dbra: M (x) bifurkdcié-diagramja
(a 0-t tartalmazo hatarpdlyak; a segédvonalak
egymastol 1/10 egységnyi tavolsagban vannak)

38



Vélasszunk egy A vagy p komplex paramétert, s tekintsiik a z; = 1/2 illetve
z; = 0 pontokon dtmené {z,} pdlyasorozatot. Ha ez a sorozat korldtos, akkor
azt mondjuk, hogy A illetve p eleme a Mandel-\- illetve a Mandelbrot-halmaznak,
attol fliggden, hogy L-et vagy M-et iteraltuk.

Az igy nyert két halmaz pontos meghatarozasa nehéz, gyakorlatilag lehetet-
len feladat. Ha szamitogéppel akarjuk dbrazolni, rendszerint azt vizsgaljuk,
hogy L illetve M iterdltjainak abszolutértékei tullépnek-e egy olyan R szadmot,
melyre az origd kozéppontu R sugard koron kiviil hatarozott valodi divergencia
van. Bebizonyithatd, hogy mindkét halmaz esetében az R = 2 szam megfeleld.
Szamitogépes dbrazolasnal a halmazok szerkezetérol jobb képet kapunk, ha azokat
a pontokat is feltiintetjiik, melyek nem elemei ugyan a halmazoknak, de , kozel”
vannak hozzdjuk: azt vizsgdljuk, hogy a {z,} pdlya hanyadik tagjatol esnek a
sorozat elemei a |z| = 2 koron kiviilre, s ettdl fiiggden az egyes A illetve p pon-
tokat kiilonféle szindrnyalatokkal jeloljiik. A 2.7. és 2.8. dbran a Mandel-\- és
a Mandelbrot-halmazt latjuk, amint azokat kiviilrol az an. ekvipotencidlis gorbék

altal kozrefogott savok kozelitik.

Mit mondhatunk az abrak alapjan? A X és u paramétereknek a komplex sikra vald
kiterjesztésével szemléletesen igaznak tiinik, hogy a két dinamika alapvetden ha-
sonld jellegti. A két geometriai forma nem ugyanolyan, de sok hasonlésdgot mutat:
mintha egyre kisebb és kisebb korok csatlakoznanak egymashoz, s ezek végtelen
rendszerét hajszalvékony szdlak kotnék dssze (2.9. dbra). Az is igen meglepd, hogy
a bifurkacios és kaotikus jelenségek nemcsak a valds tengelyen, hanem a komp-
lex sik kiilonboz6 részein is megfigyelhetok. Amig azonban a valds tengelyen a
nh_}rglo Ap €s nh_)rgo [n Un. Feigenbaum-pontokhoz egyre kozeledve periddus-kett6zédés
torténik, addig a komplex sikon ,trifurkaciokat”, ,tetrafurkacidékat” és altalaban
minden pozitiv egész n-re fellépd periddus n-szerezédéseket tapasztalunk. (A
2.7. és 2.8. abran feltiintetett szamok az adott régi6 — &altaldban egy korszeri

alakzat — jellemz6 hatarciklushosszat mutatjak.)

A sikon nagyon szemléletesen, szinte filmszertiien bemutathaté, hogyan n-

szerez6dik meg egy hatarciklus hossza. A 2.10. dbrdn a Mandelbrot-halmaz
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2.7. abra: A Mandel-\-halmaz
(az els6 30000 kiilsé ekvipotencidlis gorbe altal hatarolt savok szerinti kiilsé
kozelités: a halmaz a bels6 fekete részek Osszessége;
a A paramétert a —2 — 31 és az 5 + 31 dtellenes csucsd,
a két tengellyel parhuzamos oldali komplex téglalapbdl valasztottuk)
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2.8. abra: A Mandelbrot-halmaz
(az els6 30000 kiilsé ekvipotencidlis gorbe altal hatarolt savok szerinti kiilsé
kozelités: a halmaz a belsé fekete ,,almaemberke” s a hozza kapcsolodo részek
osszessége; a |1 paramétert a —2 — 1,344 és az 1 + 1, 341 atellenes csicsu, a két
tengellyel parhuzamos oldali komplex téglalapbdl valasztottuk)
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2.9. dbra: A Mandelbrot-halmaz egy jellemz6 részlete
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a) b) c)

2.10. abra: Trifurkacids jelenség a Mandelbrot-halmazban
(a z, sorozat késébbi elemeit sotétebb szinii, kisebb sugari kordk jelzik: ezek
kozéppontjai alkotjak magat a sorozatot)

harom z =~ —0,12754 + 0,64196¢ koriili, egyre ,fentebb” 1év6 pontjahoz tar-
tozo palyasorozatot figyelhetliink meg: ezen a teriileten haromszorozodik a

periédushossz (a fixpontbdl hdrom elemti hatarciklus lesz).

Még latvanyosabb pentafurkacio jatszédik le a z ~ —0,47183 + 0,49791¢ pont
kozelében (2.11. 4bra).

A halmaz szélén, a korszeri alakzatok hatdrain a szabalyos viselkedés néhol
szabalytalannd, kaotikussa valik: a {z,} sorozat tagjai dGnmagukon siri halma-

zokon vandorolnak (2.12. dbra).

2.8. A Mandelbrot-halmaz és a kaosz

A Mandelbrot-halmaz és a kvadratikus, kébos és egyéb polinomidlis (illetve ra-
ciondlis) dinamikak &ltal generalt, a komplex sik részhalmazat alkotd fraktdlok
kutatdsa az elmult 20 évben bontakozott ki Benoit Mandelbrot korszakalkoté [11]
konyvével és mas matematikusok munkassagaval. Hogy éppen a Mandelbrot-
halmaz valt a vizsgdlatok egyik kozponti targyava, annak az az oka, hogy a dina-
mika igen egyszeri, a halmaz szerkezete azonban elképzelhetetleniil komplikalt.
Példaképpen csak annyit emlitiink, hogy az in. molekuldk (melyek a korszerti
atomok egyméshoz kapcsolédd végtelen sokasiga) végtelen Gsszessége a ,nagy”

almaemberkéhez kvazi-hasonlé mértani formékat alkotnak: ez a majdnem onha-
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c) d)

2.11. dbra: Pentafurkacié a Mandelbrot-halmazban
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2.12. dbra: Kaotikus viselkedés a Mandelbrot-halmazban
az~ —0,50938 +0,51043: és a z =~ —0,51564 + 0, 522967 pontok kozelében
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sonlosdg a fraktalok egy jellemz6 vonasa.
A tovabbiakban a Mandelbrot-halmazt a rovidség kedvéért M-mel jeloljiik.

Elemi analitikus eszkozokkel konnyen igazolhatd, hogy M korlatos. Douady és
Hubbard 1982-ben megmutattak, hogy M egyszeresen 0sszefliggd, vagyis nem tar-
talmaz lyukakat ([4]). Ehhez azt kell belatni, hogy az ekvipotencidlis gérbék egy-
szert zdart gorbék. Shishikura 1991-ben bebizonyitotta, hogy M hatdarhalmazanak
Hausdorff-dimenzidja 2, mig topologikus dimenzidja 1 ([16]). Ez azért fontos
eredmény, mert 6nhasonl6 formék egy igen széles korére igaz, hogy azok Hausdorff-
dimenzidja nagyobb, mint topologikus dimenzidjuk: ezzel matematikai értelemben
is igazolast nyert, hogy szoros kapcsolat van a komplex dinamikai rendszereket

leiré divergencia-grafikonok és egészen mas tipusu fraktdlok kozott.

Toébben M teriiletét probéljak kiszamitani komplex fliggvénytani és numerikus
modszerekkel. Egyelére nem lehet sokkal tobbet tudni anndal, hogy a teriilet
1,506302 és 1,5613027 kozott van ([19]): arrdl sincs fogalmunk, hogy ez a szdm

racionalis vagy sem.

Szamos mas kérdés is tisztdzatlan M tulajdonsdgaival kapcsolatban. Hogy
mennyire nem vilagos, mi is torténik konkrét p paraméterek valasztasakor, azt
jol mutatja J. C. Sprott amerikai fizikus az Interneten hozzaférhet6 [17] cikke,
melybdl dolgozatunk végén részleteket kozliink. Sprott irdsdban a sci.fractals
levelezélista 6t hozzaszélasa olvashatd, ebbdl kettdt idéziink. (A korabban nem
definidlt fogalmakat délt betiivel kiemeltiik; a pontos definiciok megtalalhatok
pl. [19]-ben.)

»A Mandelbrot-halmaz és a kaosz
(J. C. Sprott, 1997. juilius 3.)

Erdekes kérdés, hogy mely z;-ekre kapunk kaotikus palyat. Egy BASIC nyelvii
programmal numerikusan probaltam valaszt keresni erre. A program n = 16000-ig

vizsgalddik: periodikdkat keres, s ha egy palya korlatos marad, de nem periodikus
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L 3

2.13. dbra: Sprott szamitogépes programjanak futdsi eredménye

n = 16000-ig, akkor azt kaotikusnak tekinti. A 2.13. dbran lathaté a grafikus

eredmény.

A képen a fehér pontok azokat a zi-eket jelolik, amelyekhez tartozé pédlya nem
korlatos. A fekete reprezentalja a kaotikus, a sotétkék a fix pontokat. A fennma-

radé szinek modulo 13 mutatjik a periédusok hosszat.

Kaotikus viselkedést a halmaz hatdran tapasztalunk, illetve a valés tengelyen
balfelé. Az x-tengely mentén a dinamikat az x, = 22 | + a leképezés irdnyitja,
melyrdl ismert, hogy kaotikus, ha —2 < a < —1,4011, legalabbis az a paraméterek
tobbségénél. Az z-tengelyen kiviili latszdlag kaotikus palyak a 16000-es korldt

emelésével egyre eltiinnek, szamuk mintha 0-hoz tartana.
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Ha csak M hatéran lehetnek kaotikus palydk (s ez tiinik igaznak), akkor fellépésiik
valdészintisége legfeljebb annyi, mint amekkora valdszintiséggel egy pont a halmaz
hatardra esik. Még nem bizonyitott, hogy M hatardanak nem zérus teriilete van.
Hasonléan az sincs bizonyitva, hogy ha egy pont a komplex szamsik egy véges
tartomanydaba esik, akkor nem zérd valdszintiséggel a hozza tartozo palya kaotikus

lesz. Ugy tlnik, hogy ez a valdszintiség rettentéen kicsi, sot, vélhetden 0.

Az z-tengelyen kiviili fekete pontok valdszintileg csak a tranziens kdosz jelenségére
példédk. Ezek végil is vagy a végtelenbe tartanak, vagy periodikus ciklusban
nyugszanak meg, bar némely esetben ezeket a pdlydkat tobb, mint 10 iterdcidig
kovetve sem taldltam periodicitast, de valédi divergenciat sem. Ezek koziil az ape-
riodikus pontok kéziil néhdnyrél kimutathaté, hogy Ljapunov-ezponensik* ponto-
san 0. Az ezekhez a pontokhoz tartozé palyak aperiodikusak, fraktalisak; azok a
palydk, melyek kezdeti feltételei egymashoz kozel vannak, ingadozéan kiiloniilnek
el egymastol; de ez az elkiiloniilés nem no6, sem exponencidlisan, sem masképp.
Ugy tlinik, ezekre a pontokra nem érvényes a kezdeti feltételektol vald érzékeny
fiiggés, pedig ez a tulajdonsag rendszerint a kdosz meghatarozo jellemzéje. Ezzel
ellentétben a valds tengelyen 1évo pontok palydia —2 < a < —1,4011 paraméterek

tobbségében teljesen kaotikusak.

fgy M barmennyire is bonyolult, szemmel lathatdlag elhanyagolhatdéan kevés

valodi kaotikus palyat tartalmasz.

Bob Beland megjegyzése (1997. jinius 6.):
A komplex sik pontjai kiillonb6z6 tipusokba sorolhatok:

e A halmazon kiviil, a kozelben semmi: a palya a végtelenbe tart.

e A halmazon belil, nem a hataron: a pdlya egy vonzd ponthoz konvergal

vagy ciklizél (azaz egy hatérciklushoz kozelit).

4A Ljapunov-exponens azt fejezi ki, hogy a kozeli pontokat az iteracié atlagosan milyen
exponencialis rendben tavolitja egymdstol. Ha pozitiv, akkor a leképezés érzékenyen fiigg a
kezdeti adatoktdl ([9], 32. o.).
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A halmaz szélén, egy szal végén vagy szal-eldgazasndl: a pdlya egy véges

taszito ciklushoz kozelit.

A halmaz szélén, mas szal-pontokban, melyekhez irraciondlis kiilsé szég tar-

tozik: kaotikus pdlya.

A halmaz szélén, egy kardioid csicsdn vagy rigy-kapcesolédési pontban (egy

vagy t6bb raciondlis kiils6 sz6g): a pélya egy gyengén vonzd ciklushoz vagy

ponthoz kozelit.

e A halmaz egy komponensének szélén, nem csicson, taldn riigyek egy
valtakoz6 sorozatdnak hatdranal, irracionalis kiilsé szognél: a palya kao-

tikus (a Julia-halmaznak Siegel-lemezei vannak).

Jay R. Hill megjegyzése (1997. junius 26.):

Vannak olyan kiilonleges pontok, melyek egy-egy komponens hataran fekszenek,
racionalis szog tartozik hozzajuk: ezek konvergdlnak. Vannak tovabbd irraciondlis
szogi pontok a halmaz hataran, melyekhez kaotikus palya tartozik. De éppen azok
vannak a halmaz szélén, amelyek Ljapunov-exponense 0-val egyenld. 1994. februar
16-an ezekrdl a kaotikus pontokrdl kiildtem egy listat, négy ezek koziil: 0,33 +
0,062, 0,36 + 0,16¢, 0,24 + 0,64¢, —0,47 4+ 0,547. Ami pedig a tranziens kaoszt
illeti, nos, én tobb mint 107 iterdcién keresztiil kovettem a palydkat. Még mindig
mennek, 6rokkon-orokké kaotikus dtjaikon. Az utak maguk is fraktalok, a generalt

kép pedig elég mokas.”
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