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Bevezet}o
Dinamikus rendszerek s az azokban fell�ep}o kaotikus jelens�egek vizsg�alata mint-egy sz�az �eve k�oti le sok matematikus, �zikus �es sz�am��t�astud�os �gyelm�et. Amai sz�am��t�og�epek seg��ts�eg�evel m�asodpercenk�ent m�ar milli�ardos nagys�agrend}uelemi sz�am��t�as is elv�egezhet}o, s ez a h�etk�oznapi ember sz�am�ara is k�ozel hoztaa kutat�asok eredm�enyeit: az egyik legn�epszer}ubb oper�aci�os rendszer "k�eperny}o-pihentet}o" programj�aban a k�epzeletbeli labirintus falait frakt�alok bor��tj�ak.A frakt�alokat, s az }oket gener�al�o dinamikus rendszerek sok tulajdons�ag�at misz-tikus hom�aly fedi. Pofonegyszer}u k�epletek | �erthetelen�ul komplex geometriaiform�ak, var�azslatos mint�ak. Tal�an ez a felfoghatatlan ellent�et az oka annak, hogya k�aoszkutat�as ma nagyon n�epszer}u. Az elm�ult n�eh�any �evben "csin�ald magad"frakt�alk�esz��t}o programok sz�azai jelentek meg az Interneten, melyek alapj�an ak�aregy �altal�anos iskol�as is bepillant�ast nyerhet a legalapvet}obb �osszef�ugg�esekbe.Jelen dolgozat c�elja v�eletlenszer}u sorozatok �es dinamikus rendszerek fogalm�anakseg��ts�eg�evel egy speci�alis matematika tagozatos k�oz�episkol�as sz�am�ara �erthet}om�odon bemutatni a k�aosz n�eh�any f}o von�as�at. A t�argyalt t�em�ak bemutat�a-sakor felt�etelezz�uk az elemi sz�amelm�eleti, anal��zisbeli �es val�osz��n}us�egsz�am��t�asi�osszef�ugg�esek ismeret�et.Ez�uton szeretn�em kifejezni k�osz�onetemet t�emavezet}omnek, dr. Krisztin Tibornak,hogy tan�acsaival nagy seg��ts�eget ny�ujtott e szakdolgozat meg��r�as�ahoz. K�osz�onetilleti N�emeth Zolt�an, dr. Csirik J�anos, dr. Kr�amli Andr�as, Kosztol�anyi J�ozsef�es dr. Pint�er Lajos lelkiismeretes oktat�oi munk�aj�at, mely nagyban hozz�aj�arulta t�argy �es a kapcsol�od�o t�emak�or�ok megismer�es�ehez, megkedvel�es�ehez. Megraga-2



dom az alkalmat, hogy k�osz�onetet mondjak D�alyay Zsuzsann�anak �es dr. DombiJ�ozsefnek, akik bevezettek a k�aoszelm�elet alapjaiba; tov�abb�a annak a sz�amosprogramoz�onak, akiknek a szoftvereit munk�am sor�an szabadon felhaszn�alhattam:��gy a Linux oper�aci�os rendszert, a LYX �es a LATEX sz�ovegszed}o programokat, a Fract-int �es XaoS frakt�alk�esz��t}oket, az xv , ghostscript, x�g , DJGPP/Allegro �es MuPADszoftvereket.
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1. r�eszV�eletlenszer}u sorozatok
1.1. Racion�alis, irracion�alis sz�amokA gimn�aziumi matematika tananyag egyik legels}o t�enye az al�abbiT�etel. Minden sz�am akkor �es csak akkor ��rhat�o fel periodikus tizedest�ort alakban,ha racion�alis. (1.1.)Sz�amunkra az�ert �erdekes ez az igen egyszer}u �all��t�as, mert ennek k�ovetkezt�eben aracion�alis sz�amok jegyeinek sorozata nem lehet v�eletlenszer}u, hanem ism�etl}odik.A matematika els}o m}uvel}oi, az egyiptomi ��rnokok, babil�oniai sz�amol�otud�o-sok, k��nai matematikusok sz�am�ara a mennyis�eg, a sz�am fogalma eg�eszenm�as volt, mint manaps�ag. A hossz�us�agnak mint m�ertani fogalomnak, s egysz�amjegyekkel k�odolhat�o mennyis�egnek az �osszekapcsol�as�ahoz hossz�u �ut veze-tett el. A mezopot�amiai matematika ismerte a ma Newton-f�ele algoritmusk�entismert n�egyzetgy�okvon�o m�odszert, s ��gy b�armely sz�am gy�ok�et tetsz}oleges pon-toss�aggal meg tudt�ak hat�arozni. S}ot, a pitagoreusok arra is r�aj�ottek, hogy bizo-nyos mennyis�egek n�egyzetgy�okek�ent ad�od�o mennyis�egek az eredeti mennyis�eggelnem �osszem�erhet}oek. Tudt�ak, hogy minden n�egyzet oldal�anak �es �atl�oj�anak ahossza �osszem�erhetetlen egym�assal, vagyis nincsen olyan kicsiny hossz�us�ag, amely-nek eg�esz sz�am�u t�obbsz�or�osek�ent egyszerre el}o�allna az oldal is, az �atl�o is. Ma eztalgebrai megfogalmaz�asban �ugy mondan�ank, hogy a p2 sz�am nem racion�alis.4



Hossz�u ideig tartott, am��g a sz�amfogalom a mai form�aj�ahoz jutott el. At��zes sz�amrendszerben val�o sz�amol�as persze nem �uj: n�eh�any kiv�etellel min-den �okori kult�ura ��gy sz�amolt. M�egis, a ma h�etk�oznapi embere sz�am�aranem mag�at�ol �ertet}od}o, hogy a tizedest�ortk�ent �es a k�oz�ons�eges t�ortk�ent ismertsz�amok "nagyj�ab�ol" ugyanazt a halmazt alkotj�ak. Teljes egyez�esr}ol az�ert nembesz�elhet�unk, mert b�ar minden k�oz�ons�eges t�ort v�eges vagy v�egtelen szakaszostizedest�ort alakban ��rhat�o, nem minden tizedest�ort k�oz�ons�eges t�ort, vagy m�assz�oval: racion�alis sz�am.A tizedest�ortek periodicit�asa a v�egtelen megk�ozel��t�ese szempontj�ab�ol �erdekes. Ad-dig nincs nagy probl�ema, am��g a 110=7 l�atsz�olag v�egtelen tizedest�ort alakj�at�at nem alak��tjuk a sz�amunkra v�eges, s ez�ert kezelhet}o 15; _71428_5 form�ara. Demit mondjunk a p2-r}ol? Szab�alytalan, �es ez�ert titokzatos. M�egis, a fentit�etel �ertelm�eben annyit mindenk�eppen meg�erthet�unk, hogy nincs periodicit�assz�amjegyeinek sorozat�aban, mert irracionalit�as�at biztos��tja a k�ovetkez}oT�etel. pn akkor �es csak akkor racion�alis, ha n n�egyzetsz�am. (1.2.)*Bebizony��tjuk az (1.1.) t�etelt. A bizony��t�as k�et r�eszb}ol �all. Az elegend}os�eg iga-zol�as�ahoz el}osz�or feltessz�uk, hogy a sz�oban forg�o a sz�am racion�alis, teh�at el}o�allk=l alakban (k �es l eg�esz sz�amok). Ha az oszt�as szok�asos, ��r�asban, pap��ront�ort�en}o m�odj�ara gondolunk, a tizedest�ort alakj�anak sz�amjegyeit �ugy nyerj�uk,hogy k-t l-lel marad�ekosan osztjuk, a h�anyadost le��rjuk, majd a marad�ekot egy 0sz�amjeggyel kieg�esz��tve �ujra �es �ujra marad�ekos oszt�asokat v�egz�unk. A marad�ekoka 0; 1; 2; : : : ; l � 1 sz�amok lehetnek. Minden egyes megjelen}o marad�ekhoz egykonkr�et h�anyados s egy konkr�et "k�ovetkez}o" marad�ek tartozik, mellyel a k�ovet-kez}o marad�ekos oszt�ast v�egezz�uk. Mivel a marad�ekok sz�ama v�eges, el}obb-ut�obbegy m�ar kor�abban fell�epett marad�ekhoz jutunk; ez biztos��tja a h�anyadosok, vagyisa sz�amjegyek ism�etl}od�es�et is.A sz�uks�egess�eg bizony��t�asa nehezebb, nem is szerepel az els}o oszt�alyos tank�onyv-ben ([7]). T�etelezz�uk fel, hogy az a sz�am5



a = b1b2 : : : br; br+1br+2 : : : bsc1c2 : : : ctc1c2 : : : ct : : :alakba ��rhat�o, ahol a b bet}uk a m�eg nem ism�etl}od}o, a c-k pedig a periodikussz�amjegyeket jelentik. Toljuk most el a tizedesvessz}ot t sz�amjeggyel jobbra, s akapott sz�amot jel�olj�uk a0-vel! L�athat�oan mind a, mind a0 sz�amjegyei az (s+t+1):sorsz�amt�ol kezdve megegyeznek, innent}ol kezdve pedig mindk�et sz�amot c bet}usblokkok alkotj�ak. Ha kivonjuk a0-b}ol a-t, az eredm�eny�ul kapott sz�am csupa 0-rav�egz}odik, amit �ugy is felfoghatunk, hogy ez a v�egtelen sok z�ar�o 0 nem is szerepela sz�amban, azaz a0 � a v�eges tizedest�ort. Tudjuk, hogy minden v�eges tizedest�ortegyben k�oz�ons�eges t�ort is, mivel fel��rhat�om=10n alakban. Mivel a0 fenti el}o�all��t�asavoltak�eppen a-nak a 10t-szerez�es�et jelentette, a k�ovetkez}o �osszef�ugg�est nyerj�uk:m=10n = a0 � a = (10t � a) � a = a � (10t � 1), amib}ol az a = m10n � (10t � 1)eredm�eny ad�odik. Teh�at a racion�alis.1Igazoljuk (1.2.)-t. Nyilv�an pn racion�alis, ha n n�egyzetsz�am. Ford��tva, tegy�uk fel,hogy n nem n�egyzetsz�am, ad absurdum pn m�egis racion�alis, mondjuk p=q alak�u.Ebb}ol az n = p2=q2 egyenl}os�eghez, majd az n � q2 = p2 �osszef�ugg�eshez jutunk.Mivel n nem n�egyzetsz�am, fel��rhat�o k2 � l alakban, ahol l k�ul�onb�oz}o pr��msz�amokszorzata (itt k n-nek a lehet}o legnagyobb n�egyzetsz�am oszt�oja). Most l �k2q2 = p2,a bal oldal pr��mfelbont�as�aban az l-ben szerepl}o pr��mek p�aratlan kitev}on szerepel-nek, m��g a jobb oldal pr��mfelbont�as�aban minden pr��m kitev}oje sz�uks�egk�eppenp�aros. A sz�amelm�elet alapt�etele szerint minden sz�am sorrendt}ol eltekintve csakegyf�elek�eppen bonthat�o fel pr��mhatv�anyok szorzat�ara, vagyis a fenti egyenl}os�egnem �allhat fent. Ez az ellentmond�as biztos��tja, hogy pn irracion�alis, ha n nemn�egyzetsz�am.1Az egyetlen probl�ema ezzel a bizony��t�assal, hogy term�eszetesnek vessz�uk v�egtelen hossz�usz�amjegysorozatok egym�asb�ol val�o kivon�as�anak lehet}os�eg�et. A fenti gondolatmenet elemi ana-litikus m�odszerekkel teljess�e tehet}o. Tov�abbi r�eszletek olvashat�ok [15]-ben (35. o.).
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1.2. V�eletlen sorozatok�Onmag�aban az, hogy egy sz�am irracion�alis, nem vonja maga ut�an sz�amjegyeinekv�eletlenszer}us�eg�et. A 0; 101001000100001000001 : : : p�eld�aul nyilv�an nem lehetracion�alis, mert jegysorozata nem periodikus, de a sz�amjegyek egy�altal�an nemv�eletlenszer}uek, s}ot, k�onnyen megfogalmazhat�o szab�alyoss�agot mutatnak.Az irracion�alisok k�oz�ott eg�eszen biztosan vannak v�eletlenszer}u sz�amjegysorozattalrendelkez}ok. Egy pap��rlapra ��rjunk le egy 0-st, s mell�e egy vessz}ot. Vegy�unk egyszab�alyos dob�okock�at, dobjunk vele n�eh�anyszor, a kapott sz�amokat��rjuk le sorbana vessz}o ut�an, kiv�eve, ha 6-ost dobunk: ekkor 0-t ��rjunk a pap��rra. V�egtelen sokdob�as ut�an a l�etrej�ott 6-os sz�amrendszerbeli sz�am biztosan irracion�alis lesz, mertteljesen kiz�art, hogy periodicit�as mutatkozz�ek a sz�amjegysorozatban.Teljesen kiz�art? Val�oj�aban nem. Annak a val�osz��n}us�ege, hogy a fent kapott{ sz�amunkra nyilv�anval�oan v�eletlenszer}u { sorozatot egy �ujabb dob�assorozattalpontosan ugyan�ugy megkapjuk, 0. Az els}o dob�askor ugyanis 1=6 val�osz��n}us�eggelfogunk a fenti sorozat els}o dob�as�aval azonos eredm�enyt kapni, s a val�osz��n}us�egminden egyes �ujabb dob�as eset�en ugyan�ugy 1=6 lesz. Az n: dob�asn�al1=6n val�osz��n}us�eggel egyezik meg a k�et dob�assorozat, de mivel v�egtelen sokdob�ast kell elv�egezn�unk, a val�osz��n}us�eg limn!1 1=6n, azaz 0. | Vil�agos, hogyugyanekkora val�osz��n}us�eget kapunk szab�alyos sorozatok eset�en is: b�armelya1; a2; a3; : : : ; an; an+1; : : : sorozat kidob�as�anak val�osz��n}us�ege 0. Elk�epzelhet}oteh�at, hogy valami furcsa v�eletlen folyt�an egy t�ok�eletesen szab�alyos kock�atfeldobva mindig 6-ost dobunk. Ugyanolyan val�osz��n}u, mint b�armely m�asdob�assorozat: teljesen val�osz��n}utlen.Tekints�uk egy�utt az �osszes lehets�eges dob�assorozatot! K�esz��ts�uk el mindendob�assorozathoz a fent le��rt hozz�a tartoz�o 6-os sz�amrendszerbeli sz�amot. Vil�agos,hogy 0 �es 1 k�oz�otti sz�amokat kapunk: a 0-nak a csupa 6-os, az 1-nek a csupa 5-�ossorozat felel meg, hiszen 6-os sz�amrendszerben 0 = 0; _0 �es 1 = 0; _5. Nyilv�anval�oanminden 0 �es 1 k�oz�otti sz�amot megkapunk ��gy, s}ot n�emelyeket t�obbsz�or is: az 1=2-et p�eld�aul 0; 3_0 �es 0; 2_5 alakban is. Ez az ut�obbi t�eny sajnos megakad�alyoz minket7



abban, hogy a dob�assorozatoknak k�olcs�on�osen egy�ertelm}u m�odon megfeleltess�uka [0; 1] intervallumot.Mi�ert volna hasznos a kockadob�asokat egyetlen val�os sz�ammal helyettes��teni? Aval�os sz�amok s}ur}us�egi viszonyait j�ol ismerj�uk: a racion�alis sz�amok eleny�esz}o ki-sebbs�egben vannak az irracion�alisokhoz k�epest:T�etel. Annak a val�osz��n}us�ege, hogy a [0; 1] intervallumon egy v�eletlenszer}uenv�alasztott pont racion�alis, 0. (1.3.)Ellenben 1 val�osz��n}us�eggel irracion�alis. Vajon mondhatjuk-e azt, hogy 1val�osz��n}us�eggel olyan sz�amot v�alasztunk, amelyhez a k�oznapi �ertelembenv�eletlenszer}u kockadob�as-sorozat tartozik?Ahhoz, hogy a k�erd�esre valamif�ele v�alaszt adjunk, meg kell mondanunk, milyentulajdons�ag�u sorozatokat tekint�unk matematikai �ertelemben v�eletlenszer}unek.*Bebizony��tjuk az (1.3.) �all��t�ast. Egy dimenzi�os geometriai val�osz��n}us�eget fogunksz�amolni: �osszehasonl��tjuk a Q \ [0; 1] halmaz �es a [0; 1] intervallum hossz�at. Azut�obbi�e nyilv�anval�oan 1.Soroljuk fel nagys�ag szerint az �osszes 0 �es 1 k�oz�otti racion�alis sz�amot a k�ovetkez}om�odon: el}osz�or az 1 nevez}oj}ueket, majd a m�eg fel nem sorolt 2 nevez}oj}ueket, majda m�eg fel nem sorolt 3 nevez}oj}ueket, s ��gy tov�abb:0; 1; 12 ; 13 ; 23 ; 14 ; 34 ; 15 ; 25 ; 35 ; 45 ; 16 ; 56 ; 17 ; 27 ; : : :Vil�agos, hogy egyetlen racion�alis sz�amot sem fogunk kihagyni.De�ni�aljuk a k�ovetkez}o, egy adott " hossz�us�agt�ol f�ugg}o L" halmazt: Vegy�unkfel olyan intervallumokat, melyek belsej�eben valahol rendre a fenti sorozat 1., 2.,3. stb. eleme �all, az intervallumok hossza pedig legyen 1 �", 1=2 �", 1=22 �", 1=23 �",: : :, 1=2n � ", : : : 8



Az egyes intervallumok k�oz�ott minden bizonnyal lesznek �atfed�esek, ez�ert kijelent-hetj�uk, hogy az L" halmazra jellemz}o "�osszhossz�us�ag" legfeljebb 1�"+1=2�"+1=22 �"+: : :+1=2n�"+: : : Tudjuk azonban, hogy 1+1=2+1=22+1=23+: : :+1=2n+: : : = 2,emiatt L" �osszhossza legfelejebb 2 � ". Csakhogy tetsz}oleges " hossz�us�ag mellettQ\ [0; 1] � L"! �Igy { mivel " ak�armilyen kicsiny hossz�us�agnak is v�alaszthat�o { a 0�es 1 k�oz�otti racion�alis sz�amokra jellemz}o m�ert�ek csak 0 lehet, mert ez az egyetlenolyan hossz�us�ag, ami 2 � "-t nem haladja meg, ak�armekkora is az " hossz�us�ag.A fentiek szerint a keresett val�osz��n}us�eg a 0=1 hossz�us�agi h�anyados alapj�an 0.1.3. Statisztikus m�odszerek a v�eletlenszer}us�egtesztel�es�ereA p2 sz�amjegyei els}o r�an�ez�esre nem sok szab�alyszer}us�eget mutatnak. A � els}o 32jegy�et vizsg�alva azonban meglep}o �osszef�ugg�eseket �gyelhet�unk meg!� = 3; 14159 2653589 79 32 38 46 26 43 38 32 79 50 : : :Az els}o ism�etl}od}o k�etjegy}u sz�am a 26, melynek m�asodik el}ofordul�asa egy �erdekesism�etl}od�esi minta k�ozep�en tal�alhat�o. V�eletlen volna ez a szab�alyszer}us�eg? A� sz�amjegyeit sok tov�abbi tizedesre megvizsg�alt�ak ([8], 51. o.), hasonl�oan misz-tikus tulajdons�agokat gy}ujtve �ossze r�ola. Hogy kiz�arjuk a szubjekt��v emberit�enyez}ot, mechanikus m�odszereket kell alkalmaznunk a v�eletlenszer}us�eg objekt��vmeg�allap��t�as�ara.Az elemz�esre igen sok m�odszer k��n�alkozik. Egyik sem lehet t�ok�eletes. Tulaj-donk�eppen a p2 �es a � jegyeinek sorozata nem v�eletlenszer}u, mert konkr�etsz�amol�asi szab�aly seg��ts�eg�evel el}o�all��thatjuk }oket2. M�egis �ugy �erezz�uk, egyv�eletlenszer}us�eget vizsg�al�o algoritmus helyesnek kellene, hogy tartsa mindk�et2Az a1 = 1, an+1 = an + 2an2 hat�ar�ert�eke p2, a b1 = 4, bn+1 = bn + (�4)n2n+1 sorozat pedig�-hez tart, b�ar az ut�obbi konvergencia nagyon lass�u. Az an sorozat a Bevezet}oben eml��tett9



sorozatunkat. M�asr�eszt ha a "szab�alytalans�agot" ellen}orizni pr�ob�aljuk egyA1; A2; : : : ; An algoritmus-sorozattal, bizony�ara konstru�alhat�o olyan sorozat,amely sz�and�ekosan az�ert k�esz�ult, hogy ezen a konkr�et n pr�ob�an sikerrel helyt�alljon,de ak�ar r�an�ez�esre is nyilv�anval�oan nem v�eletlenszer}u.D. E. Knuth [8]-ban statisztikai pr�ob�ak eg�esz sor�at �all��tja fel. Ezek k�oz�ul kett}otmi is r�eszletesebben megvizsg�alunk.1.3.1. A �2-pr�obaT�etelezz�uk fel, hogy k�et egyforintost sz�azszor feldobva 21-szer kaptunk k�et fejet,23-szor k�et ��r�ast, a marad�ek 56 esetben pedig egy fejet �es egy ��r�ast. Tudjuk,hogy a p�enzfeldob�as h�arom lehets�eges kimenetel�enek val�osz��n}us�egei 1=4, 1=4 �es1=2, teh�at azt v�arn�ank, hogy 25{25 illetve 50 alkalommal jelentkezzen a k�et fej�es k�et ��r�as, illetve az egy fej �es egy ��r�as. Mit mondhatunk a m�er�esek alapj�an azegyforintos �erm�ekr}ol: szab�alyosak vagy cinkeltek?Biztos v�alaszt persze nem tudunk mondani. Lehets�eges, hogy a p�enzfeldob�astfolytatva, az els}o ezer �osszes dob�asb�ol 254 db dupla fej, 250 db dupla ��r�as �es 496db vegyes dob�asunk lesz. Ez megn�oveli az egyforintosokba vetett bizalmunkat,hiszen a kapott gyakoris�agok nagyon megk�ozel��tik a 250{250-es illetve 500-as v�artgyakoris�agot.Igen �am, de nem lehets�eges, hogy "t�ul szab�alyosak" a p�enz�erm�ek? Gyanakodnikezden�enk, ha felv�altva kapn�ank "fej{fej", "fej{��r�as", "��r�as{fej", "��r�as{��r�as" ki-meneteleket. Ebben az esetben t�ok�eletesen a v�art gyakoris�agokhoz jutunk. Haa p�enz�erme 50{50%-kal esik az egyik illetve a m�asik fel�ere, akkor a m�ert gya-koris�agnak minden bizonnyal valamif�ele norm�alis m�ert�ekkel el kell t�ernie a v�artgyakoris�agt�ol.Biztos v�alasz igaz�ab�ol soha nincs. A p�enz�erm�ek szab�alyoss�ag�anak sz�uks�eges (denem elegend}o) felt�etele, hogy n feldob�asb�ol a kff(n), kii(n) �es kfi;if(n) kimeneteliNewton-algoritmus, a bn el}o�all��t�ast pedig az arctgx = x � x33 + x55 � : : : �un. Taylor-sorfejt�esb}olnyert�uk (l. [10], 421{424. o.). 10



statisztik�akra a kff(n)=n ! 1=4, kii(n)=n ! 1=4 �es kfi;if(n)=n ! 1=2 konver-genci�ak teljes�uljenek, ha n!1. M�arpedig v�eges sok m�er�es alapj�an a kimenetelistatisztik�ak sorozatainak hat�ar�ert�ekeir}ol (ha azok egy�altal�an l�eteznek) semmit semmondhatunk, v�egtelen sok m�er�est elv�egezni pedig nem tudunk.A �2-pr�oba abban seg��t benn�unket, hogy j�o biztons�aggal d�onts�unk az egyforintosszab�alyoss�ag�ar�ol.�Altal�anoss�agban ezt a statisztikai pr�ob�at olyan kimenetelsorozatok tesztel�es�erehaszn�alj�ak, ahol a kimenetelek a 0; 1; 2; : : : ; K � 1 sz�amok, az ezekhez tartoz�ov�art val�osz��n}us�egek pedig a p0; p1; p2; : : : ; pK�1 �ert�ekek. Ha a tesztsorozat nelem}u, s a kapott gyakoris�agok k0; k1; : : : ; kK�1, akkor el}osz�or kisz�am��tjuk aV = K�1Xi=0 (ki � n � pi)2n � pi�osszeget. Ezut�an a kapott V �ert�ek alapj�an ha n elegend}oen nagy volt, az �un. �2-t�abl�azat seg��ts�eg�evel d�onteni tudunk a kimenetelsorozat �es az �un. a priori fel-tev�es illeszked�es�et illet}oen. A �2-t�abl�azat azt adja meg, hogy az a priori fel-tev�esnek megfelel}o �osszes lehets�eges k00; k01; : : : ; k0K�1 kimenetelsorozat k�oz�ul h�anysz�azal�ekban kaphatn�ank a kapott V �ert�ekn�el kisebb V 0 �osszeget. Vil�agos, hogyez a sz�azal�ekpontsz�am min�el k�ozelebb van az 50%-hoz, ann�al biztosabb, hogy azilleszked�esi k�erd�esre igennel kell v�alaszolnunk. A gyakorlatban ford��tva, konkr�etsz�azal�ekpontsz�amokhoz adnak meg jellemz}o V �ert�ekeket az al�abbi k�eplettel:V = (K � 1) +q2(K � 1)xp + 23x2p � 23 ;ahol xp a k�erd�eses p sz�azal�ekpontsz�amb�ol hat�arozhat�o meg a k�ovetkez}o t�abl�azatalapj�an: p 1% 5% 25% 50% 75% 95% 99%xp �2; 33 �1; 64 �0; 675 0 0; 675 1; 64 2; 3311



A fenti sz�am��t�asokat v�egezz�uk el n = 20000 hossz�u mint�an mind a p2, mind a� sz�azadosjegyein! (Kettes�evel osztjuk fel az egym�as ut�ani tizedesjegyeket, ��gynyerj�uk a 100-as sz�amrendszerbeli fel��r�ast.) Teh�at K = 100, a pi val�osz��n}us�egekmindegyike 1=100, hiszen egyenletes eloszl�ast v�arunk. Az egyes gyakoris�agokalapj�an a Vp2 = 97; 885 �es V� = 110; 920 statisztik�at kapjuk. A �2-t�abl�azatK = 100 �ert�ekre a fenti sz�am��t�asok alapj�an (a k�et sz�els}o oszlop kiv�etel�evel) azal�abbi: p 5% 25% 50% 75% 95%V 75; 14 88; 78 98; 33 107; 88 121; 52Ezek szerint a p2-re majdnem teljes bizonyoss�aggal, a �-re nagy val�osz��n}us�eggelmondhatjuk, hogy jegyei egyenletes eloszl�ast k�ovetnek. (A statisztikai gyakorlat-ban a 10% �es 90% k�oz�otti sz�azal�ekpontos statisztik�akat elfogadhat�onak tartj�ak, az5{10% �es 90{95% �ert�ek}uek "majdnem gyan�usak", az 1{5% illetve 95{99% k�oz�ottistatisztik�ak "gyan�usak", az 1% alatti �es 99% feletti statisztik�akat pedig elvetik.A p2-re kb. 50%, a �-re 80% pontsz�amot kaptunk.)1.3.2. A spektr�alpr�obaAz egyenletes eloszl�as a v�eletlenszer}us�eg fontos, de nem kiz�ar�olagos jellemz}oje.Az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 1, 2, 3, 4, 5, 6, : : : sorozatban pl. az egyeskimenetelek egyenletesen oszlanak el, de a sorozat nem v�eletlenszer}u. Az eh-hez hasonl�o szab�alyos sorozatok kisz}ur�es�ere egy egyszer}u, de igen er}os eszk�oz az�un. spektr�alpr�oba, melynek l�enyege a k�ovetkez}o:Egy adott, legfeljebb n k�ul�onb�oz}o �ert�eket felvev}o diszkr�et sorozat egym�as ut�ank�ovetkez}o elemeit egy n � n-es t�abl�azatban jegyezz�uk fel. Kezdetben a t�abl�azatminden rubrik�aj�aban a 0 sz�am �all. A sorozat els}o eleme sorsz�am�u sor m�asodikelem oszlopsz�am�u rubrik�aj�aba a benne l�ev}on�el eggyel nagyobbat (legel}osz�or teh�at1-et) ��runk, s ezt folytatjuk a 3: �es 4:, 5: �es 6: stb., (n2): �es (n2 + 1): elemre. (Apr�oba egy vari�aci�oja az, hogy az 1-es bejegyz�esekb}ol nem 2-esek, hanem ism�et12



1.1. �abra: A p2 spektr�alpr�ob�aja0-sok lesznek.)Az 1.1. �es 1.2. �abr�an ap2 �es a � els}o 40000, a tizedesvessz}o ut�ani jegy�eb}ol k�esz��tettspektr�alpr�oba l�athat�o3. A tizedesjegyeket kettes�evel osztottuk fel, ��gy pl. az els}oesetben el}osz�or a 41: sor 42: sor�aba, majd a 13: sor 56: oszlop�aba ker�ult a 0 hely�ere1-es. A p2 tesztel�es�en�el a rubrik�akban megjelen}o legnagyobb sz�am a 6-os, a �-n�el a 7-es volt. A jobb �attekinthet}os�eg kedv�e�ert az egyes gyakoris�agok helyett asz�urke sz��n �arnyalatait haszn�altuk, ��gy pl. a 0 gyakoris�ag helyett feh�er sz��n, 4-esgyakoris�ag helyett k�oz�epsz�urke stb. l�athat�o.Mit mondhatunk a v�eletlenszer}us�egr}ol? Az �abr�ak alapj�an ez "szemmel l�athat�o".Meger}os��tene benn�unket a v�eletlenszer}us�eg igenl�es�eben, ha nem k�et, hanem h�aromvagy t�obb dimenzi�oban v�egezn�enk el a pr�ob�at. (H�arom dimenzi�oban n�n� n-est�abl�azatot kellene kit�olten�unk hasonl�o m�odon.)A teljes meggy}oz}od�eshez a v�eletlenszer}us�eget pontosan de�ni�alnunk k�ene, majd3A k�et irracion�alis sz�am els}o 40000 jegy�et a MuPAD komputeralgebra programmal �all��tottukel}o ([6]). 13



1.2. �abra: A � spektr�alpr�ob�ajamatematikai �ervel�essel igazolhatn�ank �all��t�asainkat. A fenti k�et sorozat bonyo-lult analitikus elemz�ese helyett azonban ink�abb egy k�onnyebben vizsg�alhat�o so-rozatt��pussal ismerked�unk meg.1.4. Line�aris kongruenciasorozatokA sz�am��t�astechnik�aban gyakran alkalmaznak v�eletlensz�amgener�atorokat. Sokf�elegyakorlati alkalmaz�as ig�enyel v�eletlen bemen}o adatokat, ilyen p�eld�aul a term�eszetjelens�egeinek szimul�aci�oja, a sz�am��t�og�epes algoritmus-tesztel�es �es a mesters�eges in-telligencia egyes probl�em�ai (pl. a j�at�ekelm�elet). A legt�obb programoz�asi nyelvbenrendelkez�esre �all olyan f�uggv�eny, mely "v�eletlenszer}uen" veszi fel �ert�ekk�eszlet�et.Basic nyelven ilyen az Rnd, Pascalban a Random(n), C nyelven a random()f�uggv�eny. Az Rnd a [0; 1) intervallumban4, a Random(n) az els}o n, a random()az els}o 2k nemnegat��v eg�esz sz�am k�oz�ul ad vissza egy elemet, ahol k az �eppenhaszn�alt oper�aci�os rendszer �altal maxim�alisan kezelt �un. sz�ohossz (bitben m�erve).4Ah�any k�ul�onb�oz}o Basic nyelvj�ar�as, az Rnd f�uggv�enynek annyi k�ul�onf�ele konkr�et meg-val�os��t�asa lehets�eges. 14



Matematikai �ertelemben v�eletlensz�amgener�atoron a nemnegat��v eg�eszeken�ertelmezett f�uggv�enyt �ert�unk, melynek �ert�ekk�eszlete az els}o n nemnegat��v eg�eszegy bizonyos n-re. L�athat�o, hogy egy random()-szer}u v : N! f0; 1; 2; : : : ; n�1gv�eletlensz�amgener�atorhoz el tudjuk k�esz��teni az Rnd-hez hasonl�o v0(x) = v(x)=nf�uggv�enyt, ez ut�obbi �ert�ekk�eszlete m�ar a [0; 1) intervallum. Ha egy w0 : N! [0; 1)f�uggv�eny m}uk�odik az Rnd-hez hasonl�oan, akkor az ebb}ol konstur�alt w(x) =n � w0(x) f�uggv�eny random()-szer}u v�eletlensz�amgener�ator.Szeretn�enk, ha v�eletlensz�amgener�atorunk egyszer}uen m}uk�odne, de a lehet}olegt�obb v�eletlenszer}us�egi pr�ob�an eredm�enyesen helyt�allna. Az egyszer}us�egnek alegt�obbsz�or nagy �ara van: v�eletlensz�amgener�atorunk periodikus lesz, azaz vala-mely p 2 N-re v(x) = v(x + p) teljes�ul majd minden x-re. A probl�em�at azzalpr�ob�aljuk enyh��teni, hogy olyan f�uggv�enyt keres�unk, melyn�el p elegend}oen nagy.Clive Sinclair, a '80-as �evekben vil�agh��r}uv�e v�alt Zx Spectrum megalkot�oja a k�ovet-kez}o f�uggv�enyt ([22], 57. o.) �ep��tette be sz�am��t�og�ep�ebe: z(x) = (75xmod65537)�1. Teh�at 75x (x nemnegat��v eg�esz) 65537-es marad�ek�ab�ol egyet levonva kapjukmeg az x: v�eletlensz�amot.A periodicit�assal p�arhuzamosan felmer�ulhet a k�erd�es, hogy mi�ert mondunk egydeterminisztikus elj�ar�ast v�eletlenszer}unek. A Zx Spectrum �ujb�oli bekapcsol�askormindig az x = 0; 1; : : : �ert�ekekre sz�amolja ki a z(x) f�uggv�enyt, s emiatt egykonkr�et program minden egyes bekapcsol�as ut�ani els}o futtat�askor ugyanazok-kal a v�eletlensz�amokkal dolgozik. Ezen a probl�em�an �altal�aban �ugy seg��tenek,hogy a kezd}o x-et nem 0-nak, hanem az aktu�alis g�epid}ot (pl. a pontos id}ovelkib}ov��tett d�atumot) szimboliz�al�o, az oper�aci�os rendszer sz�ohossz�anak megfelel}onagys�agrend}u pozit��v eg�esznek v�alasztj�ak5.Sinclair v�eletlensz�amgener�ator�anak �erdekess�ege az, hogy 16 bites bin�aris aritme-tik�aval nagyon gyorsan sz�amolhat�o, hiszen 65537 = 216 + 1. z(x) el}obb-ut�obbminden 0 �es 65535 k�oz�otti eg�esz sz�amot fel fog venni, ugyanis a 75 hatv�anyai sorrakiadj�ak az �osszes 65537-n�el kisebb, azzal relat��v pr��m sz�amot. Vegy�uk szem�ugyrea z(x) f�uggv�enyt az els}o n�eh�any pozit��v eg�esz helyen!5Basic-ben �es Pascalban erre a Randomize, C-ben az srandom(time()) utas��t�as szolg�al.15



1.3. �abra: z(x) spektr�alpr�ob�aja 100-as sz�amrendszerbenx 1 2 3 4 5 6 7 8 9z(x) 74 5624 28652 51790 17641 12409 13231 9344 45504A sorozat eleje v�eletlenszer}unek t}unik, ez folytat�odik t�obb, mint 60000 elemen �at.V�eg�ul az x = 65536 esetben a ciklus kezd}odik el�olr}ol: z(65536) = z(0) = 0. Afenti tulajdons�agok k�ovetkezt�eben z(x) egyenletes eloszl�as�u. (A jelens�eg m�elyebbokaira elemi sz�amelm�eleti t�etelek adnak v�alaszt: a 65537 pr��m, a 75 pedig egy j�olmegv�alasztott sz�am, �un. primit��v gy�ok modulo 65537 ([12], 77{86. o.).)V�egezz�uk el a spektr�alpr�oba egy vari�aci�oj�at a z(x) f�uggv�enyen! El}osz�or sz�am��tsukki z(j) 10000-es marad�ek�at, majd ennek els}o �es utols�o k�et{k�et sz�amjegy�ethaszn�aljuk fel sor- �es oszlopsz�amk�ent. A j = 0; 1; : : : ; 9999-re kapott gra�kontaz 1.3. �abra mutatja (a rubrik�akban megjelen}o legnagyobb sz�am a 7-es).Mint 1.3.2.-ben, ism�et 100-as sz�amrendszerben sz�amoltunk. Ha a pr�ob�anak ugyan-ezt a vari�aci�oj�at 256-os sz�amrendszerben, n = 256 v�alaszt�assal v�egezz�uk, az els}o2562, azaz 65536 sor- �es oszlopsz�am mind k�ul�onb�oz}o lesz: a kapott gra�kon min-den�utt egyenletesen sz�urke 256 � 256-os n�egyzett�abla. �Erdekesebb a gra�kon,ha z(x)-nek csak az els}o 65536=2 tagj�at vessz�uk �gyelembe. Az eredm�eny az16



1.4. �abra: z(x) spektr�alpr�ob�aja 256-os sz�amrendszerben(a peri�odusnak csak az els}o fele)1.4. �abr�an l�athat�o.Az 1982-ben korszer}unek mondott z(x) f�uggv�eny a mai alkalmaz�asok sz�am�ara�altal�aban el�egtelen. Peri�odushossza viszonylag kicsi: a sz�amok t�ul ha-mar ism�etl}odnek. Megmutathat�o, hogy a v(x) = �gxmod22m + 1� � 1v�eletlensz�amgener�ator a Sinclair-f�ele f�uggv�eny sok j�o tulajdons�ag�at �or�okli, ha amodulus pr��m, s g a modulusra n�ezve primit��v gy�ok. (m = 4 eset�en v(x) = z(x).)Az F (m) = 22m + 1 alak�u sz�amokat a sz�amelm�eletben k�ul�on elnevez�essel illetik:ezek a Fermat-f�ele sz�amok. Ismert, hogy az m = 0; 1; 2; 3; 4 esetekben F (m)pr��msz�amot ad, m��g az eddigi �osszes vizsg�alt 4-n�el nagyobb m-re F (m) �osszetett.Emiatt Sinclair v�eletlensz�amgener�ator�anak peri�odushossz�at egyszer}u m�odon nemtudjuk megn�ovelni. *A fenti z(x) f�uggv�eny egy, a sz�am��t�astechnik�aban igen gyakran alkalmazottline�aris kongruencia m�odszer speci�alis esete. Line�aris kongruenciasorozatnakaz l(x) = a � l(x � 1) + bmodn alak�u f�uggv�enyeket nevezz�uk, ahol a; l(0); b17



�es n el}ore adott nemnegat��v eg�esz sz�amok ([8], 24. o.). A Sinclair-f�ele z(x)f�uggv�enyb}ol k�epzett z1(x) = z(x) + 1 f�uggv�eny is line�aris kongruenciasorozat aza = 75; l(0) = 1; b = 0; n = 65537 param�etern�egyes v�alaszt�as�aval.Bebizony��that�o (l. [8], 30{33. o.), hogyT�etel. Az a, l(0), b �es n param�eterekkel megadott line�aris kongruenciasorozatperi�odushossza akkor �es csak akkor n, haa) b �es n relat��v pr��mek;b) n minden p pr��moszt�oj�ara teljes�ul, hogy a� 1 t�obbsz�or�ose p-nek;c) ha n 4-gyel oszthat�o, akkor a� 1 is. (1.4.)L�athat�oan z1(x) peri�odushossza n � 1, ami nem sokkal marad el a maxim�alisanel�erhet}o hossz�us�agt�ol. Bebizony��that�o (l. [12], 78{79. o.), hogy tetsz}oleges npr��msz�am modulushoz l�etezik olyan a sz�am, melyhez a b = 0 �es tetsz}oleges0 < l(0) < n param�eterekkel megkonstru�alt line�aris kongruenciasorozat n � 1peri�odushossz�u. M�ask�eppen fogalmazva:T�etel. Minden pr��mmodulushoz l�etezik primit��v gy�ok. (1.5.)1.5. Fibonacci t��pus�u rekurzi�okA peri�odushossz n�ovel�es�enek egyik lehets�eges m�odja az lehet, hogy olyan v(x)sorozatot v�alasztunk, melynek x. eleme nemcsak az (x � 1)., hanem az (x � 2).elemt}ol is f�ugg. Az ilyen t��pus�u f�uggv�enyek k�oz�ul legismertebb a Fibonacci-sorozategy r�ogz��tett modulusra vonatkoz�o marad�eka: f(x) = f(x� 2) + f(x� 1)modn,ahol f(0) = 0 �es f(1) = 1. A gyakorlati vizsg�alatok szerint azonban f(x) egyetlenn-re sem elegend}oen v�eletlen, hi�aba ad �altal�aban n-n�el hosszabb ciklust.Green, Smith �es Klem 1959-ben a g(x) = g(x � K) + g(x � 1)modn f�uggv�enytjavasolt�ak viszonylag nagy K eg�esz sz�amra. Egy bizonyos pr�ob�at konkr�et K�ert�ekekre elv�egezve azt tal�alt�ak, hogy a K = 17 esetben f�uggv�eny�uk m�ar18



kell}oen v�eletlenszer}u, m��g 17-n�el kisebb K-kra g(x) nem mondhat�o egyenletesenszab�alytalannak.Mitchell �es Moore 1958-ban g(x)-n�el sokkal jobb f�uggv�enyt konstru�alt. Le-gyen m(x) = m(x � 24) + m(x � 55) mod n, ahol n p�aros, tov�abb�am(0); m(1); : : : ; m(54) nem csupa p�aros, de k�ul�onben tetsz}oleges pozit��v eg�eszsz�amok. Ez a gener�ator sz�am��t�og�epen nagyon k�onnyen megval�os��that�o, csup�anm(x) utols�o 55 �ert�ek�et kell nyilv�antartani, s a sz�am��t�as is roppant gyors, hi-szen csak k�et pozit��v eg�esz sz�am �osszead�as�ara van sz�uks�eg. Ha n = 2k valamelypozit��v eg�esz k-ra, akkor a peri�odushossz 2l � (255 � 1), ahol 0 � l < k, s emi-att m(x) a sz�am��t�og�epeken haszn�alt lebeg}opontos t�ortsz�amokkal is megfelel}oenm}uk�odik. Knuth elismer}oen ��r m(x)-r}ol: "Lehets�eges teh�at, hogy v�eletlensz�amokg�epi el}o�all��t�as�anak ez a legjobbm�odszere. Egyetlen ok miatt m�egsem merj�uk tisztasz��vb}ol aj�anlani: : :: szinte semmilyen elm�eleti alapunk nincs annak eld�ont�es�ere,mennyire v�eletlenszer}uek az ��gy kapott sz�amok. Biztosan csak annyit tudunk, hogya peri�odus igen hossz�u; ez pedig kev�es." ([8], 41. o.)1.6. Algoritmiz�alhat�os�agA periodikus v�eletlen sorozatok szab�alyoss�ag�anak �loz�o�ai k�erd�eseivel sz�amostud�os foglalkozott. K�oz�ott�uk Per Martin-L�of �es G. Chaitin a '60-as �evek v�eg�en azolyan n hossz�u ck ciklust tekintett�ek v�eletlenszer}unek, amelyre teljes�ul a k�ovetkez}oDe�n��ci�o. Tekints�uk az n hossz�u ciklusok C halmaz�at, s r�ogz��ts�unk egy konkr�etprogramoz�asi nyelvet. Minden ck 2 C sorozathoz k�esz��ts�uk el az azt gener�al�olehet}o legr�ovidebb pk programot: ezen programok halmaz�at jel�olje P . Aztmondjuk, hogy ck v�eletlenszer}u, ha a pk program maxim�alis hossz�us�ag�u P -ben. (1.6.)Martin-L�of a legt�obb programoz�asi nyelvvel ekvivalens Turing-g�epet jel�olte megprogramoz�asi nyelvk�ent. Bebizony��totta, hogy az ��gy de�ni�alt v�eletlen ciklusok19



egyenletes eloszl�as�uak �es minden (alkalmas m�odon �ertelmezett) statisztikai pr�ob�atpozit��v eredm�ennyel z�arnak ([8], 174. o.). Gyakorlati szempontb�ol azonban ezek aciklusok haszn�alhatatlanok: el}o�all��t�asuk k�olts�eges a programhossz maxim�alis voltamiatt. Emellett majdnem minden a gyakorlatban haszn�alt v�eletlensz�amgener�atoraz (1.6.) de�n��ci�o �ertelm�eben a lehet}o legrosszabb, hiszen nagy peri�odushosszeset�en igen fontos a gener�al�o algoritmus r�ovids�ege.*V�eg�ul az 1.2. r�eszben megfogalmazott val�osz��n}us�egi k�erd�esre v�alaszolunk.1. Gyakorlati szempontb�ol csak az algoritmikusan, azaz sz�am��t�og�epes program-mal el}o�all��that�o v�eletlen sorozatok �erdekelnek benn�unket, ezek lehetnek pe-riodikusak vagy peri�odus n�elk�uliek.Minden sz�am��t�og�epes program v�eges hossz�us�ag�u, azaz v�eges sok karakterb}ol�all. Az egyes karakterek egy v�eges, k elemsz�am�u �ab�ec�eb}ol ker�ulnek ki. Azn karakterb}ol �all�o, adott nyelv}u sz�am��t�og�epes programok sz�ama teh�at kn.Nem minden karaktersorozat ad azonban m}uk�od}ok�epes sz�am��t�og�epes prog-ramot. A m}uk�od}ok k�oz�ul sz�amos egy�altal�an nem gener�al semmilyen soroza-tot, sok programnak egy�altal�an nincs semmif�ele outputja. Ellenben ugyan-azt az eredm�enyt t�obb k�ul�onb�oz}o karaktersorozat is produk�alhatja.Tekints�uk a megadott nyelven ��rt 1 karakter hossz�u, 2 karakter hossz�u, 3karakter hossz�u stb. sz�am��t�og�epes programok egy rendezett pj sorozat�at(j = 1; 2; : : :)! Ennek a sorozatnak azt a legb}ovebb p0j r�eszsorozat�atvizsg�aljuk, amelyben l�ev}o programok mindegyike v�eges vagy v�egtelen hossz�ukockadob�as-sorozatot �all��t el}o. Rendelj�uk minden egyes p0j programhoz amegfelel}o [0; 1] intervallumba es}o, a p0j �altal gener�alt kockadob�as-sorozathoztartoz�o 6-os sz�amrendszerbeli sz�amot.Az (1.3.) t�etel bizony��t�as�ahoz hasonl�oan megmutathat�o, hogy az ezenhozz�arendel�essel kapott sz�amok S sokas�aga a [0; 1] intervallumhoz k�epesteleny�esz}o: a k�erd�eses val�osz��n}us�eg pontosan 0. (Nyilv�anval�o, hogy S �Q \ [0; 1].) 20



2. Elm�eleti szempontb�ol �erdekes lehet a fennmarad�o, algoritmikusan nemel}o�all��that�o, a [0; 1] intervallumba es}o sz�amok v�eletlenszer}us�eg�enekval�osz��n}us�ege.Szab�alyos kocka csak egyenletes sz�amjegyeloszl�ast �all��that el}o, m��g az �osszes0; _0 �es 0; _5 k�oz�otti val�os sz�amok k�oz�ott egyenletes jegyeloszl�as�ut tal�alni csak0 val�osz��n}us�eggel fogunk. Val�oban, az egyenletes eloszl�as�u sorozatok E1 hal-maz�ab�ol ugyanis elk�esz��thet�unk olyan egyenl}o val�osz��n}us�eg}u diszjunkt E2,E3, : : :, En, : : : halmazokat, melyek m�as-m�as jegyeloszl�asokkal b��rnak. (Egylehets�eges konstrukci�o lehet, hogy E1 minden 1-es jegy�et megdupl�azzuk {��gynyerj�uk E2-t {, E1 minden 1-es jegye helyett h�arom egym�as ut�ani 1-es ��runk{ ��gy nyerj�uk E3-at stb.) Most ha E1 val�osz��n}us�ege valamely " > 0 sz�amlenne, akkor E2, E3, : : :, En, : : : val�osz��n}us�egei is mind-mind " voln�anak, deez lehetetlen, mert d1="e+ 1 db diszjunkt halmaz val�osz��n}us�eg�enek �osszegenem haladhatja meg az 1-et.Ha nem k�ovetelj�uk meg a kocka szab�alyos volt�at, akkor a k�erd�esesval�osz��n}us�eg joggal 1-nek mondhat�o. Egyr�eszt ugyanis egyetlen "szab�aly-talan" jegysorozatra sem illeszkedhet semmilyen szab�alyoss�ag, mert mindenszab�alyoss�agot algoritmikusan meg tudunk fogalmazni, s ��gy elm�eletileg amegfelel}o sz�am��t�og�epes program is elk�esz��thet}o. M�asr�eszt pedig az algorit-miz�alhat�os�ag kiz�ar�asa elegend}o ahhoz, hogy valamit szab�alytalannak mond-junk.Fent nyert eredm�enyeinket foglaljuk �ossze a k�ovetkez}o �all��t�asban:T�etel. Egyar�ant 0 annak a val�osz��n}us�ege, hogy egy fang1n=1 sorozata) periodikus,b) algoritmikusan el}o�all��that�o,c) �ert�ekk�eszlet�et egyenletes eloszl�assal veszi fel. (1.7.)
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2. r�eszDiszkr�et dinamikus rendszerek
2.1. A k�aosz fogalmaA v�eletlenszer}us�eg �es a k�aosz jelens�ege �osszekapcsol�od�o fogalmak. M��gv�eletlensz�amgener�atorokon bizonyos sorozatokat �ertett�unk, a k�aoszelm�elet rend-szerint sorozatok egy adott t��pus�anak halmaz�at vizsg�alja. 1.4.-ben p�eld�aul adotta, l(0), b �es n param�eterekkel megkonstru�alt line�aris kongruenciagener�atort ele-mezt�unk. A kaotikus viszonyok felt�ar�asakor l(0)-t nem r�ogz��tj�uk, hanem az �osszeslehets�eges l(0) �ert�ek mellett pr�ob�aljuk a sorozatok viselked�es�et en bloc meg�erteni.Dinamikus rendszernek olyan gener�atort nevez�unk, mely egy r�ogz��tett U halmazA elem�et egy�ertelm}uen egy B 2 U elembe viszi. Ha �zikai jelens�eg modellj�er}olvan sz�o, akkor felt�etelezhetj�uk, hogy a meg�gyelt rendszer A �es B �allapotai k�oz�ottmeghat�arozott kis t > 0 id}o telik el: az �allapotok id}oben izol�altak, azaz a rendszerdiszkr�et.Gyakori p�elda dinamikus rendszerre a meteorol�ogiai el}orejelz�es. Itt az U halmazelemei az egyes lehets�eges id}oj�ar�asi jellemz}ok �osszess�ege. Ez egy �ori�asi halmaz,melyben az egyes { nagyon �osszetett { elemek egy�ertelm}uen le��rj�ak pl. a felh}okpontos helyzet�et, alakj�at, �es sz�amos m�as jellemz}ot. Egy A id}oj�ar�asi �allapotb�olsz�am��t�assal meghat�arozhat�o az a B id}oj�ar�asi �allapot, amely a k�ovetkez}o percviszonyait jellemzi, legal�abbis elm�eletileg. (A gyakorlatban legfeljebb n�eh�any sz�az22



jellemz}o alapj�an k�esz�ul egy A-t megk�ozel��t}o A0 becsl�es, melyb}ol B-re is becsl�esadhat�o.)Mi a tov�abbiakbanDe�n��ci�o. Diszkr�et dinamikus rendszeren egy U � C halmazon �ertelmezett U�ert�ekk�eszlet}u f f�uggv�enyt �ert�unk. (2.1.)Az A-t k�ovet}o �allapotot az f(A) = B �osszef�ugg�es adja; vizsg�alatainkban az�allapotok konkr�et komplex sz�amok lesznek. f -r}ol gyakran feltessz�uk majd, hogyfolytonos, s}ot, sokszor az U univerzumra U � R is fenn fog �allni.Konkr�et A 2 U eset�en az fA; f(A); f(f(A)); f(f(f(A))); : : :g halmazt az A-n�atmen}o p�aly�anak nevezz�uk. Ezen halmaz egyes elemeire rendre alkalmazni fogjukm�eg az f 0(A); f 1(A); f 2(A); f 3(A); : : : jel�ol�eseket is. Az A �allapot f -nek �xpontjavagy egyens�ulyi pontja, ha f(A) = A. Azt mondjuk, hogy az A pont f -nek n-periodikus pontja, ha n az a legkisebb pozit��v eg�esz, melyre fn(A) = A. A-tperiodikus pontnak nevezz�uk, ha n-periodikus valamely n-re.Tov�abbi fogalmakat is bevezet�unk.Azt mondjuk, hogy az X � U halmaz s}ur}u az U halmazon, ha X -nek nincs izol�altpontja, azaz nem adhat�o meg olyan X 2 X pont, melyhez volna olyan � > 0t�avols�ag, amelyre b�armely U 2 U -ra jX � U j > � fenn�allna.Az X � U halmazt ny��ltnak nevezz�uk, ha minden P pontj�at�ol egy P -t}ol f�ugg}o "Pt�avols�agban minden pont X -beli.Legyen X � U , ekkor az f(X ) halmazon az [X2X f(X) halmazt �ertj�uk.Az f diszkr�et dinamikus rendszert az U halmazon topologikusan tranzit��vnak ne-vezz�uk, ha b�armely nem�ures X ; Y � U ny��lt halmazokhoz van olyan n pozit��veg�esz sz�am, melyre fn(X ) \ Y 6= ;.Azt mondjuk, hogy az f diszkr�et dinamikus rendszer �erz�ekenyen f�ugg a kezdetiadatokt�ol az X � U halmazon, ha ott fn numerikusan nem k�ozel��thet}o tetsz}olegespontoss�aggal | azaz ha van olyan pozit��v � sz�am, melyre b�armelyX 2 X eset�enX23



ak�armilyen kicsiny KX k�ornyezet�eben l�ev}o egy Y 2 KX pontra jfn(X)� fn(Y )j >� fenn�all valamely pozit��v eg�esz n-re. (Itt � olyan sz�am, amekkora hib�an�al kisebbetsemmik�eppen sem garant�alhatunk f k�ozel��t}o kisz�am��t�asa eset�en.)*Ezen hossz�u bevezet}o ut�an de�ni�alhatjuk, mikor mondunk egy diszkr�et dinamikusrendszert kaotikusnak. A k�ovetkez}o de�n��ci�ot Devaney adta [3]-ban; l�eteznekm�as, ehhez hasonl�o de�n��ci�ok is, pl. 2.4.-ben bemutatunk majd egy ett}ol elt�er}omegk�ozel��t�est.De�n��ci�o. Egy folytonos, diszkr�et dinamikus rendszer kaotikus az U halmazon,ha ott(1) topologikusan tranzit��v,(2) periodikus pontjainak halmaza s}ur}u,(3) �erz�ekenyen f�ugg a kezdeti adatokt�ol. (2.2.)A kaotikus tulajdons�ag szeml�eletesen azt jelenti, hogy a rendszer nem periodi-kus pontjai v�eletlenszer}u p�aly�at futnak be, s a p�aly�ak k�ozel��t�essel val�o becsl�eselehetetlen.Banks �es munkat�arsai [2]-ben megmutatt�ak, hogyT�etel. U = C eset�en (1) �es (2) maga ut�an vonja (3)-at is. (2.3.)(Az eredeti �all��t�as enn�el igaz�ab�ol t�obbet �all��t: U tetsz}oleges metrikus t�er lehet.)Kaotikus jelens�eg kimutat�as�ahoz teh�at elegend}o (1) �es (2) fenn�all�as�at igazolni.Assaf IV �es Gadbois azt is igazolt�ak, hogy a (2.2.) de�n��ci�oban (3) az egyetlenredund�ans elem, vagyis �altal�aban (1)-nek �es (3)-nak nem logikai k�ovetkezm�enye(2), s egy�uttesen (2)-b}ol �es (3)-b�ol sem k�ovetkezik (1) ([1]). Vellekoop �es Berglund[21]-ben bebizony��tott�ak, hogy ha U egy { v�eges vagy v�egtelen { intervallum,akkor (1) fenn�all�as�ab�ol (2) is k�ovetkezik, teh�atT�etel. Egy U intervallumon �ertelmezett diszkr�et dinamikus rendszer akkor �es csakakkor kaotikus, ha topologikusan tranzit��v. (2.4.)24



2.1. �abra: Lorenz el}orejelz�ese(a gra�kon a t2 �es t1 k�oz�otti id}oh�oz tartoz�o �allapotokat mutatja)2.2. V�eletlen sorozatok �es a k�aosz I.A k�aoszkutat�as egyik fontos pillanata volt, amikor Lorenz amerikai meteo-rol�ogus 1961-ben �eszrevette, hogy a hossz�ut�av�u el}orejelz�es�et le��r�o dinamikus rend-szer �erz�ekenyen f�ugg a kezdeti adatokt�ol. Sz�am��t�asait egy t1 id}oponthoz tar-toz�o �allapotn�al f�elbehagyta, majd a sz�am��t�ast egy t2(< t1) id}oponthoz tartoz�o�allapotn�al igen kicsi kerek��t�esi hib�aval �ujrakezdte. Az el}orejelz�es egy id}o ut�anteljesen megv�altozott, ahogyan ez a 2.1. �abr�an is l�athat�o ([18]). Lorenz 12 pa-ram�eteres rendszer�enek bonyolults�aga miatt ez tal�an nem is olyan meglep}o. Azigaz�an furcsa az, hogy gyakran a legegyszer}ubb dinamik�ak is kaotikusak: a je-lens�egek oka teh�at nem a rendszerek bonyolults�ag�aban keresend}o.*Az 1.4. fejezetben vizsg�alt line�aris kongruenciagener�atorok �ert�ekk�eszlet�uketdiszkr�et halmazon vett�ek fel. Ellenben a k�aoszelm�eletben olyan dinamikusrendszereket vizsg�alunk, melyek legal�abb megsz�aml�alhat�oan v�egtelen halmazon�ertelmezettek, egy�ebk�ent a (2) �es (3) felt�eteleket nem tudjuk �ertelmezni.A line�aris kongruenciagener�atorok k�onnyen kieg�esz��thet}ok folytonos f�uggv�enny�e.A b = 0 esetet fogjuk r�eszletesen megvizsg�alni. Nyilv�an az U = [0; n) halma-zon �ertelmezett g(x) = ax f�uggv�eny folytonos U -n, s indul�o �allapotk�ent l(0)-tv�alasztva a gener�atort majdnem t�ok�eletesen jellemz}o diszkr�et dinamikus rend-25



szert konstru�altunk. Az�ert csak "majdnem", mert a gener�ator eg�eszen pontosana g0(x) = axmodn iter�aci�oval ��rhat�o le, ami viszont az a > 1 esetben nem leszfolytonos (a; n 2 N). (S}ot, g �ert�ekk�eszlete b}ovebb U -n�al, vagyis nem is dinamikusrendszer. U -nak mindenk�eppen tartalmaznia k�ene [0;1)-t.)A probl�em�at �ugy k�usz�ob�olj�uk ki, hogy k�etdimenzi�os � halmazt v�alasztunk�allapothalmazul: a komplex s��k egys�egk�or�et. K�olcs�on�osen egy�ertelm}uen meg-feleltetj�uk U -t �-nak: x-hez rendelj�uk hozz�a cos(x � 2�=n) + i � sin(x � 2�=n)-t!Ebben az esetben a g00(x) = axmod2� egydimenzi�os nemfolytonos dinamik�at a
(�) = �a k�etdimenzi�os folytonos dinamika reprezent�alja, ahol arg � = x � 2�=n.(Itt felhaszn�altuk azt, hogy a � = cos x + i � sinx = eix �osszef�ugg�es miattcos ax + i � sin ax = eiax = (eix)a, azaz b�armely 1 abszol�ut�ert�ek}u komplex sz�amargumentum�anak konstanssal val�o szorz�asa hatv�anyoz�ast jelent.)Megmutatjuk, hogy 
(�) kaotikus �-on, felt�eve, hogy a > 1 pozit��v eg�esz.El}osz�or 
 topologikusan tranzit��v volt�at igazoljuk. Legyenek X � � �es Y �� tetsz}oleges ny��lt halmazok; vil�agos, hogy X �es Y az egys�egk�or egy-egy {v�egpontokat nem tartalmaz�o { ��ve. Egyik halmaz sem lehet �ures. Ha X hossz�atjX j jel�oli, akkor �altal�aban jf(X )j = a � jX j, mivel f az X ��v hossz�at a-szoroshossz�us�ag�ura ny�ujtja. Ha ���fk(X )��� � 2�=a, akkor nyilv�an ���fk+1(X )��� = a � ���fk(X )���,ellenkez}o esetben pedig ���fk+1(X )��� = 2�. Vil�agos, hogy a > 1 miatt az ���fk(X )���sz�amsorozat k n�ovekedt�evel el}obb-ut�obb el�eri 2�-t, de ekkor fk(X ) = U is fennfog �allni, s ��gy fk(X ) \ Y = U \ Y = Y 6= ; is teljes�ul.M�asodszor megmutatjuk, hogy 
 periodikus pontjai s}ur}un helyezkednek el azegys�egk�or�on. Mely � komplex sz�amok lesznek 
 n-periodikus pontjai? A
n(�) = 
n�1 (
(�)) = 
n�1 (�a) = 
n�2 (
 (�a)) = 
n�2 ��a2� = : : : = �an�osszef�ugg�es miatt 
n(�) = � akkor �es csak akkor teljes�ul, ha �an = �; mivel � 6= 0,ez ekvivalens azzal, hogy �an�1 = 1 (leosztottunk �-vel). L�athat�oan � pontosanakkor n-periodikus pont, ha (an � 1). komplex egys�eggy�ok. | n n�ovekedt�evelazonban az (an�1). egys�eggy�ok�ok (amelyekb}ol pontosan an�1 db van, egym�ast�ol26



2�= (an � 1) ��vhossz t�avols�agra) egyre s}ur}ubben helyezkednek el az egys�egk�or�on:a k�ozt�uk l�ev}o t�avols�ag tetsz}oleges el}ore adott " > 0 ��vhosszn�al is kisebb lehet, han elegend}oen nagy.V�eg�ul a (2.3.) t�etelt alkalmazzuk1, s ezzel bebizony��tottuk, hogyT�etel. Az a > 1, b = 0 param�eter}u line�aris kongurenciasorozat term�eszetes foly-tonos kiterjeszt�esek�ent ad�od�o diszkr�et dinamikus rendszer kaotikus a [0; n)intervallumon. (2.5.)2.3. T�esztagy�ur�as, k�artyakever�esTekints�uk a T (x) = 8<: 2x; ha 0 � x < 1=2;2� 2x; ha 1=2 � x � 1;az U = [0; 1] intervallumon �ertelmezett dinamikus rendszert. T sokban hasonl��t azel}oz}o szakaszban ismertetett g00 dinamika a = 2 speci�alis eset�ehez. A f}o k�ul�onbs�egaz, hogy T folytonos a [0; 1]-en.Jelen f�uggv�eny�unk a h�etk�oznapi t�esztagy�ur�asi elj�ar�asnak egy l�ep�es�et takarja.Val�oban, ha ugyanis egy mazsol�at dobunk a t�eszt�anak megfeleltetett [0; 1] interval-lum egy tetsz}oleges pontj�ara, akkor a gy�ur�as sor�an el}osz�or k�etszeres�ere ny�ujtjuk at�eszt�at: az x pontban l�ev}o mazsola a 2x pontba ker�ul, majd ha 2x t�uls�agosan "el�olvan" a kiny�ujtott t�eszt�aban, akkor "visszahajtjuk". Minden egyes [0; 1]-beli x-reelv�egezve a l�ep�est, l�athat�o, hogy T egy iter�aci�oja �eppen a "ny�ujt�as{f�elbehajt�as"elj�ar�as matematikai megfogalmaz�asa.K�onnyen megmutathat�o, hogy T topologikusan tranzit��v: 
-hoz hasonl�oan T min-den ny��lt intervallum hossz�at megdupl�azza, ha az eredetileg az egys�egnyi hossz�us�ag1(3) k�onnyen igazolhat�o k�ozvetlen�ul is, l. [23]-at (28{29. o.).27



fel�en�el nem volt nagyobb (ellenkez}o esetben pedig a [0; 1] intervallumot kapjuk).(2.4.) alapj�an teh�at kijelenthetj�uk, hogy T kaotikus a [0; 1]-en. Ez azt az �evezredestapasztalatot is al�at�amasztja, hogy a szok�asos t�esztagy�ur�asi elj�ar�as t�enyleg ala-posan kever. *T egy nemfolytonos hasonm�asa az a k�artyakever}o g�ep, mely egy 2n elem}u paklita k�ovetkez}o m�odon tud megkeverni:K(1; 2; 3; : : : ; 2n� 1; 2n) = (2n; 1; 2n� 1; 2; : : : ; n + 1; n):K k�olcs�on�osen egy�ertelm}u megfeleltet�est l�etes��t az f1; 2; : : : ; 2ng halmaz elemeik�oz�ott, m��g ez T -r}ol nem mondhat�o el.N�ezz�unk egy konkr�et p�eld�at! Legyen n = 3, ekkor az (1; 2; 3; 4; 5; 6)-on �atmen}op�alya: f(1, 2, 3, 4, 5, 6), (6, 1, 5, 2, 4, 3), (3, 6, 4, 1, 2, 5), (5, 3, 2, 6, 1, 4), (4, 5,1, 3, 6, 2), (2, 4, 6, 5, 3, 1)g, vagyis a sorozat peri�odushossza 6.K�onnyen bel�athat�o, hogy ha n = 2m, akkor a peri�odushosszm+1. M�as n-ek eset�ena peri�odus hossza rendszerint nagyobb, teljesen szab�alytalannak t}unik, �am sohanem haladja meg 2n-et ([13]), amint ezt Pap Gyula nemr�egiben bebizony��totta(publik�alatlan). Bizonyos n-ek eset�en a peri�odushossz �eppen 2n, az �osszes ilyen50-n�el nem nagyobb n: 1, 3, 9, 13, 15, 25, 37, 43, 45, 49.Az n = 97 �es n = 110 eseteket a 2.2. �es 2.3. �abra mutatja. Az egyes k�artyalapokata sz�urke sz��n egyre vil�agosabb �arnyalatai jelzik. Az �abr�ak fels}o sora egy, a feket�eb}ola feh�erbe halad�o cs��kot takar: ez az alap�allapot, a k�arty�ak (1; 2; 3; : : : ; 2n) sor-rendje. A k�ovetkez}o sorokban az egyes iter�alt k�artyasorozatokat l�athatjuk eg�eszenaddig, m��g el nem jutunk a (2; 4; 6; : : : ; 2n; 2n�1; : : : ; 5; 3; 1) sorrendhez, melyut�an nyilv�anval�oan ism�et a kiindul�o �allapot k�ovetkezik.De�ni�alhatunk K-hoz nagyon hasonl�o k�olcs�on�osen egy�ertelm}u f�uggv�enyeket is,amelyek p�aratlan sok k�artyalap kever�es�ere is alkalmasak. A dinamikus rend-28



2.2. �abra: K(x), az n = 97 eset(a peri�odushossz: 194)29



2.3. �abra: K(x), az n = 110 eset(a peri�odushossz: 42)szer m}uk�od�ese ilyen esetekben K-val sok egyez�est mutat. K �es rokonai tulaj-dons�againak szigor�u matematikai bizony��t�asa azonban m�eg sok r�eszletk�erd�esbentiszt�azatlan.2.4. V�eletlen sorozatok �es a k�aosz II.A (2.2.) de�n��ci�on�al eml��tett�uk, hogy a k�aoszt m�ask�eppen is meghat�arozhatjuk.Az 1. r�eszben bemutatott v�eletlen sorozatokkal term�eszetesebb �osszef�ugg�esbe hoz-hat�o sok dinamikus rendszer, melyre �erv�enyes az al�abbiDe�n��ci�o. Egy f diszkr�et dinamikus rendszer kaotikus U -n, ha U vala-mely r�ogz��tett X r�eszhalmaz�ara b�armely 0-b�ol �es 1-b}ol �all�o a0a1a2 : : : antetsz}olegesen hossz�u sorozathoz l�etezik olyan X 2 X �ugy, hogy fk(X) 2 Xakkor �es csak akkor, ha ak = 1 (0 � k � n). (2.6.)M�as szavakkal: a dinamikus rendszer (ami egy�ebk�ent determinisztikus) olyanv�eletlenszer}u jelens�eget mutat, mint a p�enzfeldob�as ([9], 27. o.). Itt pl. a 0-k szim-boliz�alhatj�ak a fejeket, 1-esek az��r�asokat | tetsz}oleges el}ore adott 0{1-sorozathoztudunk adni olyan kezd}o�allapotot, amelynek iter�altjai a megfelel}o sorrendben es-nek bele az X halmazba vagy U n X -be.30



�All��t�as. Az a = 2, b = 0 param�eter}u line�aris kongurenciasorozat term�eszetes foly-tonos kiterjeszt�esek�ent ad�od�o diszkr�et dinamikus rendszer a (2.6.) �ertelembenis kaotikus a [0; n) intervallumon. (2.7.)(2.7.) igen k�onnyen bizony��that�o, mondhatni, a (2.6.) de�n��ci�o legterm�eszetesebbp�eld�aja. Vegy�uk ugyanis a fentivel ekvivalensg000(x) = 8<: 2x; ha 0 � x < 1=2;2x� 1; ha 1=2 � x < 1dinamikus rendszert, s az X = [1=2; 1) intervallumot. Vil�agos, hogy a0; a0a1a2 : : : an kettes sz�amrendszerbeli sz�am g000 szerinti iter�altjai a 0; a1a2a3 : : : an,0; a2a3a4 : : : an, 0; a3a4a5 : : : an stb. sz�amok lesznek, s ez �eppen azt jelenti, hogyg000k(0; a0a1a2 : : : an) 2 X pontosan akkor teljes�ul, ha ak = 1 (0 � k � n).Bonyolultabb igazolni az el}oz}o szakaszban de�ni�alt T iter�aci�ora vonatkoz�o �all��t�ast.�All��t�as. T a (2.6.) �ertelemben is kaotikus a [0; 1] intervallumon. (2.8.)A de�n��ci�oban el}o��rt X halmaz szerep�et most az [1=2; 1] intervallum j�atssza. Abizony��t�as abb�ol �all, hogy az el}ore adott a0a1a2 : : : an sorozathoz megkonstru�alunkegy megfelel}o X kettes sz�amrendszerbeli sz�amot. Ha az a0a1a2 : : : an sorozatottekintj�uk, akkor egy eg�esz In intervallum rendelkezni fog azzal a tulajdons�aggal,hogy b�armely X 2 In �es k eset�en T k(X) = X pontosan akkor �all fenn, ha ak = 1(0 � k � n). Megmutatjuk, hogy In � In+1 � ;, melyb}ol a k��v�ant X l�etez�esebizony��tott. Gondolatmenet�unk a teljes indukci�o m�odszer�en alapul.Val�oban; az els}o I0 intervallum X , ha a0 = 1 ill. U n X , ha a0 = 0. T�etelezz�ukfel, hogy In m�ar ismert, k�ovetelm�enyeinknek megfelel, s}ot n: iter�altja a teljes Xvagy U n X halmaz; ebb}ol akarjuk el}o�all��tani In+1-et. Nyilv�an ha In+1 � Infenn�all, akkor minden X 2 In+1 sz�am els}o n iter�altja X -be vagy U n X -be esikatt�ol f�ugg}oen, hogy az egyes ak sz�amok mit ��rnak el}o (0 � k � n). K�et esetetk�ul�onb�oztet�unk meg: 31



1. Ha an = 0, akkor az indukci�os feltev�es miatt T n(In) = U n X . Ebb}olk�ovetkez}oen T n+1(In) = U .(a) Ha an+1 = 0, akkor T n+1(In+1) � U n X is fenn kell, hogy �alljon;enn�el mi m�eg t�obbet szeretn�enk: a tartalmaz�as helyett egyenl}os�eget.Vil�agos, hogy a T n+1(In+1) = [0; 1=2) �osszef�ugg�es igaz lesz, ha In+1-etIn-b}ol �ugy konstru�aljuk meg, hogy azokat az Y 2 In-eket, melyekreT n+1(Y ) =2 U n X , In-b}ol egyszer}uen elhagyjuk. In+1 6= ;, mert Inelemei "fel�enek" (n + 1). iter�altja X -be, a m�asik "fel�e�e" pedig X -enk��v�ul esik.(b) Ha an+1 = 1, akkor a T n+1(In+1) = X egyenl}os�eg akkor �es csak akkor�all fenn, ha In+1 megkonstru�al�asakor In-b}ol elhagyjuk azokat az Yelemeket, melyekre T n+1(Y ) =2 X . Vil�agos, hogy itt is In+1 6= ;.2. Az an = 1 esethez teljesen hasonl�oan j�arunk el. Most T n(In) = X , s ism�etT n+1(In) = U . Az (a) �es (b) pontokban le��rt konstrukci�os l�ep�esek sz�o szerint�atvihet}ok.A fenti elj�ar�as nem hat�arozza meg, hogy konkr�et a0a1a2 : : : an sorozathoz milyenXbin�aris sz�amot v�alasszunk. Megmutathat�o, hogy az esetek nagy r�esz�eben az X =0; b0b1b2 : : : bn v�alaszt�as megfelel}o, ahol bk = 1 pontosan akkor, ha az a0a1a2 : : : aksorozatban p�aratlan sok 1-es sz�amjegy szerepel.L�assunk n�eh�any p�eld�at! Ha az el}o��r�asi sorozat 101101, akkor az X = 0; 110110sz�am t��zes sz�amrendszerben az 54=64, 10=32, 10=16, 2=8, 1=2 p�alyakezdetet ge-ner�alja, amely val�oban megfelel az el}o��r�asnak. A 011100 sorozathoz az X =0; 010111 bin�aris sz�am tartozik, melynek p�aly�aja a 23=64, 23=32, 9=16, 1=8, 1=4t��zes sz�amrendszerbeli sz�amokkal indul, ez ism�et csak megfelel}o. Azonban az 10el}o��r�asi sorozathoz tartoz�o X = 0; 11 kettes sz�amrendszerbeli sz�am p�aly�aj�anakels}o k�et tagja 3=4, 1=2: az ut�obbi nem teljes��ti az el}o��r�ast. Az ilyen probl�em�asesetekben a fenti szab�alyt kicsit m�odos��tani kell: egy X-hez el�eg k�ozeli X 0 sz�amm�ar teljes��teni fogja az el}o��r�asi szab�alyt, itt p�eld�aul az X 0 = 0; 111 bin�aris sz�ammegfelel}o (a p�alya a 7=8, 1=4 sz�amokkal indul).32



2.4. �abra: Az eredeti �es a "behorpasztott" T (x) f�uggv�eny2.5. A logisztikus g�orbeEgy igaz�an �erdekes kaotikus jelens�egre bukkanunk, ha T gra�konj�anak cs�ucs�ategy kiss�e "behorpasztjuk", t�or�esmentess�e: di�erenci�alhat�ov�a t�eve az �ujonnan ke-letkezett f�uggv�enyt (2.4. �abra).A logisztikus g�orbe nem ez, hanem az L(x) = � � x(1 � x) parabola, ez a k�etf�uggv�eny nagyon hasonl��t egym�ashoz iterat��v tulajdons�agokban is. L nyilv�an�atmegy az orig�on �es az (1; 0) ponton, tov�abb�a az (1=2;�=4) ponton is.L els}o vizsg�alata Verhulst nev�ehez f}uz}odik, }o vette �eszre 1845-ben, hogy bizonyos�allatpopul�aci�ok �eves v�altoz�as�at L-hez hasonl�o kvadratikus iter�aci�ok ��rj�ak le. Ag(x) = ax line�aris iter�aci�o a gn(x) = anx exponenci�alis alakot �olti, ak�arcsak akamatoskamat-sz�am��t�asi k�eplet, ahol a a kamatl�ab, n pedig a befektet�es �ota elteltid}oszakok (pl. �evek) sz�ama. Verhulst munk�ass�aga el}ott a popul�aci�ok n�oveked�es�eta kamatoskamathoz hasonl�o m�odon sz�am��tott�ak. A probl�ema ez ut�obbival azvolt, hogy v�eges �eletter�ulet nem fogadhat be v�egtelen sok egyedet. Nyilv�an egyelegend}oen sok�aig kamatoz�o p�enz�osszeg tetsz}olegesen naggy�a n}ohet, bolyg�onkon(vagy annak egy bizonyos r�esz�en) viszont csak v�eges sok �el}ol�eny sz�am�ara van hely,ha felt�etelezz�uk, hogy l�etezik minim�alis egyedm�eret (ez konkr�et faj eset�en nyilv�anteljes�ul).1963-ban Lorenz felfedezte, hogy pontosan L(x) ��rja le egyes folyamatok bi-33



zonyos aspektusait, ha � > 2. Az�ota a l�ezer�zik�aban, hidrodinamik�aban, ak�emiai reakci�ok mozg�astan�aban v�egzett elm�eleti munka al�at�amasztotta Verhulstt�orv�eny�enek gyakorlati l�etjogosults�ag�at is ([14], 6. o.).F�uggv�eny�unk egy igen r�eszletes elemz�ese megtal�alhat�o [9]-ben, itt csak utalunk azottani eredm�enyekre. Nagy szerepet j�atszanak L periodikus pontjai �es az ezekhezegyre k�ozel��t}o nemperiodikus sorozatok.De�n��ci�o. Azt mondjuk, hogy az fakg1k=1 sorozat a p1; p2; : : : ; pn hat�arciklushozk�ozel��t, ha minden 1 � m � n pozit��v eg�eszre al�n+m ! pm, ha l !1. (2.9.)De�n��ci�o. Azt mondjuk, hogy az fakg1k=1 sorozat a p1; p2; : : : ; pn; : : :hat�arp�aly�ahoz k�ozel��t, ha l !1 eset�en al ! pl. (2.10.)L iter�altjait fogjuk vizsg�alni 0 < � � 4 eset�en.1. A 0 < � � 1 esetben egyetlen periodikus pont van: a 0 �xpont. Ap�alyaelemek sorozata ehhez a �xponthoz konverg�al. Ennek az az oka, hogyaz y = L(x) f�uggv�eny csak az orig�oban pontban metszi az y = x f�uggv�enyt.2. Ha 1 < � � 3, akkor szint�en egyetlen periodikus pont van: (� � 1)=�, ez�xpont. A 0-t �es az 1-et tartalmaz�o p�aly�akt�ol eltekintve minden p�alyasorozatehhez tart, amint n ! 1. A konvergenci�anak az a magyar�azata, hogy azy = L(x) �es az y = x f�uggv�eny egyetlen pontban, 45o-n�al kisebb sz�ogbenmetszik egym�ast, �es a p�alyaelemek ehhez a metsz�esponthoz k�ozel��tenek.3. Ha � > 3, a konvergens viselked�es megsz}unik. A k�et f�uggv�eny 45o-n�alnagyobb sz�ogben metszi egym�ast, ��gy (�xponthoz tart�o) konvergenci�ar�olnem lehet sz�o. L�eteznek viszont n-periodikus pontok, melyeket a t�obbip�alya elemei (n�eh�any p�alya itt is kiv�etel) fokozatosan megk�ozel��tenek:(a) Ha 3 < � � 1 + p6, akkor k�et periodikus pont van, ezek szint�en �-t�ol f�uggenek. A p�alyasorozatok az ezen k�et periodikus pontb�ol �all�ohat�arciklushoz k�ozel��tenek. 34



(b) A 1 + p6 � 3; 449 < � � 3; 544 : : : esetben 4, a 3; 544 : : : <� � 3; 564 : : : esetben 8, a 3; 564 : : : < � � 3; 568 : : : esetben16 periodikus pont van, s ez ��gy megy �ujabb �es �ujabb 2-hatv�anyhossz�u hat�arciklusokkal a v�egtelens�egig, m��g � el nem �eri a b}uv�os3; 569945672 : : : sz�amot.A � = 3; 569945672 : : : param�etern�el tulajdonk�eppen nincsen hat�arciklus: ap�aly�ak �allapotelemei teljesen v�eletlenszer}uen v�altakoznak. Ez az�ert nem teljesenigaz, mert a p�alyasorozatok egy id}o ut�an hat�arozottan az [1=4; 19=20] intervallu-mon bel�ulre esnek, s 0; 6 �es 0; 8 k�oz�ott pedig egy�altal�an nincsenek elemek. �Ugyt}unik, a dinamik�at most nem egy v�eges ciklus, hanem a [0; 1] intervallum egyv�egtelen sok pontb�ol �all�o r�eszhalmaza ir�any��tja, melynek elemei valahol 0; 25 �es0; 6 illetve 0; 8 �es 0; 95 k�oz�ott helyezkednek el.A 3; 569945672 : : : �es 4 k�oz�otti �ert�ekekhez tartoz�o dinamikus rendszerek k�oz�ottnagyon sokf�ele viselked�es}u tal�alhat�o. N�eh�any2 p�eld�aul, amelyekre � � 3; 839,nagyr�eszt olyan p�aly�akat tartalmaz, amelyek 3-periodikus hat�arciklusokhozk�ozel��tenek. A h�att�erben megh�uz�od�o jelens�eg bonyolults�ag�ar�ol a 2.5. �abra pr�ob�alk�epet adni, melynek v��zszintes tengely�ere �-t (� 2 [3; 4]), a f�ugg}oleges tengelyrepedig a hat�arp�aly�ak xj pontjait (j = 1; 2; : : : ; n) m�ert�uk fel.J�ol l�athat�o a hat�arciklusok kett�eoszt�od�asa: ezt a jelens�eget bifurk�aci�onak nevezik.A bifurk�aci�os pontokra a tov�abbiakban a �1; �2; : : : ; �n; : : : szimb�olumokkal hi-vatkozunk, ��gy pl. �1 = 3, �2 = 1 +p6, : : :, limn!1�n = 3; 569945672 : : :2.6. Az M(x) = x2 + � iter�aci�oEgy m�asik nemline�aris dinamikus rendszer az M(x) = x2 + � iter�aci�o, ahol �2 �� � 1=4, �2 � x � 2. Enn�el egyszer}ubb kvadratikus iter�aci�onak csak az M 0(x) =x2 vagy az M 00(x) = c � x2 f�uggv�enyeket v�alaszthatn�ank; M 0 ��gy is speci�alis eseteM -nek.2A "n�eh�any" m�eg ebben az esetben is v�egtelen sok dinamikus rendszert jelent.35



2.5. �abra: L(x) bifurk�aci�o-diagramja(az 1=2-et tartalmaz�o hat�arp�aly�ak; a seg�edvonalakegym�ast�ol 1=10 egys�egnyi t�avols�agban vannak)
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M nagyon hasonl�oan viselkedik L-hez. Meg�gyelhetj�uk, hogy a �0; 75 � � <0; 25, �1; 25 � � < �0; 75, �1; 375 � � < �1; 25, �1; 394 � � < �1; 375�es �1; 399 � � < �1; 394 esetekben rendre 1-, 2-, 4-, 8- �es 16-periodikushat�arciklusok ir�any��tj�ak a dinamik�at. A hat�arciklusok hossza L-hez hasonl�oandupl�az�odik, m��gnem � el�eri a �1 = �1; 4011 : : : sz�amot, s az ekkor megjelen}odinamikus rendszer p�aly�ai t�ulnyom�o r�esz�enek3 elemei egyre k�ozelebb �es k�ozelebbker�ulnek a [�2; 2] intervallum egy v�egtelen sok pontb�ol �all�o r�eszhalmaz�ahoz. Ar�eszleteket a 2.6. �abra mutatja: a v��zszintes tengelyre �-t (�2 � � � �0; 75),a f�ugg}oleges tengelyre pedig ism�et a hat�arp�aly�ak xj periodikus pontjait (j =1; 2; : : : ; n) m�ert�uk fel.A 2.5. �es a 2.6. �abra k�oz�otti hasonl�os�ag igen szembet}un}o. Nemcsak a 3 � � < �1�es a �1 < � � �0; 75 szakaszon, hanem ott is, ahol a p�aly�ak s}ur}uv�e v�alnak:1. Hasonl�o m�ert�ekben "t�agul" L �es M hat�arp�aly�ainak halmaza, m��gnem a � =4 �es � = �2 esetekben mindkett}o a [0; 1] illetve [�2; 2] intervallumokon iss}ur}uv�e v�alik.2. Mindk�et �abr�an "lyukak" fedezhet}ok fel: bizonyos intervallumokon v�egeshossz�u hat�arciklusok jelennek meg.Bizony��that�oan �osszef�ugg�es van a bifurk�aci�os pontok t�avols�agai k�oz�ott. Aszomsz�edos bifurk�aci�os t�avols�agar�anyok egy univerz�alis sz�amhoz, a � Feigenbaum-�alland�ohoz tartanak ([5]):T�etel. limn!1 �n � �n�1�n+1 � �n = limn!1 �n � �n�1�n+1 � �n = � = 4; 66920160910 : : : (2.11.)2.7. A Mandel-�- �es a Mandelbrot-halmazNagyon �erdekes �abr�akat nyer�unk, ha az L �es M iter�aci�ok komplex sz�amokat istartalmaz�o p�aly�ait vizsg�aljuk.3"T�ulnyom�o r�esz": csak megsz�aml�alhat�oan sok ellenp�elda l�etezik, ami eleny�esz}o b�armelyintervallum �osszes elem�ehez k�epest (ld. az (1.3.) t�etel bizony��t�as�at).37



2.6. �abra: M(x) bifurk�aci�o-diagramja(a 0-t tartalmaz�o hat�arp�aly�ak; a seg�edvonalakegym�ast�ol 1=10 egys�egnyi t�avols�agban vannak)38



V�alasszunk egy � vagy � komplex param�etert, s tekints�uk a z1 = 1=2 illetvez1 = 0 pontokon �atmen}o fzng p�alyasorozatot. Ha ez a sorozat korl�atos, akkorazt mondjuk, hogy � illetve � eleme a Mandel-�- illetve a Mandelbrot-halmaznak,att�ol f�ugg}oen, hogy L-et vagy M -et iter�altuk.Az ��gy nyert k�et halmaz pontos meghat�aroz�asa neh�ez, gyakorlatilag lehetet-len feladat. Ha sz�am��t�og�eppel akarjuk �abr�azolni, rendszerint azt vizsg�aljuk,hogy L illetve M iter�altjainak abszol�ut�ert�ekei t�ull�epnek-e egy olyan R sz�amot,melyre az orig�o k�oz�eppont�u R sugar�u k�or�on k��v�ul hat�arozott val�odi divergenciavan. Bebizony��that�o, hogy mindk�et halmaz eset�eben az R = 2 sz�am megfelel}o.Sz�am��t�og�epes �abr�azol�asn�al a halmazok szerkezet�er}ol jobb k�epet kapunk, ha azokata pontokat is felt�untetj�uk, melyek nem elemei ugyan a halmazoknak, de "k�ozel"vannak hozz�ajuk: azt vizsg�aljuk, hogy a fzng p�alya h�anyadik tagj�at�ol esnek asorozat elemei a jzj = 2 k�or�on k��v�ulre, s ett}ol f�ugg}oen az egyes � illetve � pon-tokat k�ul�onf�ele sz��n�arnyalatokkal jel�olj�uk. A 2.7. �es 2.8. �abr�an a Mandel-�- �esa Mandelbrot-halmazt l�atjuk, amint azokat k��v�ulr}ol az �un. ekvipotenci�alis g�orb�ek�altal k�ozrefogott s�avok k�ozel��tik.Mit mondhatunk az �abr�ak alapj�an? A � �es � param�etereknek a komplex s��kra val�okiterjeszt�es�evel szeml�eletesen igaznak t}unik, hogy a k�et dinamika alapvet}oen ha-sonl�o jelleg}u. A k�et geometriai forma nem ugyanolyan, de sok hasonl�os�agot mutat:mintha egyre kisebb �es kisebb k�or�ok csatlakozn�anak egym�ashoz, s ezek v�egtelenrendszer�et hajsz�alv�ekony sz�alak k�otn�ek �ossze (2.9. �abra). Az is igen meglep}o, hogya bifurk�aci�os �es kaotikus jelens�egek nemcsak a val�os tengelyen, hanem a komp-lex s��k k�ul�onb�oz}o r�eszein is meg�gyelhet}ok. Am��g azonban a val�os tengelyen alimn!1�n �es limn!1�n �un. Feigenbaum-pontokhoz egyre k�ozeledve peri�odus-kett}oz}od�est�ort�enik, addig a komplex s��kon "trifurk�aci�okat", "tetrafurk�aci�okat" �es �altal�abanminden pozit��v eg�esz n-re fell�ep}o peri�odus n-szerez}od�eseket tapasztalunk. (A2.7. �es 2.8. �abr�an felt�untetett sz�amok az adott r�egi�o { �altal�aban egy k�orszer}ualakzat { jellemz}o hat�arciklushossz�at mutatj�ak.)A s��kon nagyon szeml�eletesen, szinte �lmszer}uen bemutathat�o, hogyan n-szerez}odik meg egy hat�arciklus hossza. A 2.10. �abr�an a Mandelbrot-halmaz39



2.7. �abra: A Mandel-�-halmaz(az els}o 30000 k�uls}o ekvipotenci�alis g�orbe �altal hat�arolt s�avok szerinti k�uls}ok�ozel��t�es: a halmaz a bels}o fekete r�eszek �osszess�ege;a � param�etert a �2� 3i �es az 5 + 3i �atellenes cs�ucs�u,a k�et tengellyel p�arhuzamos oldal�u komplex t�eglalapb�ol v�alasztottuk)
40



2.8. �abra: A Mandelbrot-halmaz(az els}o 30000 k�uls}o ekvipotenci�alis g�orbe �altal hat�arolt s�avok szerinti k�uls}ok�ozel��t�es: a halmaz a bels}o fekete "almaemberke" s a hozz�a kapcsol�od�o r�eszek�osszess�ege; a � param�etert a �2� 1; 34i �es az 1 + 1; 34i �atellenes cs�ucs�u, a k�ettengellyel p�arhuzamos oldal�u komplex t�eglalapb�ol v�alasztottuk)
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2.9. �abra: A Mandelbrot-halmaz egy jellemz}o r�eszlete
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a) b) c)2.10. �abra: Trifurk�aci�os jelens�eg a Mandelbrot-halmazban(a zn sorozat k�es}obbi elemeit s�ot�etebb sz��n}u, kisebb sugar�u k�or�ok jelzik: ezekk�oz�eppontjai alkotj�ak mag�at a sorozatot)h�arom z � �0; 12754 + 0; 64196i k�or�uli, egyre "fentebb" l�ev}o pontj�ahoz tar-toz�o p�alyasorozatot �gyelhet�unk meg: ezen a ter�uleten h�aromszoroz�odik aperi�odushossz (a �xpontb�ol h�arom elem}u hat�arciklus lesz).M�eg l�atv�anyosabb pentafurk�aci�o j�atsz�odik le a z � �0; 47183 + 0; 49791i pontk�ozel�eben (2.11. �abra).A halmaz sz�el�en, a k�orszer}u alakzatok hat�arain a szab�alyos viselked�es n�eholszab�alytalann�a, kaotikuss�a v�alik: a fzng sorozat tagjai �onmagukon s}ur}u halma-zokon v�andorolnak (2.12. �abra).2.8. A Mandelbrot-halmaz �es a k�aoszA Mandelbrot-halmaz �es a kvadratikus, k�ob�os �es egy�eb polinomi�alis (illetve ra-cion�alis) dinamik�ak �altal gener�alt, a komplex s��k r�eszhalmaz�at alkot�o frakt�alokkutat�asa az elm�ult 20 �evben bontakozott ki Benoit Mandelbrot korszakalkot�o [11]k�onyv�evel �es m�as matematikusok munk�ass�ag�aval. Hogy �eppen a Mandelbrot-halmaz v�alt a vizsg�alatok egyik k�ozponti t�argy�av�a, annak az az oka, hogy a dina-mika igen egyszer}u, a halmaz szerkezete azonban elk�epzelhetetlen�ul komplik�alt.P�eldak�eppen csak annyit eml��t�unk, hogy az �un. molekul�ak (melyek a k�orszer}uatomok egym�ashoz kapcsol�od�o v�egtelen sokas�aga) v�egtelen �osszess�ege a "nagy"almaemberk�ehez kv�azi-hasonl�o m�ertani form�akat alkotnak: ez a majdnem �onha-43



a) b)
c) d)2.11. �abra: Pentafurk�aci�o a Mandelbrot-halmazban

a) b)2.12. �abra: Kaotikus viselked�es a Mandelbrot-halmazbana z � �0; 50938 + 0; 51043i �es a z � �0; 51564 + 0; 52296i pontok k�ozel�eben
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sonl�os�ag a frakt�alok egy jellemz}o von�asa.A tov�abbiakban a Mandelbrot-halmazt a r�ovids�eg kedv�e�ert M-mel jel�olj�uk.Elemi analitikus eszk�oz�okkel k�onnyen igazolhat�o, hogy M korl�atos. Douady �esHubbard 1982-ben megmutatt�ak, hogyM egyszeresen �osszef�ugg}o, vagyis nem tar-talmaz lyukakat ([4]). Ehhez azt kell bel�atni, hogy az ekvipotenci�alis g�orb�ek egy-szer}u z�art g�orb�ek. Shishikura 1991-ben bebizony��totta, hogy M hat�arhalmaz�anakHausdor�-dimenzi�oja 2, m��g topologikus dimenzi�oja 1 ([16]). Ez az�ert fontoseredm�eny, mert �onhasonl�o form�ak egy igen sz�eles k�or�ere igaz, hogy azok Hausdor�-dimenzi�oja nagyobb, mint topologikus dimenzi�ojuk: ezzel matematikai �ertelembenis igazol�ast nyert, hogy szoros kapcsolat van a komplex dinamikai rendszereketle��r�o divergencia-gra�konok �es eg�eszen m�as t��pus�u frakt�alok k�oz�ott.T�obben M ter�ulet�et pr�ob�alj�ak kisz�am��tani komplex f�uggv�enytani �es numerikusm�odszerekkel. Egyel}ore nem lehet sokkal t�obbet tudni ann�al, hogy a ter�ulet1,506302 �es 1,5613027 k�oz�ott van ([19]): arr�ol sincs fogalmunk, hogy ez a sz�amracion�alis vagy sem.Sz�amos m�as k�erd�es is tiszt�azatlan M tulajdons�agaival kapcsolatban. Hogymennyire nem vil�agos, mi is t�ort�enik konkr�et � param�eterek v�alaszt�asakor, aztj�ol mutatja J. C. Sprott amerikai �zikus az Interneten hozz�af�erhet}o [17] cikke,melyb}ol dolgozatunk v�eg�en r�eszleteket k�ozl�unk. Sprott ��r�as�aban a sci.fractalslevelez}olista �ot hozz�asz�ol�asa olvashat�o, ebb}ol kett}ot id�ez�unk. (A kor�abban nemde�ni�alt fogalmakat d}olt bet}uvel kiemelt�uk; a pontos de�n��ci�ok megtal�alhat�okpl. [19]-ben.)"A Mandelbrot-halmaz �es a k�aosz(J. C. Sprott, 1997. j�ulius 3.)�Erdekes k�erd�es, hogy mely z1-ekre kapunk kaotikus p�aly�at. Egy BASIC nyelv}uprogrammal numerikusan pr�ob�altam v�alaszt keresni erre. A program n = 16000-igvizsg�al�odik: periodik�akat keres, s ha egy p�alya korl�atos marad, de nem periodikus45



2.13. �abra: Sprott sz�am��t�og�epes programj�anak fut�asi eredm�enyen = 16000-ig, akkor azt kaotikusnak tekinti. A 2.13. �abr�an l�athat�o a gra�kuseredm�eny.A k�epen a feh�er pontok azokat a z1-eket jel�olik, amelyekhez tartoz�o p�alya nemkorl�atos. A fekete reprezent�alja a kaotikus, a s�ot�etk�ek a �x pontokat. A fennma-rad�o sz��nek modulo 13 mutatj�ak a peri�odusok hossz�at.Kaotikus viselked�est a halmaz hat�ar�an tapasztalunk, illetve a val�os tengelyenbalfel�e. Az x-tengely ment�en a dinamik�at az xn = x2n�1 + a lek�epez�es ir�any��tja,melyr}ol ismert, hogy kaotikus, ha �2 < a < �1; 4011, legal�abbis az a param�eterekt�obbs�eg�en�el. Az x-tengelyen k��v�uli l�atsz�olag kaotikus p�aly�ak a 16000-es korl�atemel�es�evel egyre elt}unnek, sz�amuk mintha 0-hoz tartana.46



Ha csakM hat�ar�an lehetnek kaotikus p�aly�ak (s ez t}unik igaznak), akkor fell�ep�es�ukval�osz��n}us�ege legfeljebb annyi, mint amekkora val�osz��n}us�eggel egy pont a halmazhat�ar�ara esik. M�eg nem bizony��tott, hogy M hat�ar�anak nem z�erus ter�ulete van.Hasonl�oan az sincs bizony��tva, hogy ha egy pont a komplex sz�ams��k egy v�egestartom�any�aba esik, akkor nem z�er�o val�osz��n}us�eggel a hozz�a tartoz�o p�alya kaotikuslesz. �Ugy t}unik, hogy ez a val�osz��n}us�eg rettent}oen kicsi, s}ot, v�elhet}oen 0.Az x-tengelyen k��v�uli fekete pontok val�osz��n}uleg csak a tranziens k�aosz jelens�eg�erep�eld�ak. Ezek v�eg�ul is vagy a v�egtelenbe tartanak, vagy periodikus ciklusbannyugszanak meg, b�ar n�emely esetben ezeket a p�aly�akat t�obb, mint 1010 iter�aci�oigk�ovetve sem tal�altam periodicit�ast, de val�odi divergenci�at sem. Ezek k�oz�ul az ape-riodikus pontok k�oz�ul n�eh�anyr�ol kimutathat�o, hogy Ljapunov-exponens�uk 4 ponto-san 0. Az ezekhez a pontokhoz tartoz�o p�aly�ak aperiodikusak, frakt�alisak; azok ap�aly�ak, melyek kezdeti felt�etelei egym�ashoz k�ozel vannak, ingadoz�oan k�ul�on�ulnekel egym�ast�ol; de ez az elk�ul�on�ul�es nem n}o, sem exponenci�alisan, sem m�ask�epp.�Ugy t}unik, ezekre a pontokra nem �erv�enyes a kezdeti felt�etelekt}ol val�o �erz�ekenyf�ugg�es, pedig ez a tulajdons�ag rendszerint a k�aosz meghat�aroz�o jellemz}oje. Ezzelellent�etben a val�os tengelyen l�ev}o pontok p�aly�ai a �2 < a < �1; 4011 param�eterekt�obbs�eg�eben teljesen kaotikusak.�Igy M b�armennyire is bonyolult, szemmel l�athat�olag elhanyagolhat�oan kev�esval�odi kaotikus p�aly�at tartalmaz.Bob Beland megjegyz�ese (1997. j�unius 6.):A komplex s��k pontjai k�ul�onb�oz}o t��pusokba sorolhat�ok:� A halmazon k��v�ul, a k�ozelben semmi: a p�alya a v�egtelenbe tart.� A halmazon bel�ul, nem a hat�aron: a p�alya egy vonz�o ponthoz konverg�alvagy cikliz�al (azaz egy hat�arciklushoz k�ozel��t).4A Ljapunov-exponens azt fejezi ki, hogy a k�ozeli pontokat az iter�aci�o �atlagosan milyenexponenci�alis rendben t�avol��tja egym�ast�ol. Ha pozit��v, akkor a lek�epez�es �erz�ekenyen f�ugg akezdeti adatokt�ol ([9], 32. o.). 47



� A halmaz sz�el�en, egy sz�al v�eg�en vagy sz�al-el�agaz�asn�al: a p�alya egy v�egestasz��t�o ciklushoz k�ozel��t.� A halmaz sz�el�en, m�as sz�al-pontokban, melyekhez irracion�alis k�uls}o sz�og tar-tozik: kaotikus p�alya.� A halmaz sz�el�en, egy kardioid cs�ucs�an vagy r�ugy-kapcsol�od�asi pontban (egyvagy t�obb racion�alis k�uls}o sz�og): a p�alya egy gyeng�en vonz�o ciklushoz vagyponthoz k�ozel��t.� A halmaz egy komponens�enek sz�el�en, nem cs�ucson, tal�an r�ugyek egyv�altakoz�o sorozat�anak hat�ar�an�al, irracion�alis k�uls}o sz�ogn�el: a p�alya kao-tikus (a Julia-halmaznak Siegel-lemezei vannak).Jay R. Hill megjegyz�ese (1997. j�unius 26.):Vannak olyan k�ul�onleges pontok, melyek egy-egy komponens hat�ar�an fekszenek,racion�alis sz�og tartozik hozz�ajuk: ezek konverg�alnak. Vannak tov�abb�a irracion�alissz�og}u pontok a halmaz hat�ar�an, melyekhez kaotikus p�alya tartozik. De �eppen azokvannak a halmaz sz�el�en, amelyek Ljapunov-exponense 0-val egyenl}o. 1994. febru�ar16-�an ezekr}ol a kaotikus pontokr�ol k�uldtem egy list�at, n�egy ezek k�oz�ul: 0; 33 +0; 06i, 0; 36 + 0; 16i, 0; 24 + 0; 64i, �0; 47 + 0; 54i. Ami pedig a tranziens k�aosztilleti, nos, �en t�obb mint 107 iter�aci�on kereszt�ul k�ovettem a p�aly�akat. M�eg mindigmennek, �or�okk�on-�or�okk�e kaotikus �utjaikon. Az utak maguk is frakt�alok, a gener�altk�ep pedig el�eg m�ok�as."
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