Feladat. Tudjuk, hogy z,y € Q, tovabba z'/3 4+ y/3 = 1. Igazolando, hogy
z'/% maga is racionalis.

Megoldas. Jeloljiik 2'/3-t a-val. Ekkor

sty = (w1/3+y1/3) ((x1/3)2—x1/3y1/3+ (y1/3)2>
1-(a>—a-(1-a)+ (1-a)?
3a> —3a+1=3a(a—1)+1.

Vilagos, hogy ha x és y racionalis, akkor x+y is az, igy 3a(a—1)+1 is racionalis,
de akkor 3a(a — 1) és a(a — 1) is az.

Azt fogjuk — altalanossagban — megmutatni, hogy amennyiben a(a — 1) raci-
onalis, tovabb4 a? is, akkor az maga ut4n vonja azt is, hogy a racionalis.

Tegyiik fel tehat, hogy a(a—1) racionalis. Ez azt jelenti, hogy valamely (p; q) = 1
egész szamparra a(a — 1) = p/q. Ez ekvivalens a ga®> — qa — p = 0 egyenlettel,

melynek gydkei:
ayq = 1TV 4P
s 2q °

Mindez ugy is fogalmazhato, hogy abbdl a ténybdl, hogy a(a — 1) racionélis,
kovetkezik, hogy a felirhaté
A+BVC
a=——— (1)
D

alakban, ahol A, B, C' és D valamennyien egész szdmok (specidlisan A = gq,
B=1,C = ¢*>+4pq és D = 2q), s6t, feltehetd, hogy C nem négyzetszam (ha a
négyzetgyok alatt négyzetszam allna, akkor B-t O-nak vélasztjuk). Vizsgaljuk

meg, milyen kovetkezményekkel jar, hogy egy ilyen forméaban felirhaté a szam
k&be is racionalis. Ekkor nyilvan

g - A2+34°BVC+3A4B°C+BCVC
- 55
A% +3AB?C + B(34% + B2C)V/C
D3 ‘

Mivel a® racionalis, ezért /C szorzdja nyilvanvaloan 0 kell, hogy legyen. Vagyis
B = 0 vagy 342 + B2C = 0 mindenképpen fennall.

Ha B = 0, akkor (1) szerint a mindenképpen racionalis. Tegyiik fel most, hogy
3A% + B2C = 0. Beirva A, B és C helyére ¢-t, 1-et és ¢> + 4pg-t, a

3 +¢*+4pg=0

egyenlGséghez jutunk, amibsl — mivel ¢ # 0 — p + ¢ = 0 adodik, ami csak
gy lehetséges, ha p = 1 és ¢ = —1 vagy p = —1 és ¢ = 1. De ekkor C-re
negativ szamot, —3-at fogunk kapni, ami arra utal, hogy ez az eset (marmint a
3A2 + B%2C = 0 egyenldség) nem fordulhat els.



