
6. Az Analitikus Számelmélet Néhány Kérdése.

6.1. Az e transzcendens szám.

Anaĺızisbeli segédeszközök.
6.1.A Tétel. Legyenek h1, h2, . . . , hn az [a, b] intervallumon integrálható
függvények, továbbá d1, d2, . . . , dn ∈ R. Ekkor

b∫
a

(
n∑
i=1

dihi(x)

)
dx =

n∑
i=1

di

b∫
a

hi(x)dx.

6.1.B Tétel. Ha az f, g függvények differenciálhatók az [a, b] interval-
lumon, akkor

b∫
a

f(x)g′(x)dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
b∫

a

f ′(x)g(x)dx.

6.1.C Lemma. Legyen g, h ∈ R[x]. Ha g(x) = h(x)e−x minden
x ∈ R-re, akkor g, h a zéró polinom.
6.1.D Lemma. Tetszőleges c ≥ 0 valós számra lim

n→∞
cn

n!
= 0.

Bizonýıtás. Legyen m > 1, m > 2c. Ekkor

cn

n!
=
c

1
· c

2
. . .

c

m− 1
· c
m
· c

m+ 1
. . .

c

n

≤ c

1
· c

2
. . .

c

m− 1︸ ︷︷ ︸
d

· 1

2
· 1

2
. . .

1

2
=

d

2n−m+1

Az álĺıtás ezek után nyilvánvaló.

A valós számok egy speciális közeĺıtése racionális számokkal
Fölhasználjuk, hogy a racionális számok halmaza a valós számok

halmazának egy sűrű részhalmaza, azaz, ha α ∈ R, akkor bármely α-
t tartalmazó intervallumban van racionális szám. Formálisan ez azt
jelenti, hogy

bármely α ∈ R és ε > 0−hoz van olyan m,m1 ∈ Z és ε1 ∈ R
úgy, hogy |ε1| < ε és

α =
m1

m
+ ε1.

Számunkra egy ennél jobb, élesebb approximáció lesz szükséges. Általában
egy közeĺıtésnél az eltérés abszolút értékét kell csökkenteni, ill. kicsinek
választani. Ilyen az előbbi közeĺıtés is. Ennél jobbnak tekinthetők bi-
zonyos esetekben azok a racionális approximációk, amelyeknél nemcsak
az eltérés, hanem annak egy számszorosa (s gyakran ez a szám nagy)
is kicsi. Pontosabban fogalmazva egy ilyen közeĺıtés a következő.
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Defińıció. Legyen a ∈ R és ε > 0. Ha van olyan |ε1| < ε valós szám
és m,m1 egészek, hogy

a =
m1 + ε1

m
,

akkor azt mondjuk, hogy a erősen approximálható racionális számokkal.
E fogalom lényegében Liouville-től ered. Ő vette észre először

(1844-ben), hogy az algebrai számok a
”
rosszak”, mı́g a transzcenden-

sek a
”
jók” a racionális számokkal való approximációkor. Erre utalt

a korábbi 4.5.2. Következmény is. Meg fogjuk mutatni, hogy nem
minden valós szám közeĺıthető meg ı́lymódon racionális számokkal, ne-
vezetesen, az erősen is approximálható valós számok irracionálisok, sőt
az e és a π ilyetén tulajdonsága döntő fontosságú lesz a későbbiekben.

Példa. Megmutatjuk, hogy az e szám közeĺıthető ı́lymódon is raci-

onális számokkal. Ismeretes, hogy e =
∞∑
k=0

1
k!

, s legyen valamely n ≥ 1-

re An =
n∑
k=0

1
k!

. Ekkor

e = An +
1

(n+ 1)!

(
1 +

1

(n+ 2)
+

1

(n+ 2)(n+ 3)
+ . . .

)
≤ An +

1

(n+ 1)!

(
1 +

1

2
+

1

22
+

1

23
+ . . .

)
= An +

2

(n+ 1)!
.

Legyen ε > 0 tetszőleges, s n > 2
ε
, azaz 2

n
< ε. Ha m = n!, m1 =

n!An (ez egész!), akkor ε1 választható a ḱıvánalmaknak megfelelően.

6.1.1. Álĺıtás. Legyen α ∈ R olyan, hogy minden valós ε > 0−hoz
van olyan m,m1 ∈ Z, s ε1 ∈ R úgy, hogy 0 < |ε1| < ε és

α =
m1 + ε1

m
.

Ekkor α irracionális.
Bizonýıtás. Tegyük föl, hogy α = p

q
, p, q ∈ Z, q > 0, s legyen ε = 1

2q
.

A föltétel szerint ezen ε-hoz is létezik olyan m,m1, ε1, hogy

α =
p

q
=
m1 + ε1

m
.

Ebből pm− qm1 = qε1 adódik. A bal oldal egész, mı́g a jobb oldalon

0 < |qε1| = q|ε1| < q
1

2q
=

1

2
,

ami ellentmondás.
A példából és a fönti álĺıtásból azonnal adódik a

6.1.2. Következmény. Az e irracionális szám.
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Ezek után már hozzáfoghatunk az e transzcendens voltának iga-
zolásához. Mivel a bizonýıtás meglehetősen hosszú — összevetve az
eddig látott bizonýıtásokkal — előbb megfogalmazzuk a bizonýıtás egy
rövid vázlatát.

A bizonýıtás vázlata.

Tegyük föl, hogy e algebrai szám, legyen t az eQ-fölötti minimálpolinomja.
Ekkor

0 = t(e) = a0 + a1e+ a2e
2 + . . .+ an−1e

n−1 + en.

Nyilván a0 6= 0. Az együtthatók nevezőivel szorozva

c0 + c1e+ c2e
2 + . . .+ cne

n (1)

ahol c0, c1, . . . , cm ∈ Z, és c0 6= 0, cn 6= 0.
Láttuk, hogy e erősen approximálható racionális számokkal. Meg-

mutatjuk, hogy ugyanez teljesül az e hatványaira is, azaz bármely
ε > 0−hoz léteznek olyan ε1, . . . εn nemzéró valós számok, hogy |εi| <
ε i = 1, 2, . . . , n, s olyan m,m1, . . . ,mn egészek, hogy

ek =
mk + εk
m

, ha k = 1, 2, . . . , n.

Ezeket (1)-be helyetteśıtve kapjuk, hogy

(c0m+ c1m1 + . . .+ cnmn) + (c1ε1 + c2ε2 + . . .+ cnεn) = 0.

Ha az összeg első tagjáról ki tudjuk mutatni, hogy egy nemzéró egész,
s a másodikról pedig azt, hogy abszolút értéke kisebb 1

2
−nél akkor

nyilván ellentmondásra jutunk, s ı́gy e nem lehet algebrai szám.

Az ε-ok és az m-ek előálĺıtása

Az elkövetkezőkben elemi anaĺızisbeli eredményeket használunk föl,
s álĺıtásaink egy része is ilyen jellegű. Ezek bizonýıtását általában nem
részletezzük.

6.1.3. Lemma. Tetszőleges k ≥ 0 egészhez vannak olyan gk, hk R
fölötti polinom, hogy minden r ∈ R−re

r∫
0

xke−xdx = k!− e−rgk(r) (a)

és
r∫

0

(x− r)ke−xdx = hk(r)− e−rk!. (b)

Bizonýıtás. k-szerinti teljes indukciót alkalmazva az 6.1.B Tétel seǵıtségével
azonnal adódnak az álĺıtások.

E lemma seǵıtségével az m,m1,m2, . . . ,mn egészeket
r∫

0

f(x)e−xdx

alakú integrálokkal fogjuk kiszámı́tani.
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6.1.4. Példa Legyen f(x) = 3 + 4x− 10x3. Ekkor

r∫
0

f(x)e−xdx =

r∫
0

(3 + 4x− 10x3)e−xdx

= 3

r∫
0

e−xdx+ 4

r∫
0

xe−xdx− 10

r∫
0

x3e−xdx.

Az előző lemma alapján

r∫
0

f(x)e−xdx = 3(0!− e−rg0(r)) + 4(1!− e−rg1(r))− 10(3!− e−rg3(r))

= (3 · 0! + 4 · 1!− 10 · 3!)− e−r(3g0(r) + 4g1(r)− 10g3(r)).

Nyilván g0, g1, g3 ∈ R[x], ı́gy kaptuk hogy

r∫
0

f(x)e−xdx = m− e−rG(r),

ahol m = 3·0!+4·1!−10·3! ∈ Z, mı́g G(x) = 3g0(x)+4g1(x)−10g3(x) ∈
R[x].

E példa általánośıtása a következő lemma, amely az előző példabeli
konstrukció és az 6.1.C Lemma alapján egyszerűen igazolható.

6.1.5. Lemma. Legyen f ∈ R[x]. Pontosan egy olyan m valós szám
és G ∈ R[x] polinom van, hogy minden r ∈ R-re

r∫
0

f(x)e−xdx = m− e−rG(r),

Defińıció. Legyen az előző lemmabeli f polinom a következő:

f(x) =
xp−1

(p− 1)!
(x− 1)p(x− 2)p . . . (x− n)p,

ahol p egy (nagy) pŕımszám, n pedig e minimálpolinomjának fokszáma.
Legyen továbbá

(ı) m,G(x) az 6.1.5. Lemma alapján ezen f polinomhoz tartozó
valós szám és polinom.
(ıı) mr = G(r), ha r ∈ {1, 2, . . . , n}.

(ııı) εr = er
r∫

0

f(x)e−xdx, r ∈ {1, 2, . . . , n}.

Nyilván deg(f) = np+ p− 1.
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Írjuk föl az előbbi f polinomot (x− r) hatványai szerint rendezve:

f(x) =
1

(p− 1)!
(d0(r) + d1(r)(x− r) + . . .+ dn(r)(x− r)n) (∗)

6.1.7. Lemma. Ha r ∈ {1, 2, . . . , n}, akkor a (∗)- beli jelölésekkel

d0(r) = d1(r) = . . . = dp−1(r) = 0.

Bizonýıtás. Legyen r ∈ {1, 2, . . . , n} rögźıtett. Mivel (x− r)p|f(x),

f(x) =
1

(p− 1)!
(x− r)pg(x)

valamilyen g ∈ Z[x]-re. Ha most g-t (x− r) hatványai szerint ı́rjuk föl,
s azt beszorozzuk (x− r)p-nel azt kapjuk, hogy

f(x) =
1

(p− 1)!

(
bp(x− r)p + bp+1(x− r)p+1 + . . .+ bn(x− r)n

)
ahol bp, . . . , bn ∈ R, amiből az álĺıtás már nyilvánvaló.

Az m,m1, . . . ,mn és az ε1, . . . , εn-ek tulajdonságai.

6.1.8. Lemma.
(a) m egész, és bármely p > n pŕımre p |/m.
(b) Van olyan G1 ∈ Z[x], deg(G1) ≤ n, hogy G(r) = pG1(r) minden
r ∈ {1, 2, . . . , n}−re. Speciálisan, m1, . . . ,mn p-vel osztható egészek.
Bizonýıtás.
(a) f -et rendezzük x hatványai szerint:

f(x) =
1

(p− 1)!

(
ap−1x

p−1 + apx
p + . . .+ anx

n
)
,

ahol ap−1, . . . , an ∈ Z és ap−1 = ±(n!)p 6= 0. Az integrál linearitása
(3.1.A Tétel) miatt

r∫
0

f(x)e−xdx =

r∫
0

1

(p− 1)!

(
ap−1x

p−1 + . . .+ anx
n
)
e−xdx

=
1

(p− 1)!

ap−1

r∫
0

xp−1e−xdx+ . . .+ an

r∫
0

xne−xdx

 .

Az 6.1.3. Lemma (a) része alapján minden egyes integrál egy kéttagú

különbség, amelynek második tagjában szerepel e−r. Így az 6.1.4.

Példában látott módszer seǵıtségével
r∫

0

f(x)e−xdx két összeg különbsége,

amelynek első tagja

1

(p− 1)!
(ap−1(p− 1)! + . . .+ ann!) ,
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mı́g a második e−r×x egy polinomja. Az f polinom defińıciója (ı) pont-
ja, valamint az 6.1.5. Lemma alapján (az egyértelműséget használva)
az első tag éppen m, azaz

m = ap−1 + app+ . . .+ ann(n− 1) . . . (p+ 1)p.

Mivel az ap−1, ap, . . . , an együtthatók egészek, m is egész, s a p pŕım,
ha p > n neki nem osztója (ap−1 = ±(n!)p lévén).
(b) Rendezzük át most f(x)-et (x− r) hatványai szerint:

r∫
0

f(x)e−xdx =
1

(p− 1)!

(
d0(r)

r∫
0

e−xdx+ d1(r)

r∫
0

(x− r)e−xdx

+ . . .+ dn(r)

r∫
0

(x− r)ne−xdx

)
.

Ismét az 6.1.3. Lemma alapján (most a (b) pontot használjuk) mind-

egyik integrál két tag különbsége, s a másodikban szerepel e−r. Így
r∫

0

f(x)e−xdx két összeg különbségeként ı́rható, ahol a második

e−r

(p− 1)!
(d0(r) + d1(r)1! + . . .+ dn(r)n!) ,

mı́g az első r egy R fölötti polinomja. Az 6.1.5. Lemma alapján
(egyértelműség) G(r) egyenlő az előbbi kifejezés polinom részével:

G(r) =
1

(p− 1)!
(d0(r) + d1(r)1! + . . .+ dn(r)n!) .

Abban a speciális esetben, amikor r ∈ {1, 2, . . . , n} tudjuk, hogy

G(r) =
1

(p− 1)!
(dp(r)p! + . . .+ dn(r)n!) .

Ezt (p− 1)!-sal beosztva kapjuk, hogy

G(r) = p
(
dp(r) + dp+1(r)(p+ 1) + . . .+ dn(r)n(n− 1) . . . (p+ 1)

)
.

Ha G1(x) = dp(x) + . . .+ dn(x)n(n− 1) . . . (p+ 1), akkor az előbbi

G(r) = pG1(r)

alakban ı́rható.
Vegyük észre, hogy G1 ∈ Z[x] és deg(G1) ≤ n. Az f defińıciója (ii)

pontja alapján mr = pG1(r), ami egész és osztható p−vel.
A következő lemma az ε-ok elegendően kicsinek választását biz-

tośıtja.
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6.1.9. Lemma. Ha f(x) a defińıcióban adott polinom, r ∈ {1, 2, . . . , n},
akkor

lim
p→∞

r∫
0

f(x)e−xdx = 0.

Bizonýıtás. Legyen r ∈ {1, 2, . . . , n}, x ∈ [0, r]. Ekkor egy rutin
becslést alkalmazva

|f(x)e−x| ≤ |f(x)

=
xp−1

(p− 1)!
|(x− 1)p . . . (x− n)p|

≤ xp−1

(p− 1)!
(x+ 1)p . . . (x+ n)p

≤ rp−1

(p− 1)!
(r + 1)p . . . (r + n)p

=
1

r

cp

(p− 1)!

ahol c = r(r + 1) . . . (r + n), ami független p-től. Így∣∣∣∣∣∣
r∫

0

f(x)e−xdx

∣∣∣∣∣∣ ≤ r · 1

r
· cp

(p− 1)!
=

cp

(p− 1)!
,

ami az 6.1.D Lemma alapján 0-hoz tart, ha p→∞.

A főtétel bizonýıtása.

6.1.10. Tétel. Az e transzcendens szám.
Bizonýıtás. Tegyük föl, hogy e algebrai szám, s legyen h ∈ Z[x] a mi-
nimálpolinomból a nevezőkkel való beszorzás útján kapott egész együtt-
hatós polinom. Ekkor

h(e) = c0 + c1e+ c2e
2 + . . .+ cne

n. (∗)

Legyenek m,mr, εr r ∈ {1, 2, . . . , n} az f defińıcióban adott számok.
Ekkor

e−rεr =

r∫
0

f(x)e−xdx = m− e−rG(r)

= m− e−rmr,

s ebből

er =
mr + εr
m

.
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Ezeket (∗)-ba helyetteśıtve

(c0m+ c1m1 + . . .+ cnmn) + (c1ε1 + . . .+ cnεn) = 0. (∗∗)
Ha a p pŕımet elegendően nagynak választjuk (ha p > m), akkor az
6.1.8. Lemma alapján m egész és p |/m. Ha p > |c0| is teljesül, akkor
p |/ c0m. Mivel m1,m2, . . . ,mn mind oszthatók p-vel,

p |/ c0m+ c1m1 + . . .+ cnmn.

Így a c0m+ c1m1 + . . .+ cnmn egész különbözik 0-tól.
Másrészt, ha p elég nagy, akkor az f defińıciója (ııı) pontja és az

6.1.9. Lemma alapján nyilvánvaló, hogy

|c1ε1 + . . .+ cnεn| <
1

2
.

Ezzel ellentmondásra jutottunk (∗∗)-gal, s ezért az e nem lehet algebrai
szám.

6.1.11. Megjegyzés. Az f polinom megválasztását a következők
indokolják:

(1) a nevezőben azért szerepel (p − 1)!, hogy εr elegendően kicsi
lehessen nagy p-re;

(2) xp−1 azért szerepel, hogy m egész legyen a nevezőbeli (p − 1)!
ellenére is;

(3) az (x − 1)p, . . . , (x − n)p biztośıtja, hogy a nevezőbeli (p − 1)!
ellenére m1, . . . ,mn egész szám legyen;

(4) az előbbiek együttesen biztośıtják, hogy megkapjuk a ḱıvánt
közeĺıtéseket e, e2, . . . , en-re.

6.2. A Riemann-féle ζ függvény.

Történeti háttér.
Az egyik legismertebb végtelen sor az ún. harmónikus sor:

∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . .

Mivel e sorban egészek szerepelnek, fölkeltette a számelmélészek érdeklődését
is. Sajnos a sor divergens, de a divergencia relat́ıve lassú, az első n tag
összege közeĺıtőleg log n. Konvergensé tehető azonban a sor, ha az
általános tagot 1

n
-ről 1

ns -re változtatjuk, ahol s > 1. Ez tette lehetővé
a következő — ma Riemann-féle ζ függvénynek nevezett —

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
= 1 +

1

2s
+

1

3s
+ . . . (1)

függvény bevezetését.
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Megjegyzés. E függvényt — bár már Euler is alkalmazta 1730 körül
— azért nevezték el Riemannről, mert ő ı́rta róla az első alapvető cikket,
egyúttal kiterjesztve komplex kitevőkre.

Euler megmutatta, hogy a függvény végtelen szorzatként is előálĺıthatő,

ζ(s) =
∏
p pŕım

(
1

1− p−1

)
. (2)

Megjegyezzük, hogy meglehetősen bonyolult eljárással e függvény
kiterjeszthető tetszőleges komplex számra, és e kiterjesztéssel kapcso-
latos egy h́ıres megoldatlan probléma. Riemann sejtése szerint a tel-
jes komplex śıkra kiterjesztett ζ függvény komplex zéróhelyei mind-
egyikéne 1

2
a valós része. Jelenleg több millió komplex zéróhely ismert

explicite, és valamennyinek 1
2

a valós része, de a sejtés, az ún. Riemann-
hipotézis bizonýıtása egynlőre elérhetetlennek tűnik.

Az (1) sor az s > 1 esetben való konvergenciáját a bevezető függvénytannal
foglalkozó előadásokban bizonýıtani szokták, ı́gy itt nem foglalkozunk
vele. A (2) alternat́ıv defińıció jogosságának bizonýıtását is csak vázoljuk.

A (2) jobb oldalán szereplő tényezők geometriai sorba fejthetők:

1

1− ps
=
∞∑
k=1

p−ks,

ahol a jobb oldalon álló sor konvergens, mivel 0 < p−s < 1 minden
s > 1-re. Ha összeszorozzuk ezen sorokat (képezve azokat minden p
pŕımre) a kapott szorzat minde tagja

pk1s1 . . . pkms
m =

1

ns
,

ahol p1, . . . , pm különböző pŕımek, ki ≥ 0 és n = pk11 . . . pkm
m .A számelmélet

alaptétele értelmében minden természetes szám egyértelműen előáll
ilyen alakban, és pontosan egyszer szerepel 1

ns alakú összeadandóként.
Ez igazolja az Euler-féle (2) szerinti előálĺıtást.

Alkalmazások a pŕımszámok elméletében.
Két — a bevezető számelméleti kurzusból — ismert tételre adunk

új, analitikus bizonýıtást.
6.2.1. Tétel. Végtelen sok pŕımszám van.
Bizonýıtás. Tegyük föl, hogy csak véges sok pŕım létezik, s ezek
p1, . . . , pk. Tetszőleges p = pi pŕımre, lévén 0 < 1/pi < 1 az 1/p
kvóciensű mértani sor konvergens,

∞∑
n=1

1

p
=

1

1− p−1
. (3)
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Képezzük ezeket a sorokat minden pi-re, majd a kapott k sort szorozzuk
össze

k∏
i=1

(
∞∑
n=1

1

pi

)
=

k∏
i=1

1

1− p−1
i

(4)

Mivel a (3) baloldalán álló sor — lévén pozit́ıv tagú — abszolút konver-
gens is, a (4)-beli sor is abszolút konvergens, ı́gy a tagok tetszőlegesen
átrendezhetők. Tekintsünk a (4) bal oldalán álló sorokból, a szorzet
tényezőiből rendre az 1/pm1

1 , . . . , 1/pmk
k tagokat. Ezek szorzata

1

pm1
1

· 1

pm2
2

· . . . · 1

pmk
k

=
1

pm1
1 pm2

2 . . . pmk
k

amely egy
”
tipikus” kifejezés (4)-ből.

A számelmélet alaptétele szerint minden n természetes szám pon-
tosan egyféleképp áll elő n = pm1

1 pm2
2 . . . pmk

k alakban, ahol mi ≥ 0.
Vegyük észre ugyanis, hogy e tétel bizonýıtása független a pŕımszámok
számától. Az előálĺıtás unicitása miatt 1/n pontosan egyszer szerepel
(2)-ben , ı́gy ezen egyenlőségből következik, hogy

k∏
i=1

(
∞∑
n=1

1

pi

)
=
∞∑
n=1

1

n
.

A jobb oldalon a divergens harmónikus sor áll, mı́g a bal oldali szorzat
véges. Így ez az egyenlőség lehetetlen, tehát a pŕımszámok száma nem
lehet véges.

6.2.2. Tétel. A pŕımszámok reciprokaiból álló sor divergens. Azaz,
ha pk jelöli az k-adik pŕımszámot, akkor a

∞∑
k=1

1

pk
=

1

2
+

1

3
+

1

5
+ . . . (5)

végtelen sor divergens.
Bizonýıtás. Tegyük föl, hogy az (5) sor konvergens, és az összege l.
Ekkor részletösszegeire teljesül, hogy∣∣∣∣∣

n∑
k=1

1

pk
− l

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2

minden elegendően nagy n-re, ami azt (is) jelenti, hogy minden ilyen
n-re ∑

m>n

1

pm
≤ 1

2
.

Következésképpen a
∞∑
k=1

(∑
m>n

1

pm

)k

(6)

sor konvergens, hiszen majorálja a konvergens
∑∞

k=1 1/2k mértani sor.



11

Ha q = p1 . . . pn, akkor a p1, . . . , pn pŕımek egyike sem osztója a
qr + 1 (r ≥ 1) egészeknek, ezért szükségképp

qr + 1 = pn1 . . . pnk
, ni > n,

ahol a szereplő pŕımek nem föltétlenül különbözők. Ezért reciproka
1

pn1 · . . . · pnk

alakban előfordul a(∑
m>n

1

pm

)k

sor kifejtésében. Mivel a számelmélet alaptétele értelmében pontosan
egyszer fordul elő (6)-ban, az tartalmazza a

∞∑
r=1

1

qr + 1

sort, tehát ez utóbbi is konvergens.
Ezen sor azonban divergens, ugyanis

∞∑
r=1

1

qr + 1
>
∞∑
r=1

1

qr + q

=
1

q

∞∑
r=1

1

r + 1
=
∞∑
r=2

1

r
,

ami bizonýıtja az (5) sor divergenciáját.

Megjegyzések.
(1) Az (5) sor divergenciája igen lassú, közeĺıtőleg log log n nagyságrendben
növekszik csak a részletösszegek sorozata. Egy jellemző példa, hogy∑

p<1018

1

p
< 4,

azaz az első 50 millió pŕımszám reciprokának összege nem éri el a 4-et.
(2) Előbbi tételünkből az is következik, hogy végtelen sok pŕımszám
van.

6.3. A ζ(2) meghatározása.
Eljárásunk — amely T.M. Apostoltól származik —- alapja az az

ötlet, amellyel 1979-ben R. Apéry igazolta ζ(3) irracionális voltát. Egy
kettős integrált fogunk kiszámı́tani kétféleképp, s ebből adódik, hogy

ζ(2) =
π2

6
. Nevezetesen, az

I =

1∫
0

1∫
0

1

1− xy
dxdy (7)

integrált fogjuk kétféleképp kiszámolni.
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Először fejtsük hatványsorba az integranduszt,

1∫
0

=
∞∑
n=0

xnyn,

és ı́gy

I =

1∫
0

1∫
0

1

1− xy
dxdy =

1∫
0

1∫
0

∞∑
n=0

xnyn

=

1∫
0

∞∑
n=0

yn

n+ 1
dy =

∞∑
n=0

1

(n+ 1)2
= ζ(2). (8)

Másodikként vezessük be az

x =
u− v√

2
, y =

u+ v√
2

helyetteśıtést, amely lényegében egy π
4
-es elforgatást jelent. Így

1− xy =
2− u2 + v2

2
,

és az integrációs tartomány most az uv śıkon egy olyan négyzet, amely-
nek átellenes csúcsai a (0, 0), (

√
2, 0) pontok.

Vegyük észre, hogy az integrációs tartomány szimmetrikus az u
tengelyre, és ı́gy

I = 4

1/
√

2∫
0

 u∫
0

dv

2− u2 + v2

 du+ 4

√
2∫

1/
√

2


√

2−u∫
0

dv

2− u2 + v2

 du. (9)

Tudjuk, hogy
x∫

0

dt

a2 + t2
=

1

a
arctan

x

a
,

és ı́gy
u∫

0

dv

2− u2 + v2
=

1√
2− u2

arctan
u√

2− u2
,

továbbá
√

2−u∫
0

dv

2− u2 + v2
=

1√
2− u2

arctan

√
2− u√
2− u2

.
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Ezeket alkalmazva

I = 4

1/
√

2∫
0

arctan
u√

2− u2

du√
2− u2

+4

√
2∫

1/
√

2

arctan

√
2− u√
2− u2

du√
2− u2

= I1+I2.

Az integrálok kiszámı́tásához ismét helyetteśıtéseket alkalmazunk.
I1- ben legyen u =

√
2 sin 2ϑ, és ekkor du =

√
2 cos 2ϑdϑ =

√
2− u2dϑ,

valamint tanϑ =
u√

2− u2
.

Ezután már rutin számolással adódik, hogy

I1 = 4

π/6∫
0

ϑ dϑ = 2
(π

6

)2

. (10)

Ha az I2 integrálnál az u =
√

2 cos 2ϑ helyetteśıtést alkalmazzuk,
akkor az előbbihez hasonló számolással

I2 = 8

π/6∫
0

ϑ dϑ = 4
(π

6

)2

(11)

adódik.
Így (10) és (11) alapján

I = I1 + I2 = 6
(π

6

)2

=
π2

6
adódik, azaz

ζ(2) =
π2

6
.

Ezzel igazoltuk a következő tételt.

6.3.1. Tétel. A ζ(2) transzcendens szám.

Mit tudunk a ζ függvény egész helyeken fölvett értékeiről?

1. 1978-ban igazolta Apéry azt a régi sejtést, miszerint ζ(3) irra-
cionális. Sajnos meglehetősen keveset tudunk ζ(s) értékeiről, ha s
páratlan természetes szám.
2. Ismert, hogy tetszőleges k ∈ N-re

ζ(2k) = bkπ
2k,

ahol bk ∈ Q minden k-ra, ı́gy a ζ(2k) értékek transzcendensek minden
k ∈ N-re.
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7. Hilbert VII. Problémájáról.

David Hilbert fiatal göttingeni matematikus professzor, aki a mate-
matika alapjaival kapcsolatos kutatásaival vált először h́ıressé, fölh́ıvást
kapott a II. Matematikai Világkongresszus (1900. Párizs) szervezőitől
egy plenáris előadás tartására. A szervezők nem rögźıtették előre az
előadás témáját, mert azt hitték, hogy a legújabb eredményeiről, a bi-
zonyatáselméletben elértekről fog beszélni.

Nem ez történt. Hilbert előadásában 23 olyan problémát vetett föl
— ismertetve röviden azok előzményeit — amelyeket a legfontosabbak-
nak tartott a XX. század matematikusai számára. Az összeálĺıtás meg-
lehetősen heterogénre sikeredett. Volt köztük olyan, amelyet a kong-
resszus alatt megoldottak, de a mai napig megoldatlan is. Számos
fölvetése egészen új kutatási irányokat jelölt ki, elméletek teljesedtek
ki belőlük.

Egy részlet D. Hilbert 1900-as párizsi előadásából.
Hermite és Lindemann eredményeit — amelyek az exponenciális függvé-
nyekre vonatkoznak — minden matematikus nagyra értékeli. Ezen az
úton tovább kell haladni, s az elkövetkező időben az alábbi problémát
kellene megoldani.

Bizonyos — az anaĺızisben fontos — transzcendens függvények egyes
algebrai szám helyeken algebrai szám értékeket vesznek föl. Úgy tűnik,
hogy ezt érdemes alaposan megvizsgálni. Ugyanis általában azt képzeljük,
hogy a transzcendens függvények mindenütt transzcendens értékeket vesz-
nek föl. Tesszük ezt annak ellenére, hogy ismerünk olyan transzcen-
dens függvényeket, amelyek algebrai számokhoz algebrai számot, sőt ra-
cionálisat rendelnek.

Például az eiπz exponenciális függvény értéke minden z ∈ Q-ra al-
gebrai, mı́g minden z ∈ A \Q-ra transzcendens. Ezen álĺıtás geometri-
ailag is megfogalmazható. Ha egy egyenlőszárú háromszögben az alapon
fekvő szög és a szárak által alkotott szög aránya transzcendens, akkor
az alap és a szár aránya is transzcendens. Bár ez egy igen egyszerűen
hangzó álĺıtás, ekvivalens Hermite és Lindemann eredményével, s a bi-
zonýıtása is igen nehéz, sőt meglehetősen bonyolult. Hasonlóan nehéz
lehet a bizonýıtása a következő álĺıtásnak is.

Hilbert kérdése, a VII. Probléma. Legyen α ∈ A és β ∈ A \ Q,

ekkor az αβ alakú számok, például 2
√

2, eπ = i−2i mindig transzcendens
szám, vagy legalább irracionális.
Tovább az előadás.
Biztos vagyok benne, hogy ezen, és a hasonló problémák megoldása
egészen új módszereket igényel, s egy új szemléletet is ad. Új meg-
viláǵıtásba helyezi az irracionális és a transzcendens számokat.
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Részlet Hilbert egy előadásából, Göttingen 1919.
A VII. Probléma nagyon nehéz, ı́gy érdemes összehasonĺıtani néhány
ismert problémával.
- A Riemann-hipotézis bizonýıtása irányába az utóbbi években komoly
előrehaladás történt, ı́gy nagyon reméli, hogy még megéri a izonýıtását.
- Számos b́ıztató eredmény van a Fermat-sejtéssel kapcsolatban is, ezért
talán a hallgatóság legfiatalabb tagjai megérik a sejtés bizonýıtását.

- Annak a bizonýıtását azonban, hogy a 2
√

2 transzcendens szám, a
jelenlevők közül senki sem fogja látni.
Hilbert vélekedéséről.
- A Riemann-hipotézis, azaz a ζ függvény minden komplex zéróhelyének
a valós része 1

2
, a mai napig nyitott kérdés.

- A Fermat sejtés bizonýıtását 1993-ban publikálta A. Wiles.
- Azaz egy kérdésben Hilbert tévedett, egyben talán nem, ha ...
A harmadikról. Az első részleges megoldás, az első nem teljes válasz
1929-ben jelent meg, majd pár év alatt teljessé vált a megoldás.
A VII. Probléma részleges megoldása.
1. Gelfond tétele. (1929) Ha β komplex kvadratikus irracionális
szám, akkor αβ transzcendens.
Ez tartalmazza az eπ esetet.
2. Kuzmin és Siegel tétele. (1930) αβ akkor is transzcendens, ha β
valós kvadratikus irracionális szám.
Megjegyzések.
(1) A két matematikus eredményét egymástól függetlenül érte el.

(2) Hilbert megérte annak bizonýıtását, hogy 2
√

2 transzcendens szám.
A VII. Probléma teljes megoldása.
Gelfond - Schneider tétel. (1934) Ha α, β 0 és 1-től különböző
algebrai számok, továbbá β irracionális, akkor αβ transzcendens szám.
Két további ekvivalens álĺıtás.
1. Ha α, β 0, 1-től különböző algebrai számok, akkor logα/ log β raci-
onális, vagy transzcendens.
2. Legyenek α, β nemzéró algebrai számok. Ha logα, log β lineárisan
függetlenek a racionális számtest fölött, akkor lineárisan függetlenek az
algebrai számok teste fölött.
Megjegyzések.
(1) Gelfond és Schneider egymástól függetlenül jutott el ezen eredményhez.

(2) Hilbert sejtése a legerősebb formában bizonyult igaznak.
(3) Hilbert 1943-ban halt meg, azaz megérte sejtése teljes bizonýıtását.
(4) Még egy 1919-es tévedése.
(5) Az előbbi tévedések nem árnyékolják be azon általános
vélekedést, miszerint David Hilbert a XIX. század utolsó har-
madának és a XX. század első felének egyik legnagyobb hatású
matematikusa volt.


