5. AZ ALGEBRAI SZAMELMELET ELEMEI

5.0. Bevezetés.

Az algebrai szamelmélet legegyszeriibb kérdései az un. algebrai
szamtestek egészei gylirtijének aritmetikai tulajdonsagainak vizsgélata.
Ezek legegyszeriibb példéi a Gauss- és az Euler-egészek. Miutén ossze-
geztlink néhany sziikséges absztrakt algebrai fogalmat és Osszefiiggést,
el6szor ezekkel foglalkozunk.

Definicié. Legyenek M, L testek. Ha L C M, akkor azt mondjuk,
hogy M az L test bévitése. Jelolése: M|L.

Megjegyzés. Egyszertien lathato, hogy ez esetben M vektortér az L
test folott.

Definicié. Ha M|L, akkor az M vektortér dimenzidjat a testbdvités
fokdnak nevezzik, jelolése: deg(M: L) = dimy, M.

Példa. deg(C: R) =2, deg(R: Q) = oc.

5.0.1. Tétel. Tetszoleges L C M C N testbévités lanc esetén

deg(N: L) =deg(N: M) -deg(M: L).

Definicié. Legyenek L C M testek. Az o € M elem algebrai az L
test folott, ha van olyan nemzéré f € L[z| polinom, hogy f(a) = 0.
Példa. Az el6z6 fejezetben emlitett algebrai szamok a C test algebrai
elemei a racionalis szamtest f0lott, mig minden komplex szam algebrai
elem mind a valés-, mind a komplex szamok teste folott.

Definicié. Legyen L részteste az M testnek. Az L folott algebrai
a € M elem minimdlpolinomja a(z egyik) legalacsonyabb foku olyan
f € L[z] polinom, amelyre f(a) = 0. Az « fokszama (foka), jel6lése:
deg o, deg f.

Jelolés. Az o € M O L elem minimalpolinomjara hasznélni fogjuk az
My, 1, jelolést.

5.0.2. Tétel. Legyen M|L testbivités és « € M algebrai elem. Ekkor

(1) az my,, minimélpolinom irreducibilis és konstans szorzétol
eltekintve egyértelmiien meghatarozott;

(1) valamely f € L[z| polinomra f(a) = 0 pontosan akkor
teljesiil, ha mq, 1| f;

(1) egy g € L[z| polinom akkor és csak akkor minimalpolinomja
a-nak, ha irreducibilis és g(a) = 0.

5.0.3. Tétel. Ha M|L testbivitésre deg(M : L) < oo, akkor M min-
den eleme algebrai L folott.

Definicié. Legyen ¥ € C. A Q testnek a ¥-vel torténd egyszeri
testbovitése a

Q) = {7+ £.h € Qlal, hv) 20}

alaku komplex szamok halmaza.
Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy Q(9) = [Q U {9}]c.
1
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5.0.4. Tétel. Ha v n-edfokii algebrai szam, akkor Q(v) elemei egyértelmiien
frhaték f6l ag+ a9+ a9+ . . . +a,_19" ! alakban, ahol ag, ..., an_1 €
Q.
5.0.5. Tétel. Ha v algebrai szam, akkor deg(Q(9): Q) = deg 9.

E fejezetben a racionalis szamok testének masodfokt bovitéseivel
fogunk foglalkozni. Ezt — a mar emlitett — két klasszikus, specidlis
eset vizsgalataval kezdjiik.

5.2. Euler-egészek.
Definicié. Az a = a + bw alaku komplex szamokat, ahol a,b € Z

ésw = —% + i\/Tg, FEuler-egészeknek nevezzik.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy w harmadik primitiv egységgyok, és

w? = —1 — w szintén az, és igy

=22 =y’ = (2 —y)(z — yw)(z — yu?).

Ez azt (is) mutatja, hogy az Euler-egészek j6 eséllyel alkalmazhatdk a
Fermat-probléma targyaldsdban az n = 3 esetben.

A kovetkezo két allitas egyszertien igazolhato.
5.2.1. Allitas. Az Gsszes Euler-egészek Zlw] halmaza, ahol w har-
madik primitiv egységgyok, integritastartomanyt alkotnak a komplex
szamok ismert Gsszeadasaval és szorzasaval.

5.2.2. Allitds. Az Euler-egészeknek megfelelé pontok egy olyan
egységnyi oldalii rombuszracsot alkotnak a szamsikon, amelynek szogei
120 és 60 fokosak.

Definicié. Az o = a+ bw Euler-egész normdjdnak nevezziik, és N («)-
val jeloljiik a abszolit értékének négyzetét:

N(a) = |a]* = (a + bw)(a + bw?) = a* — ab + b*.

5.2.3. Allitas.

(2) Tetszéleges a € Z[w]-ra N(a) € Ny, tovdabbd N(a) =0 & o=
0.

(n) Az a = a + bw Euler egész a®> — ab + b* normdja mindig irhaté
c? + 3d? alakban alkalmas c,d egészekkel.

Bizonyitas.

(1) Megmutatjuk, hogy az 2 — zy + y*> = n diofantikus egyenlet pon-
tosan akkor oldhaté meg, amikor az x2 + 3y? = n diofantikus egyenlet.
Ebbdl nyilvan mar kovetkezik allitasunk.
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Legyen n € N és a,b € Z olyanok, hogy a?+ 3b*> = n. Folhasznalva
a norma definiciéjat, n = a® 4+ 3b*> = N(a + biv/3) kapjuk, hogy

a® +3b* = N(a+ b+ 2w) = N(a + b(1 + 2w))
= N((a+0b)+2bw)
= ((a +b) + 2bw)((a + b) + 2bw?)
= (a+b)* — (a+b)(2b) + (2b)?,

amibdl vildgos, hogy = a+b és y = 2b megoldédsa az 2> —zy+y> =n
egyenletnek.

Megforditva, tegyiik f6l, hogy ¢, d € Z megoldésa az 22 —zy+y> = n
egyenletnek. Ha van olyan a,b € Z, hogy

c=a-+b és d = 2b,

akkor az el6bbi gondolatmeneten visszafelé haladva a bizonyitast elvégezhetjiik.
Ez természetesen csak akkor miikodik, ha ¢, d valamelyike paros (z,y
szerepe szimmetrikus). Marad az az eset, amikor ¢, d paratlanok.

Mivel

n=c —cd+b®= N(c+dw) = N(c+ dw?
=N(c—d—dw)
= (c—d)* = (c— d)(—d) + (—d)’

lathaté hogy ez esetben — lévén most ¢ — d paros — kaptuk, hogy ez
esetben ¢ — d és —d is megoldas. Erre mar alkalmazhatjuk az el6bb
lefrtakat.

Megjegyzések.

(1) Az Euler-egészek korében a Gauss-egészeknél alkalmazott médon
definidlhatdk a kovetkezok: oszthatdsag, egység, legnagyobb kozos o0szto,
irreducibilis- és prim elem.

(2) A Gauss-egészeknél alkalmazott mddszerek értelemszerti médositasaval
igazolhatok: a norma tulajdonsigai, maradékos osztas (természetesen
itt racsnégyzet helyett racsrombuszt kell hasznélni), a prim és az irre-
ducibilis ekvivalencidja, a szamelmélet alaptétele, az egységek karak-
terizacioja, a kovetkezo tétel figyelembe vételével. Az érdekl6dé ol-
vas) megtalalja e tételek bizonyitasat Freud Rébert és Gyarmati Edit
konyvében.

5.2.4. Tétel. Az Euler-egészek gytiriijében 6 egység van, amelyek a
kovetkezok.
+1, 4w, +w’=F(1+w).

Ezek éppen a hatodik egységgyokok.

5.2.5. Tétel. Az Euler primek a kovetkezék (e tetszbleges egységet
jelol).
(A) e(iv/3) = (1 + 2),

(B) eq, ahol ¢ =2 (mod 3) pozitiv (raciondlis) primszam,



(C) m, ahol N(m) = 1 (mod 3) pozitiv (raciondlis) primszam;
minden ilyen primszamhoz egységszerestol eltekintve két FEuler-
prim tartozik, amelyek egymas konjugaltjai, de nem egymas
egységszeresei.
Ugyancsak az elobb emlitett konyvben olvashato, hogy hogyan al-
kalmazhaték az Fuler-egészek a Fermat-sejtés igazolasara az n = 3
esetben. A kovetkezo tétel bizonyithatd ugyanis.

5.2.6. Tétel. Az 23+ 1y®+ 23 = 0 egyenletnek nincs zérétdl kiilénbozé
megoldasa az Euler-egészek gytirtijében.

5.3. A racionalis szamtest masodfoku bovitései.

5.3.1. Tétel. A racionalis szamok Q testének 6sszes masodfoku
bévitése Q(v/t) alaki, ahol t € 7 négyzetmentes szam és t # 1.
Kiilonbozé ilyen t egészekhez kiilonbozé bovitések tartoznak.
Megjegyzések.
(1) t > 0 esetén a bévitést valésnak, mig a t < 0 esetben képzetes
(imaginarius) bévitésnek nevezziik. Ha t < 0 és a? = t, akkor Q(a) =
Q(—a) 1évén /t jelentse mindig a gyckvonds folsé félsikbeli értékét,
azaz \/t = z\/m .
(2) A racionélis szamok testének mésodfoku bévitéseit gyakran kvad-
ratikus testeknek nevezik. Ha a T' C C, kvadratikus test, akkor 7" nem
racionalis elemeit szokas kvadratikus irraciondlisoknak nevezni.
Bizonyitas. Legyen M C C olyan, hogy [M : Q] = 2. Ekkor barmely
a € M irraciondlis szam méasodfoku algebrai szam, és M = Q(«).

Legyen g = ¢, € Z[x] az o minimélpolinomja (vilagos, hogy raci-
onalis egyiitthatds polinom helyett tekinthetiink egész egyiitthatésat!!!),
g = aop + ay + axr®. A masodfoki egyenletek gyokképlete alapjin
a = 19+ 114/8, ahol rg, 71 € Q, 71 # 0 és s € Z. Ha s = k?t, ahol ¢
négyzetmentes és t # 1, akkor o = 7 4+ rikv/t. EbbSl mar kénnyen
kaphaté, hogy M = Q(a) = Q(V/1).

Legyen ezutéan Q(v/1,) = Q(v/1,), akol ty, t négyzetmentes és kiilénbozik
1-t61. Mivel

\/¥2 S Q(\/El) - \/Ez =aqa -+ b\/gh
ahol a,b € Q kapjuk, hogy
t2 = (12 -+ tle + 2&()\/%1.

Tekintettel arra, hogy vt; € Q ez csak tigy lehetséges, hogy ha b = 0,
vagy a = 0. Az elsé eset lehetetlen, hiszen beléle v/t, racionalis volta
addédik. A maésodik esetben pedig v/, / Vit € Q adédik, ami t,ts
négyzetmentessége miatt csak akkor lehetséges, ha t; = ts.
Példak.(1) A Q(i) test, az in. Gauss-raciondlisok teste mésodfoki
bévitése a raciondlis szamtestnek, ekkor ¢t = —1.

(2) Ha w = #g, azaz egy harmadik primitiv egységgyok, akkor
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a Q(w) test, az Euler-racionalisok teste olyan masodfoki bovitésként
kaphato, ahol ¢t = —3.

Definici6. A racionalis szamok Q testének masodfoku bovitéseit kvad-

ratikus testeknek nevezziik.

Definicié. Egy algebrai szamot algebrai egésznek mondunk, ha (egyik)

minimélpolinomja egész egyiitthatds f6polinom (azaz kezdéegyiitthatdja
1).

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a Gauss-egészek éppen a Q(v/—1)

kvadratikus test egész elemei.

Az elkovetkezdkben a kvadratikus testek, a racionalis szamok testének
masodfoku bovitései, algebrai egészeivel foglalkozunk, kiilonos tekin-
tettel arra, hogy melyek azok a kvadratikus testek, amelyek egészei
Gauss-gyliriit alkotnak (érvényes koriikben a szdmelmélet alaptétele).
5.3.2. Tétel. Legyen t # 1 négyzetmentes szam. Ekkor a Q(v/t)
bovités algebrai egészei pontosan a ¢ + dv alaki szamok, ahol ¢,d € Z
és

Vi, ha t#1 (mod 4);

V=9 1+1
2

Mas megfogalmazasban, valamely a + by/t elem pontosan akkor egész
eleme a Q(\/t) testnek, ha
(1) t #1 (mod 4) esetén a,b € Z;
() t = 1 (mod 4) esetén a = 3, b = 3, ahol u,v azonos paritdsi
egészek.
Bizonyitas. Az 4llitds a Q(\/1) test raciondlis elemeire nyilvanvalé,
hiszen ezek pontosan akkor algebrai egészek, ha egész szamok. Ezért
elegend6 csak az irracionalis elemekkel foglalkoznunk.

Legyen a € Q(v/1) irracionalis, igy egyértelmtien frhaté o = rq +
r1v/t alakban, ahol ro,m € Q, r, # 0. Nyilvan e szam irhato

a+ bVt
C Y

) ha t=1 (mod 4).

a,b,c € Z, ln.k.o.(a,b,c) =1, ¢>0, b#0

alakban. Ezt rendezve, majd négyzetre emelve

a b/t
oa——=—
c c
2a a’ — tv?
012 — o+ 3 =0
c c
addédik. Mivel o masodfoki elem, ezért a masodik egyenloség alapjan

az « minimalpolinomja
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[gy a pontosan akkor lesz algebrai egész, ha ezen minimalpolinom egész
egyiitthatos, azaz

c|2a és *la® — tb*. (1)
Azt kell belatnunk tehat, hogy ez utébbi pontosan akkor teljesiil, ha
(1) t Z1 (mod 4) estén ¢ = 1;
(12) t =1 (mod 4) estén ¢ = 2 és a, b paratlan, vagy ¢ = 1.

Elbszor azt mutatjuk meg, hogy (1)-bél ¢ = 1, vagy ¢ = 2 kdvet-
kezik. Ezt ugy tessziik, hogy a ¢ > 2 foltételezésbdl ellentmondést
vezetiink le. Ez utobbi foltételezés esetén vagy van a c-nek p > 2
primosztdja, vagy 4|c.

Ha plc és p > 2 prim, akkor p|2a = p|a, tovabba p?|a® — tb2. Igy
p?|tb? is &ll. Mivel pla, In.k.o0.(a,b,c) = 1 kapjuk, hogy In.k.o.(p,b) =
1, tehat p?|t. Ez azonban ellentmond ¢ négyzetmentes voltanak. A 4|c
eset ugyanigy vizsgalhato, p = 2 alkalmazéasaval.

Maradnak a ¢ = 1,2 lehetoségek. Vildgos, hogy ha ¢ = 1, akkor
(1) barmely a,b € Z-re teljesiil. Ha ¢ = 2, akkor az els6 oszthatéség
barmely a egészre igaz. A masodik oszthatdsagi foltétel pedig

a®>—th* =0 (mod 4) (2)
alakba irhaté at.

Vegyiik észre, hogy az In.k.o.(a,b,c) = 1 és a ¢ = 2 foltételek
miatt a,b nem lehet egyidejlileg paros. Legyen el6szor a b paros és az
a paratlan. Ekkor

a> —th* =1 (mod 4),
ha pedig forditva van, akkor
a® —th* = —t (mod 4),
tehét mindkettd ellentmond (2)-nek.
Marad az az eset, amikor a, b egyarant paratlan. Ekkor
a>—th*=1—t (mod 4),
azaz ez esetben (2) pontosan a t = 1 (mod 4) esetben teljesiil. Ezzel a
tételt bebizonyitottuk.

5.3.3. Kovetkezmény. Jelslje a Q(v/t) bévités algebrai egészeinek
halmazat E(\/t). Az el6bbi tételiink szerint

EWt) = {c+dVt|e,d e 7}, hat#1 (mod4), (3a)

illetve

E(\/%)Z{c+d1+2\/%|c,d€Z}, hat=1 (mod4). (3b)

Mivel az F(v/t) halmaz integritdstartomany, hiszen részgyfirtije C-
nek, érdemes megvizsgalni e gytiri néhany szamelméleti tulajdonsagat.
Vilagos, hogy az oszthatdsdg, az irreducibilis- és a primelemek, a leg-
nagyobb kozos osztd és még szamos hasonld tulajdonsag, koztik az
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irreducibilis faktorizacié ugyanigy vizsgalhato, mint példaul a Gauss-
egészek korében. Midezekhez — hasonldéan a Gauss-egészekhez — most
is hasznos lesz egy norma bevezetése.

Definicié. Legyen az o = a + b\/t € E(1/t) elem norméja

N(a) =a® —th? = (a +bVt)(a — V).
Megjegyzés. Vildgos, hogy az iménti norma egész szam.

A kovetkezokben a tételeket csak megfogalmazzuk, esetenként kom-
mentaljuk. A bizonyitdsokat az érdekl6dé hallgatok megtaldlhatjak
példaul Freud Rébert és Gyarmati Edit Szamelmélet c. tankonyvében,
vagy Megyesi Laszlo Bevezetés a Szamelméletbe c. jegyzetében.
5.3.4. Tétel.

(A) Egy € € E(v/1) elemre

ell & |IN(e)| = 1.

(B) Ha t > 0, akkor E(+/t)-ben végtelen sok egység van.

(C) Hat <0 ést# —1,—3, akkor E(\/t)-ben az Gsszes egység a +1.
5.3.5. Tétel. A szamelmélet alaptétele érvényes az E(+/2) gyfiriiben,
azaz e gylirli Gauss-gylirti, de nem érvényes az E(v/—5) és E(1/10)
gytriikben.

Megjegyzések.

(1) Viszonylag egyszerii szdmolassal mutathaté meg, hogy az E(v/—5)
gyltriitben a 2 és a 3 nem bonthato fol, azaz irreducibilis, de a 3 nem
prim.

(2) Annak a megmutatésa sem bonyolult, hogy az E(1/10) gytiriiben a
—9-nek kétféle folbontasa van.

Az a kérdés, hogy mely kvadratikus testek egészeinek gytirije Gauss-
gylri, azaz melyekben érvényes a szamelmélet alaptétele meglehetésen
nehéz kérdés, teljesen a mai napig megoldatlan. Ezek koziil néhany
eredményt, illetve megoldatlan kérdést emlitiink végezetiil.

1. Megoldatlan, hogy létezik-e végtelen sok olyan ¢ > 0 egész, hogy
E(V/t)-ben érvényes az alaptétel.

2. Ismeretes az Osszes olyan ¢t > 0 egész, amelyekre az E(/t) gyfirii
euklideszi, azaz elvégezhetd benne a norma abszolit értéke szerinti ma-
radékos osztas. Ezek a kovetkezdk:

t=2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33, 37,41, 57, 73.
Léteznek tovabbi olyan pozitiv t-k, amelyekre igaz az alaptétel, példaul
t = 14,22,23,31.
3. Pontosan 9 olyan t < 0 létezik, amelyre E(y/t)-ben érvényes az
alaptétel, nevezetesen
t=-1,-2,-3,-7,—11,—19,—43, —67, —163.

4. Az elobbiek koziil pontosan 5 olyan van, amelyekben elvégezhetd a
norma négyzete szerinti maradékos osztas.



