4. ALGEBRAI MODSZEREK KLASSZIKUS EREDMENYEK
IGAZOLASABAN, UT AZ ALGEBRAI SZAMELMELET FELE

4.1. Maradékosztalygytiriikk egységcsoportjai szerkezete.
Jelolés. Tetszoleges n > 1 egészre jelolje U, a Z,, maradékosztalygytri
egységei (invertdlhaté elemei) csoportjat. Elemeiket a maradékosztalyok
legkisebb nemnegativ reprezentansaival fogjuk jelolni.

Megjegyzés. Tudjuk, hogy |U,| = p(n), de példaul Us és Us egyarant
4 elemi, am nem izomorfak, hiszen az elobbi ciklikus, mig az utébbi
Cy x Co-vel izomorf (az un. Klein-féle négyes csoporttal).

4.1.1. Tétel. Ha valamely n > 1 egészre U,, ciklikus, akkor generator
elemei primitiv gyokok modulo n.

Célunk az lesz, hogy meghatarozzuk azon n > 1 egészeket, amelyekre
az U, csoport ciklikus, ami egyenértékli azzal, hogy meghatarozzuk,
hogy mely n > 1-re van primitiv gyok modulo n.

4.1.2. Lemma. Valamely a € U, pontosan akkor primitiv gyok

(n)
modulo n, ha p(n) minden q primosztdjara a’a # 1.

Bizonyitas. Ha a € U,, primitiv gyok modulo n, akkor o,(a) = ¢(n),
és fgy a* # 1 minden 1 < k < ¢(n)-re, specidlisan akkor is, ha k =
©(n)/q valamely ¢ primosztéra.

Ha pedig a nem primitiv gyok, akkor az 6 k rendje valodi osztéja
o(n)-nek, igy ¢(n)/k > 1. Ha most ¢ egy primfaktora ¢(n)/k-nak,

p(n)

akkor klp(n)/q, amib6l a ¢« = 1 adddik U,,-ben. Ez ellentmond a
lemma foltételének.

Példék.

(1) Vizsgéljuk meg, hogy a = 2 primitiv gyok-e modulo 11. ¢(11) = 10,
amelynek két primosztéja 2 és 5. Igy ©(n)/q lehetséges értékei rendre
5 és 2. Egyszerli szdmoldssal 25,22 # 1 (mod 11), fgy a lemmabdl
adddik, hogy a 2 primitiv gyok modulo 11. Hasonlé szamolassal adédik,
hogy az a = 3 nem primitiv gyok modulo 11, ugyanis 3° = 243 = 1
(mod 11).

(2) Hasonl6 szdmolassal kaphatjuk, hogy 2 nem primitiv gy6k modulo
17, mig a 3 az.

(3) Legyen most n = 9. A ¢(9) = 6 primosztéi 2 és 3, tehat a p(n)/q
lehetséges értékei most rendre 3 és 2. A lemma szerint valamely a € Uy
pontosan akkor primitiv gyok modulo 9, ha a?,a® # 1 Uy-ben. Mivel
22,23 £ 1 (mod 9) kapjuk, hogy a 2 primitiv gyok modulo 9.

4.1.3. Tétel. Tetszéleges p primszamra az U, csoportban ¢(d) szamu
d rendii elem van minden d|p — 1-re.
Kovetkezmény. Tetszbleges p primre az U, csoport ciklikus.
Bizonyitas. (Kovetkezmény.) Legyen d = p — 1. A tétel szerint U,-
nek ¢(p — 1) szdmi p — 1 rendd eleme van. Mivel p(p — 1) > 1 az
U, csoportban van legaldbb egy p — 1 rendli elem. Béarmely ilyen elem
generdalja a csoportot, 1évén |U,| = p — 1.
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Példa. Az U; csoportnak az 5 generatoreleme, ugyanis e csoportban
5' =5, 52=4,5°=6, 5*"=2, 5°=3, 5°=1.

A tétel bizonyitasa. Legyen p paratlan prim és d|p — 1. Jeldlje Ay
az U, csoport d rendli elemei halmazat, azaz

Ag={a el,: oy(a) =d},

tovabbd w(d) = |A4|. Megmutatjuk, hogy minden d|p — 1-re w(d) =
©(d). Lagrange tételébdl kévetkezik, hogy U, minden elemének rendje
osztoja p — 1-nek, ezért az A, halmazok U, egy osztalyozasat alkotjak
(e ponton engedjiik meg, hogy valamely A, tires is lehessen). Ez azt is

jelenti, hogy

> wd)=p-1,

dlp—1
masrészt tudjuk, hogy az Euler-fliggvény Gsszegzési fiiggvénye az iden-
tikus fiiggvény, tehat

> eld)=p-1.

dlp—1
E két egyenloségbdl azt kapjuk, hogy

S (pld) — w(d)) = 0.

dlp—1

A bizonyités befejezéséhez ezutan mar elegend6 azt megmutatni, hogy
o(d) > w(d) teljesiil p — 1 minden d osztdjara.

Val6ban, ha valamely d|p — 1-te Ay = (), akkor az egyenl6tlenség
nyilvan teljesiil, ezért foltehetd, hogy Ay # 0. Legyen a € Ay és
tekintsiik az a,a?,...,a? = 1 elemeket. Mivel ezen elemek d-edik
hatvényai 1-gyel egyenldk, az f(x) = 2¢ — 1 polinomnak van d szami
kiilonboz6 gyoke Z,-ben.

Igazolhatd, hogy egy g € Z,[z]| polinomnak legfoljebb deg(g) szdmu
kiilonbozé gyoke van Z,-ben, ezért az elébbi a,d?, ... ,a? elemek az f
polinom 0Osszes Z,-beli gyokét megadjdk. Az A, halmaz pedig azon a’
gyokokbdl all, amelyekre In. k. o.(7,d) = 1.

Ha b € Ay, akkor egyrészt f(b) = 0, mdsrészt b = a* valamely
1 <k <d-re. Ha j = In.k.o.(k,d), akkor

pd/i — (ak)d/j _ (ad)k/j — ki —

U,-ben. De a b egy d-edrendli elem, igy d-nél alacsonyabb kitevds
hatvanya nem lehet 1, ami azt jelenti, hogy 7 = 1.

Ezzel kaptuk, hogy a csoportunkban minden d rendii elem a* alakd,
ahol In. k.0.(k,d) = 1. Az ilyen kitevok szdma (d), tehdt a d rendi
elemek szdma nem lehet ennél tobb. Ezzel igazoltuk az ¢(d) > w(d)
egyenlotlenséget, amivel a bizonyitas teljes.

Az el6bbi tétel és kovetkezménye bizonyitasat kissé modositva egy
sokkal altalanosabb eredményt is igazolhatunk.
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4.1.4. Tétel. Tetszbleges F' test esetén a nemzéré elemei F* cso-
portjanak minden véges részcsoportja ciklikus.

Megjegyzés. A 4.1.3. Tétel utan emlitett kovetkezmény megforditasa
nem igaz, ugyanis Uy is ciklikus csoport.

4.1.5. Tétel. Tetszbleges pdratlan p primre és k € N-re az U, csoport
ciklikus.

Bizonyitas. A bizonyitas vazlata a kovetkezo.

(a) A 4.1.3. Tétel utani Kévetkezmény alapjan foltehets, hogy k& > 1.
(b) El6bb egy g modulo p primitiv gyokot valasztunk, majd

(c) megmutatjuk, hogy g, vagy g + p primitiv gyok modulo p*.

(d) Végiil megmutatjuk, hogy ha h primitiv gyok modulo p?, akkor h
primitiv gyok modulo p* minden & > 2-re is.

Legyen g primitiv gyok modulo p, gy ¢*"* = 1 (mod p) és ¢° #
1 (mod p) valahényszor 1 < i < p — 1. Mivel In.k.o.(g,p) = 1,
In.k.o.(g,p?) = 1 is teljesiil, ami azt jelenti, hogy g-t tekinthetjiik
U2 elemének is.

Jelolje d a g rendjét modulo p2. Euler tételébdl kovetkezik, hogy
dlp(p*) = p(p—1). Tudjuk, hogy ¢ =1 (mod p?),igy g’ =1 (mod p?)
is teljesiil. De o,(g) = p — 1, ezért p — 1|d. A p prim e két tény maga
utén vonja, hogy csak a d = p(p—1) és a d = p— 1 esetek lehetségesek.
Az el6bbi esetben g primitiv gyok modulo p?, igy a tovabbiakban csak
a d = p — 1 esettel foglalkozunk.

Legyen h = g+ p. Mivel h = g (mod p), a h is primitiv gyok mo-
dulo p. Megismételve az elébbi gondolatmenetet kapjuk, hogy 0,2(h) =
p(p — 1), vagy o,2(h) = p— 1. Tudjuk, hogy ¢*> =1 (mod p?) ezért —
alkalmazva a binomialis tételt — kapjuk, hogy

W= (g+pP ' =¢""+(p—1g"*p+...=1+pg"? (mod p?),

ahol a ki nem firt tagok oszthaték p-tel. Mivel In.k.o.(g,p) = 1,
pgP=2 # 0 (mod p?), ezért h?~! # 1 (mod p?). Ez pedig azt jelen-
ti, hogy a h rendje nem lehet (p — 1) az U,z csoportban, tehat az
szitkségképp p(p — 1), ami azt jelenti, hogy a h primitiv gydk modulp
P
Végiil foglalkozzunk a (d) esettel. Legyen h primitiv gyrék modulo
p?. k-szerinti indukciéval fogjuk igazolni, hogy h primitiv gyok modulo
p" tetszbleges k > 2-re. Mivel a k = 2 nyilvanvalé, foltessziik, hogy h
primitiv gyok modulo p* valamely k > 2-re. Legyen p* rendje modulo
p*tt d. A tovdbbi gondolatmenetiink hasonlit arra, amit a (c) esetben
kovettiink.
Vildgos, hogy d|o(p"*!) = p*(p—1) és (p")|d, azaz p"~' (p—1)|d. Ez
a kettd egyiitt csak akkor teljesiil, ha d = p*(p—1), vagy d = p*~*(p—1).
Az els6 esetben h primitiv gyck modulo p**!, igy csak a mésodikkal
kell foglalkozni. Meg fogjuk mutatni, hogy 27"~ ®=1 £ 1 (mod p*+1).



Lévén h primitl’v gyok modulo p¥, a rendje Uk-ban (p*) = p*~1(p—

1), igy h?*°=1 £ 1 (mod p*). Euler tételébé] azonban kivetkezik,
hogy h?"*®=1) =1 (mod p*~!) ugyanis p*2(p — 1) = o(p*1). E két
kongruenciabdl az adédik, hogy

RP =) = 1 4 kpP~' ahol In.k.o.(k,p) = 1.

A binomidlis tételt alkalmazva

pPt T -1 (1 + kph=1)k

— 14 (f) kpt o+ (g) (kpt=1)2 + ...

1
=1+ kp" + §k2p2k_1(p —1)+...

ahol a ... olyan tagok helyett 4ll, amelyek mindegyike oszthaté (p*~1)3-
nel, és fgy p**l-gyel is, ugyanis 3(k — 1) > k + 1, valahdnyszor k > 2.
Ebbdl kovetkezik, hogy

_ 1
BP0 = 1 4 kph Ek:Qp%_l(p —1) (mod p*tt).

A foltétel szerint p paratlan prim, az elébbi kongruencia jobb oldalan
levé harmadik tag oszthaté p**l-gyel, mivel 2k —1 > k+1 valahdnyszor
k > 2.. Ez pedig azt jelenti, hogy

RPN D =1 4kt (mod pMtY).
Mivel p | k, kapjuk, hogy

pF1(p—1) 7—é 1 (mod pk-i-l)

amely a bizonyftdst teljessé teszi azzal, hogy a d = p*~1(p — 1) eset
nem lehetséges.

Megjegyzés. A p # 2 foltétel sziikséges, mert k = 2-re az indukciénk
nem milkodik. A [ harmadik tagra” vonatkozé megjegyzésiink nem
igaz ekkor, ugyanis p = 2 esetén k*p?*~1(p — 1)/2 = k?2%~2 amely
nem oszthaté 2F+1-gyel.

4.1.6. Tétel. Az U, csoport pontosan akkor ciklikus, ha k = 1, 2.
Bizonyitas. Nyilvanvald, hogy az U, U, csoportok ciklikusok, igy
csak azt kell igazolni, hogy k > 3-ra az Usx csoportok nem ciklikusok.
Ehhez pedig elég azt megmutatni, hogy Uyk-nak nincs p(2F) = 2k-1
rendi eleme. Ez abbdl kovetkezik, hogy
=1 (mod 2" (%)

minden paratlan a € N-re. Ez utébbit k-szerinti indukcioval fogjuk
igazolni.

A legkisebb vizsgalandd kitevo a k = 3. Azt kell igazolni, hogy
a’> = 1 (mod 8) minden pdratlan a-ra. Ez igaz, hiszen a = 2b + 1-b6l
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a?> = 4b(b + 1) = 1 (mod 8) addédik. Ha k > 3 és a paratlan, akkor,
foltételezve, hogy (x) teljestil, beldle azt kapjuk, hogy
a® " =1+ 2%,
ahol ¢ € Z. Négyzetre emelve ezen egyenloséget
@™ T = (142%0)% = 1428 e 2% 2 = 1425 (428 12 = 1 (mod 281,

ami épp (x) teljesiilését jelenti k+ 1-re. Ezzel a bizonyitas teljes, hiszen
igazoltuk (x) teljesiilését minden k£ > 3-ra.

4.1.7. Tétel. Az U, csoport pontosan akkor ciklikus, ha
n=1247p" 2",

ahol p paratlan prim, k € N.

Megjegyzés. A tételt ebben az altalanos formaban nem igazoljuk.
Emlékeztetiink, hogy kordabban igazoltuk, hogy tetszéleges p paratlan
primre az U, csoportok ciklikusok tetszéleges k& € N-re. Az pedig,
hogy az U, csoportok n = 1,2, 4-re ciklikusok trivialis.

Kovetkezmény. Pontosan akkor létezik primitiv gyék modulo n, ha
n =2,4,p" 2p* ahol p paratlan prim és k € N.

Kérdés, hogy mit mondhatunk azon n-ekre az U, csoportokrol,
amelyekre azok nem ciklikusok. A Kinai-maradéktétel segitségével egy-
szertien igazolhatd a 7Z, gyurd alabbi direkt folbontésa:

Zn%Zp;fl XZPSQ X ... Xprnm,

ahol n = plf1p§2 co.phm o és prypa, ..., pm Kiilonbozd primek. Az itt
szereplé gylrli izomorfizmust az eléforduld gytrik egységesoportjaira
megszoritva adodik a kovetkezo:

~
Z/{n _L{p;fl XUPIQQ X oo, Xupfnm,

ahol n = p’flp]§2 co.plm o és pi,pa, ..., pm Vegyiik észre, hogy ezen leg-

utobbi direkt folbontds éppen az U, véges Abel-csoport alaptétel sze-
rinti félbontasa.

4.2. Gauss-egészek.

Miel6tt ténylegeen algebrai szamelméleti eredményeket, problémakat
ismertetnénk, egy bevezeto példat tekintiink.
Definicié. Azon a + bi alaki komplex szamokat, amelyekre a,b €
7. Gauss-egészeknek nevezzilk. Az Osszes Gauss-egészek halmazat az
elkovetkez6kben Z[i] fogja jelolni.
Jelolés. Az egyértelmii megkiilonboztetés érdekében az un. raciondlis
egészeket, azaz 7 elemeit latin betilikkel, mig a Gauss-egészeket gorog
betiikkel fogjuk jelolni.
Megjegyzés. Vildgos, hogy minden raciondlis egész Gauss-egész, de
ez nem fog jelolésbeli zzavart okozni.
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Definicié. Az a = a + bi Gauss-egész normdjanak nevezzik és N(«)-
val jeloljik o abszolut értékének négyzetét:

N(a) = |a* = aa = a® + b*.

A Gauss-egészek defininigjabol és a komplex szamok abszolut értékére
vonatkozo ismereteink alapjan nyilvanvalék a kovetkezo tétel allitasai.

4.2.1. Tétel. Tetszbleges o, 3 Gauss-egészekre
(1) N(«) nemnegativ egész,
() N(a) =0 & a=0,
(u1) N(af) = N(a)N(B).

Megmutatjuk, hogy a Gauss-egészekre lényegében ugyanolyan szamelmélet
épithetd, mint a racionalis (k6zonséges) egész szamokra. Az els§ emlitésre
mélto kiillonbség a maradékos osztasoknal fog jelentkezni.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az a Gauss egész osztoja a [ Gauss-
egésznek, ha van olyan v Gauss-egész, hogy 3 = ay. Ez esetben alkal-
mazni fogjuk az ismert a | 3 jelolést.

4.2.2. Tétel. Ha az «, 8 € Zli]-re a| 3, akkor N(«) | N(f) is teljesiil
a racionalis egészek korében.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az ¢ Gauss-egész egység, ha minden
Gauss-egésznek osztdja.

Megjegyzés. Ez nem az integritastartoméanybeli egység szokasos de-
finicidja, de a Gauss-egészek korében tradiciondlisan igy definidljak. A
kovetkezd tételben megmutatjuk, hogy a két definicié ekvivalens.

4.2.3. Tétel. Egy ¢ Gauss-egészre a kovetkezé allitasok ekvivalensek.
(1) € egység.
(1) €] 1.
(12) N(e) = 1.
(w) e = £1, vagy € = +i.
Bizonyitas.
(1) = (1) Azonnal adédik az egység iménti definicigjabol.
(12) = () Kovetkezik az 4.2.2. Tételbél.
(m) = (w) Az N(a+bi) = a®>+b? = 1 egyenlbség a racionélis egészek
korében csak akkor teljesiil, ha a = +1ésb =0, vagy a =0 és b = +1.
(w) = (1) Barmely o Gauss-egészre

a=1la=(-1)(—a) =i(—ia) = (—i)(ia).

A kévetkezo tétel a Gauss-egészek maradékos (euklideszi) osztasarol
sz01

4.2.4. Tétel. Tetszbleges o és 3 # 0 Gauss-egészekhez léteznek olyan
v, 0 Gauss-egészek, hogy

a=py+0 é  N(o) <N(B). (1)
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Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy az (1) foltétel ekvivalens a kovet-
kezdvel:

a

G-7=5 6 ld <18l ez

g g

Ez azt jelenti, hogy olyan v Gauss-egészt kell keresni, amelyre

< 1.

< 1. (2)

‘a

g
A Gauss-egészek a sik egész koordindtaji racspontjaival reprezentdl-

hatok, igy van a sikon olyan 1 oldalhosszisagi négyzet, amely bel-

sejében, vagy a hataran tartalmazza az — komplex szamot reprezentald

pontot. Az elemi geometriabdl tudjuk, hogy van legaldbb egy olyan
csucspontja ezen négyzetnek, amelyik 1-nél kisebb tavolsagra van e
ponttdl (akar az Gsszes csticspont ilyen lehet). Ezek koziil vélaszthatjuk
¥-t.

Legyen % = r+si, és tekintsiik a hozza legkozelebb eso csticspontot

(Gauss-egészt), jelolje ezt v = u+wvi. Vilagos, hogy u, v az r, s raciondlis
szamokhoz legkozelebb es6 egész.
Ekkor — ugyancsak elemi geometriai ismereteink alapjan — kap-

juk, hogy
1\N? /1\* 1

Megjegyzés. Eredményiink azt is jelenti, hogy a Gauss-egészek gytirtije
az imént bevezetett norméval euklideszi gytr.

A Gauss-egészek — foltéve, hogy legalabb az egyikiilk nemzérd
— legnagyobb kozos osztojat ugyanugy definialjuk, mint altaldban in-
tegritastartoményokban, azaz olyan kozos oszo, amelynek mindegyik
kézos oszto osztoja. Vilagos, hogy a legnagyobb kozos osztd csak
egységszerestol eltekintve egyértelmi.

Barmely két Gauss-egésznek (ha legalabb az egyik nem nulla) van
legnagyobb kozos osztdja és egy legnagyobb kozos meghatarozhatéd
euklideszi algoritmussal, annak utols6 nemzéré maradéka. Ugyanugy,
mint korabban, In.k.o.(a,3) az «, 3 Gauss-egészek barmely legna-
gyobb kozos osztojat jelolheti.

Definialjuk a Gauss-egészek korében is a folbonthatatlan-(irreducibilis),
ill. a prim elemeket.

Definicié. A 7 egységtdl kiillonbozo, nemzérd Gauss-egészt Gauss-
primnek nevezziik ha csak ugy lehet osztéja két Gauss-egész szorzatanak,
ha legalabb az egyik tényezének osztdja. Azaz

| af = Tla vagy w|p.

Definicié. A 7 egységtdl kiilonbozo, nemzérd Gauss-egészt Gauss-
folbonthatatlannak nevezziik ha csak ugy bonthaté fol két Gauss-egész
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szorzatara, hogy valamelyik tényez6 egység. Azaz

T =af = « vagy [ egység.

4.2.5. Tétel. Egy Gauss-egész pontosan akkor prim, ha télbontha-
tatlan.

Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy o Gauss prim, és o = af valamely
a, f Gauss egészekre. Vildgos, hogy olaf, és mivel prim, valamely
tényezének is osztéja, mondjuk pla. Ekkor af|a is all, amibél a # 0
révén (|1 kovetkezik, azaz (3 egység.

Most legyen o folbonthatatlan elem, és o|a3. Ha g|a, akkor készen
vagyunk, o prim. Ha pedig o/ «, akkor In.k.o0.(p,a) = 1. Ekkor van
olyan v, 0 Gauss-egész, hogy oy + ad = 1, amely hasonléan igazolhaté,
mint a racionalis egészek korében. Ebbdl mar egyszertien addédik, hogy
0|8
Megjegyzés. Mivel a Gauss-egészek korében a folbonthatatlan elemek
pontosan a primelemek, ezért az elkovetkezokben altalaban a primelem,
vagy egyszerlen a prim elnevezést részesitjiik elényben.

4.2.6. Tétel. (A szamelmélet alaptétele) Minden 0-tdl és az
egységektol kiilonbozé Gauss-egész folbonthato Gauss-folbonthatatla-
nok szorzatara. A foélbontas a tényezok sorrendjétél és egységszeresektol
eltekintva egyértelmii.

Bizonyitas. Az egyértelmiiség bizonyitasa a 4.2.5. Tétel segitségével
ugyanugy végezheto el, mint a racionalis egészek esetén.

A felbonthatdsdg igazoldsanak menete is ugyanaz, csak az abszolit

érték helyett a normat kell figyelembe venni.
Megjegyzés. Lattuk, hogy a szamelmélet alaptételének igazolasakor
a folbontéas létezését a raciondlis- és a Gauss-egészeknél 1ényegében
ugyanugy mutattuk meg, ugyanazt a gondolatmenetet kovettiik. Az
egyértelmiiség bizonyitasahoz vezeto Ut 1épései pedig a kovetkezo vol-
tak:

Maradékos osztds = létezik legnagyobb kozos oszté (olyan oszto,
amely minden ko6z6s oszténak osztéja) = minden félbonthatatlan egy-
ben prim is = a félbontas egyértelmii.

Megmutathatd, hogy a (megfelel6 értelemben vett) maradékos osztas
1étezésébol mindig kovetkezik, hogy az adott integritastartoméanyban
érvényes a szamelmélet alaptétele, de a forditott iranyu implikacié mar
nem. Masképpen mondva, nem minden Gauss-gytiri Euklideszi-gytiri.

A kovetkezo tétel teljesen leirja a Gauss-primeket.

4.2.7. Tétel.

(1) Minden m Gauss-primhez pontosan egy olyan p pozitiv (racionalis)
prim Iétezik, amelyre m|p.

(12) Minden p pozitiv (racionalis) primszam vagy maga is Gauss-prim,
vagy két olyan Gauss-prim szorzata, amelyek normaja p és egymas
konjugaltjai.



Bizonyitas.
() m prim, igy N(7) > 1, és igy N(m) folbonthaté pozitiv (raciondlis)
primek szorzatara: N(mw) = pips...p,. Ekkor

m|7m = N(7) =pips ... s

Mivel 7 (Gauss-)prim, osztéja a szorzat valamely tényezdjének, azaz
valamelyik p;-nek is.

A egyértelmiiség igazoldsahoz legyenek p, ¢ olyan kiilonb6zé pozitiv
(raciondlis) primek, amelyeknek 7 osztéja. Mivel p, g relativ primek,
léteznek olyan wu, v egész szdmok, hogy 1 = pu + qu, amibél 7|p és 7|q
miatt 7|1 adddik, ami lehetetlen.

(12) Ha a p > 0 primszdm nem Gauss-prim, akkor folirhaté legaldbb
két Gauss-prim szorzataként (5.1.6. Tétel):

pP=T1...T, r > 2.
Ez azt jelenti, hogy
p> = N(p) = N(m)...N(m,),

ahol N(m;) > 1. Mivel p? csak egyféleképp bomlik egynél nagyobb
(raciondlis) egészek szorzatéra, ezért r = 2, és N(m) = N(m) = p.

Mivel p = mmy és p = N(m) = m71, a bizonyitandé m = 7
egyenloséget kapjuk.

A kovetkezo tételben megadjuk a Gauss-primek , listajat”.
4.2.8. Tétel. Legyen e € Z[i| tetszéleges egység. Az alabbi Gauss-
egészek adjak az Osszes Gauss-primet.
(2) e(141).
(12) €q, ahol q olyan pozitiv (racionalis) prim, amelyre g = —1 (mod 4).
(112) Olyan 7, amelyre N(m) = p pozitiv (raciondlis) prim, és
p = 1 (mod 4); minden ilyen primszamhoz egységszerestdl eltekintve
két Gauss-prim tartozik, amelyek egymas konjugaltjai, de nem egységsze-
resei.
Példék.
(1) A —1+1i=1i(1+1i), —7i Gauss-primek.
(2) A 2 —5i szintén Gauss-prim, mert N (2 —5i) = 29, amely raciondlis
prim 1-gyel kongruens modulo 4.
(3) A -37, és a 9+ 2i nem Gauss-primek.
Bizonyitas. A 4.2.7. Tétel alapjan az Osszes Gauss-primet a pozitiv
(racionalis) primek folbontasabol kapjuk attdl fiiggéen, hogy e raci-
ondlis prim a 2 (ez az (2) eset), 4k — 1 alaku (a (u) eset), illetve 4k 41
alaku (a (u2) eset).
(1) A2=(1+1)(1—1i) =i*(141)? egyenldségekbd] adédik.
(12) Legyen g olyan pozitiv prim, hogy ¢ = —1 (mod 4). Ha nem Gauss-
prim, akkor az 4.2.7. Tétel (n) allitdsa szerint van olyan m = a + bi
Gauss-prim, hogy

q= N(m)=a>+1
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ami lehetetlen, mert a modulo 4 —1-gyel kongruens pozitiv primek nem
bonthatok két négyzetszam oOsszegére.
(112) Legyen p = 1 (mod 4) pozitiv primszam. Kordbbi szamelméleti
tanulmanyainkbdl tudjuk, hogy az z*> + 1 = 0 (mod p) kongruencia
megoldhatd, azaz van olyan ¢ € Z, hogy p|c*? + 1 = (¢ +i)(c — i).
Ekkor, amennyiben p Gauss-prim, osztéja valamelyik tényezének. Ez
azonban nem teljesiil, hiszen
cti _c " 11
p p D

nem Gauss-egészek, 1évén, hogy a képzetes résziik nem egész.

Alkalmazzuk ismét az elozé tételt. Ez alapjan p = nw, ahol a
jobb oldalon all6 két tényez6 Gauss-prim. Azt kell csak igazolnunk,
hogy 7 # &7, ahol € egység. Ez azonban egyszerl szamolassal adodik,
ugyanis ¢ lehetséges értékei +1, 4.




