3. A LANCTORTEK ALKALMAZASAIL.

3.1. Diofantikus approximacié.
Alapkérdés: Mennyire jol kozelitheték az irracionalisok raciondlis
szamokkal?

Megjegyzés. Mindenek elétt azt kell tisztdzni, hogy mit jelent a
,josag”.

Egy trivialis valasz: Elso latasra akarmilyen jol, hiszen tudjuk, hogy
a raciondlis szamok mindeniitt striin helyezkednek el a valés szamok

kozott, azaz barmely valds szam tetszoleges kornyezetében végtelen
sok raciondlis szdm van, igy bamely o € R\ Q irraciondlis szdmhoz és

a a
€ > 0-hoz van olyan 7 b > 0 racionalis szam, hogy |a — —) <e.

Mi most pontositani fogjuk a ,,josdg” fogalmat. Mindig foltessziik,
hogy a kozelitd 3 raciondlis szamaink olyanok, hogy b > 0. Elsd
Iépésként rogzitsiik ezen kozelito ¢ raciondlis szdmok b > 0 nevezgjét.
Megmutathatd, hogy ha « irracionalis szam, akkor van olyan ¢ € Z

egész, hogy
c 1
o-3l<3
A kovetkez6 fogalom lényegesen messzebre vezet, mar bizonyos
értelemben ,,méri a jésagot”.

Definicié. Legyen t € N, t > 1 tetszéleges. Azt mondjuk, hogy
az « valos szam t-edrendben approximdlhato raciondlis szamokkal, ha
végtelen sok olyan ¥, b > 1 racionalis szam létezik, hogy

c(@)
bt
ahol ¢(a) csak a-t6l fiiggd konstans. Egy korabbi bizonyitasunk mellékterméke

<

‘O{_

a kovetkezo tétel.

3.1.1. Tétel. Az irracionalis szamok masodrendben approximalhatok
racionalis szamokkal.

Bizonyitas. Legyen a valés szam, konstrudljuk meg lanctort alakjabol
a Pr, qx sorozatokat, és jelolje — mint korabban is — ay = g—: a k-adik
kezdo szeletet. Tudjuk, hogy barmely n € N-re o az o, és az a1
kozott van, igy

0<|a—an| < |apir — ayl

APny1r a1
— - | — ’anrIQH - ann+1|
an+1 dn qndn+1
1 1

qnqn+1 Qn2



Az elkovetkezokben azt mutatjuk meg, hogy a lanctort alak kezdo
szeletei a legjobb masodfoki approximaciok. Ennek elso lépése a kovet-
kez6 lemma lesz.

3.1.2. Lemma. Legyen o € R\ Q, n € N, tovabbd ay,pn,qn a
,szokasosak”. Ha a,b € Z és 1 < b < g1, akkor

|Qna _pn’ < |ba - a"
Bizonyitas. Tekintsiik a
Pn® + Pn1y = a
GnT + Gn1y = b

linedris egyenletrendszert. Ez nyilvan megoldhato, s6t pontosan egy
egész megoldédsa van (determindnsa ugyanis (—1)"*1):

To = (_1)n+1(a%+1 — bpnt1)
yo = (=1)""(bp, — agn)
Allitjuk, hogy csak azzal az esetel kell érdemben foglalkoznunk, amikor

a megoldas nemzéro, és ellentétes eldjelliek, azaz xoyg < 0.
Ugyanis, ha zy = 0, akkor

afn+1 =bppy1 = Gutld,
ami lehetetlen a b vélasztasa miatt. Ha pedig yo = 0, akkor
a=Dppry €s b= q,To,
ami maga utan vonja, hogy
|ba — a| = |agnzo — pawol = [To| - [gae — pul = [gna — pul,

azaz teljesill a lemma allitésa.
Marad annak megmutatasa, hogy xy és 1y ellentétes eldjelii, va-
lahdnyszor nemzérok. Ha yy < 0 akkor

qnTo = b — gny1Y0, amibdl g,xo > 0.

Tudjuk, hogy a ¢, sorozat minden tagja pozitiv, igy xo > 0 adddik.
Ha pedig yy > 0, akkor

b<guii = b<qui¥o = @gro<0 = 127<0.

[smét azt hasznaljuk ki, hogy « lanctort alakjanak két szomszédos
kezd6 szelete kozott helyezkedik el, azaz barmely n € N-re

ap < o< Qpip Vagy Qg > Q> Qpaq,

azaz

Pn < Pt vagy Pno o> Potl
qn dn+1 dn qn+1
Ezekbdl
Po < e 65 Gui1r < Poga, (1)
vagy

Dn > & és Gn+1¢x > Pn+1, (2)



adédik, és (1)-bl
Gn — Pr >0 €8 guiiax — pry1 <0,
mig (2)-bél
Gt —Pp <0 €8 gni10t — pny1 > 0,
AZaAZ
Gn@ —DPn €8 Qi1 — Pnti

ellentétes eldjelliek, ezért ezeket rendre az ellentétes el6jelii xg és yo
egészekkel szorozva azonos eldjelli szamokat kapunk, és igy Osszegiik
abszolut értéke megegyezik abszolut értékeik osszegével:

lbae — a| = |a(gnT0 + Gni1Y0) — (PnTo + Pus1¥o)|
= |20(gn — Pn) + Yo(Gni10 — Py
= |2o| = |gne — pul + [v0l * lgnt100 — Pt
> |zo| - [gne = pu| > |gnar — pal.

E lemmabol mar konnyen addodik az igért tétel

3.1.3. Tétel. Legyen a € R\ Q tetszéleges irracionalis szam, és

barmely n € N-re o, = Pn Jinctort alakjanak n-edik kezdo szelete. Ha
an

1 <b<gq, egész, akkor barmely % € Q-ra

Dn
o — —

an

Megjegyzés. Tételiink azt allitja, hogy a lanctort alak n-edik kezdo
szelete a legjobb azon § kozelitések kozott, amelyek b nevezdje nem
nagyobb ¢,-nél.

Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy allitasunk nem igaz, azaz van olyan
a € Z, hogy bar 1 < b < g,, mégis

Pn
n

=gl
o — - o —
b

Ekkor azonban

|Qna_pn|:%L 05_& >b‘&_%‘:|ba_a|7

n

adddik, ami ellentétes lemmankal.

Tudjuk, hogy az irracionélisokat lanctortjeik kezdo szeletei masodrendben
approximaljak, de jogosak azok a kérdések, hogy egyrészt javithato-e
az approximacio foka, masrészt csak a lanctortbol nyerheté masodfoki
approximacio, vagy mas uton is. El6bb a méasodikra valaszolunk.
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3.1.4. Tétel. Legyen a irraciondlis szam. Haaz ¢, (b > 1, In.k.o.(a,b) =
1) raciondlis szam, és

a 1
o= 5l < 3
akkor valamely n € N-re
a _ DPn
ke iaten

ahol «,, az « lanctort alakjanak n-edik kezdé szelete.

Bizonyitas. Tegytik {0l, hogy ¢-re teljesiilnek a tétel foltételei, de nem
egyezik meg egyetlen kezdo szelettel sem. Mivel a g sorozat szigoruan
monoton névekvo, pontosan egy olyan n € N van, amelyre ¢, < b <
Gn+1- Ezen n-re teljesil az

1
|qna—pn|§|ba—a|:b‘a—%‘<%

egyenlotlenségsorozat részben az elobbi lemma, részben a bevezetében
emlitettek miatt.
Ebbdl egyszertien kaphatd, hogy

1
2bqn

Pn
o — —

dn

<

Mivel foltételiink szerint 7 # 5—:, a bp, — aq, kiillonbség nemzéro egész,
igy 1 < |bp, — aq,|. EbbSl azonban kovetkezik, hogy

e s
bgn — | gy G b
< &—a —i—‘oz—g < ! —l—i.
g b 2bg,  2b?
A kapott
1 1 1

—_ < JE—
bg,  2bq, + 202
egyenlotlenséghbol b < g, adddik, ami ellentmond n valasztasanak.

Foglalkozzunk most approximéacionk javithatosagaval. Két mély
tételt emlitiink bizonyitas nélkiil.

3.1.5. Tétel. (Hurwitz tétele) Barmely « irracionélis szamhoz végtelen
sok olyan % (a,b € Z, b>0, In.k.o.(a,b) = 1) raciondlis szam létezik,

amelyre

o3l < 7
a——| < ——.

bl /52

Utolsé tételiink azt mondja, hogy a Hurwitz tételben szereplé kons-
tans nem novelheto.
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3.1.6. Tétel. Van olyan « irracionalis szam, amelyhez csak véges sok

a ST . o Y11 pes s .
olyan — raciondlis szam létezik (a tovabbi foltételek ugyanazok, mint
az el6bbi tételben), amelyre

\/_—l—s

ahol € > (0 tetszoleges valos szam.
1++5

Példa. Ilyen szam az a = , amelynek lanctort alakjanak min-

den jegye 1.

3.2. Linearis diofantikus egyenletek.
A mddszer megtaldldsa eqyéni foldolgozdsra szant feladat.

3.3. A Pell-egyenlet.

1657-ben Fermat — bér ez nem volt szokasa — két probléma meg-
oldaséara hivta fol a matematikus tarsadalmat. Vélhetden indirekte J.
Wallisnak cimezte, aki a Newtont megel6z6 kor egyik legnagyobbra
értékelt angol matematikusa volt. A kovetkezd kérdéseket tette fol.
1. Adjunk meg olyan kobszamot, amelybdl valédi osztéi Osszegével
novelve négyzetszamot kapunk. Példaul, 73 + (1 + 7 + 72) = 202
2. Adjunk meg olyan négyzetszamot, amelybdl valddi osztoi Gsszegével
novelve kobszamot kapunk.

A problémék Wallist hidegen hagytak, de példdul egyik kortarsa
— a francia Bernhard Frénicle de Bessy — a kovetkez6 megoldast adta
az els6 problémara:

Ha a
(2-3-5-13-41-47)°

egészet megnoveljik valodi osztdi Osszegével, akkor a kapott
szam négyzetszam, nevezetesen

(27-3%.5%.7-13-17-29)%

Fermat nem ilyen példakat, hanem altaldnos eredményt keresett. El6szor
azzal az esettel foglalkozott, amikor a kobszam egy prim kobe. Ennek
altalanositasaként az

2+ (1+x+2%) =y°
egyenlet megoldasara hivott fol foltéve, hogy = paratlan. Ha egyen-
letiinket
(1 +2)(1+2%) =y
alakra irjuk at, akkor az

ab = (%)2 , In.k.o.(a,b) =
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alakban irhato, mivel a bal oldalon &ll6 két tényezének egyediil a 2
primosztéja. Vilagos, hogy a, b mindegyike négyzetszam, mondjuk a =
u? és b =12, igy

1+ 2 = 2a = 2u?, 1422 = 2b =202

Ez azt jelenti, hogy ha egy = egész megoldasa Fermat els6 probléméjanak,
akkor sziikségképp megoldésa a kovetkezo egyenletparnak:

r=2u? —1, 22 =2% — 1.
A maésodik specidlis esete az
P =dy’ +1

alaku egyenleteknek.
Ez utébbi folismerésen alapulhatott Fermat azon — egy hénappal
késobb kozzétett — probléméja, miszerint:
3. Adjunk meg olyan y egészet, amelyre dy? + 1 négyzetszdm, ahol
d € N nem négyzetszam. Példaul, 3-124+1 =22 vagy 5-4%> +1 = 92,
3’. Ha altalanos megoldast nem sikeriil taldlni, akkor keressiik meg a
legkisebb olyan y egészet, amelyre 61y + 1 = 22, vagy 109y? + 1 = 22
A mér emlitett Frénicle megadta az x? — dy? = 1 egyenletek legki-
sebb megoldésait d < 15-re, de ez mar masok érdeklédését is folkeltette.
Példaul egy angol lord, Wallis patronusa kiszamolta, hogy

(126862368)* — 313(7170685)* = —1,

igy
y=2-7170685 - 126862368

a legkisebb megolddsa az x2 — 313y? = 1 egyenletnek.

1759-ben Euler, majd valamivel késébb Lagrange rajott arra, hogy
a probléma megoldésa szorosan kapcsolédik v/d ldnctort alakjahoz. Eu-
ler nem fejezte be vizsgalatait, Lagrange azonban 1768-ban publikalta
azon eredményét, miszerint az 22 —dy? = 1 alaki egyenletek, ahol d € N
és nem négyzetszam, megoldésai a v/d lanctort alakjabél nyerhetSk.

Késébb az angol John Pell néhany jelentéktelen eredményt pub-
likalt ezen egyenletekrol, de valami fatalis tévedés révén ezen egyen-
lettipust az utokor az 6 nevéhet kapcsolta Euleré, vagy Lagrange-é
helyett.

Az x2 —dy?=1 (ahol d € Z, d # 0) egyenlet, az tin. Pell-
egyenlet vizsgalata.
Vannak trivialis megoldasok: z = +1, y = 0.
Ha d < —1, akkor 22 — dy* > 1, kivéve, ha x = y = 0, igy ez esetekben
nincs megoldas. Ha pedig d = —1, akkor tovabbi két trivialis megoldas
van: =0, y = £1.

Végiil, a d = n? esetben is csak trivialis megolddsok vannak, hiszen
az

2 —dy =2 —n*y* = (x+ny)(z —ny) =1



esetben
r+ny=x—ny==+1,
ami ismét csak az x = £1, y = 0 esetekben all fonn.
Igy csak azt az esetet kell vizsgalni, amikor d > 0, és nem négyzetszam.

Nyilvanvald, hogy elegendé a pozitiv megolddsokat megkeresni, és ha
p,q € N megoldés, akkor In.k.o.(p,q) = 1. 3.3.1. Tétel. Hap,q € N

megoldasa az x> —dy? = 1 egyenletnek, akkor "a Vd lénctort alakjdnak
valamely kezdé szelete.
Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy p* — d¢? = 1, azaz

(p— Vdg)(p+ Vdg) = 1, (1)
amibél p > ¢V/d és

P_ g __ 1
q q(p + qv/d)
adodik.
Mivel
1 d d 1
0< b Vd = < Vd = vd = 52
q qlp+qvd) qlgVd+qVd) 2¢2Vd 24

1
0<?_Vi<—
q 2¢>

egyenldtlenség adodik, ami a 3.1.4. Tétel szerint a bizonyitando allitast
jelenti. E tétel megforditésa &ltaldban nem igaz, a v/d nem mindegyik

kezdo szelete szolgdltat megoldast. Valamivel kevesebb azonban bi-
zonyithatd. Nevezetesen, ha e kezdo szeleteket z—: alakban irjuk, akkor

becslést tudunk adni a p? — dq? kifejezés lehetséges értékeire. Igaz
ugyanis a kovetkez6 allitas.

3.3.2. Tétel. Ha § egyik kezd§ szelete \/d ldnctort alakjanak, akkor
xr =p, y = q megoldasa az

2 —dy? =k

egyenletnek valamely |k| < 1+ 2v/d-re.

Bizonyitas. Legyen g a V/d lanctort alakjanak egy tetszéleges kezdd

szelete. A 3.1.1. Tétel szerint

Ji_P

q

1
<?,

és igy
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Egyszerii rutin becslésekkel kapjuk, hogy
p+gVd| = |(p — qVd) +2¢Vd|
< é +2¢Vd < (14 2Vd)q. (2)
Az (1) és (2) egyenlétlenségeket Osszeszorozva kapjuk, hogy
p* —dg®| = |p — qVd| - [p+ qVd|
< 3(1 +2Vd)g =1+ 2V4d,

ami épp a bizonyitandd egyenlotlenség.

Példa. Legyen d = 7. Ekkor /7 = (2,1,1,1,4) amelynek néhany
kezdo szelete

| @

2
1

DN | Ut
w| oo

) Y ) PAR

_ =

Ezek kozill az ¢ = 8, y = 3 lesz megolddsa az 2? — Ty*> = 1 Pell-

egyenletnek.

A 3.3.1. Tétel szerint ha az 22 —dy? = 1 egyenletnek van megoldésa,
akkor azok megtaldlhatdk v/d lanctort alakjanak kezdé szeletei kozott.
Pontosabban, ha =,y egy megoldas, akkor — a korabbi jeloléseinkkel
— van olyan oy = Z_'Z kezd¢ szelet, hogy © = pi, y = qi. Megvizsgaljuk,
hogy mely kezd6 szeletek szolgaltatnak megoldasokat. Elso 1épésiink a
kovetkezd lemma.

3.3.3. Lemma. Legyen (a szokdsos médon) a Vd ldnctort alakjdnak

Qpy = % az m-edik kezdd szelete. Ha /d ldnctort alakjanak pe-

riodusanak hossza n, akkor
p%nfl - dql%nfl = <_1)kn (k = 17 27 37 - )

Bizonyitas. Legyen k > 1, és tekintsitk v/d ldnctort alakjat a kovet-
kez6 formaban:

\/E = <a07a17a27 s 7akn—17‘rkn>7

ahol

Tkn = (200,01, A2, . . ., An—1,2a9) = ao + V.

A 2.3.1. Lemma bizonyitasdban hasznélt észrevétel szerint

\/E _ LnPkn—1 + pk:n—2.
TknGkn—1 + Gkn—2

Ha elvégezziik az xy, = ag + Vd helyettesitést, akkor a

JE(aOanfl + Qrn—2 — Pkn—1) = Q0Pkn—1 + Pkn—2 — Aqkn—1
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egyenloséghez jutunk. Lathatd, hogy ezen egyenléség bal oldalan ir-
racionalis, mig jobb oldaldn raciondlis szam &ll, ami lehetetlen. Ezért
szitkségképp fonnéllnak az

a0Gkn—1+ Qkn—2 = Pkn—1 €S Q0Pkn—1 T Pkn—2 = dqkn—1
egyenloségek. Szorozzuk meg ezeket rendre pg,_1-gyel, illetve —qx,_1-
gyel, majd adjuk ossze 6ket. Igy a kovetkezo egyenloséget kapjuk:

pin_l - dqin_l = Pkn—19kn—2 — Qkn—1Pkn—2-

A 2.3.2. Lemma (a) 4llitdsa szerint a jobb oldal egyenld (—1)*~2 =

(—1)*n-nel, és igy
pin—l - d%zn—1 = (_1)lm-
3.3.4. Tétel. Tekintsiik az
2 —dy? =1 (3)
Pell-egyenletet, ahol d € N tetszbleges nem-négyzetszam. A szokasos
jelolésekkel legyen oy = % a V/d lénctort alakjanak k-adik kezd§ sze-

k
lete, és n e lanctort periodusanak hossza.
(1) Ha n pdros, akkor (4) dsszes pozitiv megoldéasa a kévetkezd:

T = Pkn—-1, Y = qkn-1 k:1,2, .

(2) Ha n pdratlan, akkor az dsszes pozitiv megoldast az

T =Pokn-1, Y=GQukn—1 k=12,
formulak szolgaltatjak.
Bizonyitas. A 3.3.1. Tételbél tudjuk, hogy (3) minden pozitiv meg-
oldésa v/d lanctort alakjanak valamely kezdd szeletébdl szarmazik.
A 3.3.3. Lemma alapjan x = pur_1, Y¢ux—1 pontosan akkor meg-
olddsa (4)-nek, ha (—1)"* = 1. Ha n péros, akkor ez minden k& € N-re
teljesiil, mig ha paratlan, akkor a paros k-kra.

Példak.

1. Keressiik meg az 22 — 7y? = 1 egyenlet néhdny pozitiv megoldasat.
V7 =[2T1,1,1,4]

Az elsé néhany kezdo szelet:
2 3 5 8
T2

37 45 82 127
14 177 317 487
590 717 1307 2024
2237 2717 4947 765
Mivel a /7 lanctort alakjanak periédusa 4, igy a
Pak—1

q4k—1
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alaki kezd6 szeletek szolgaltatjak a megoldasok. Ezen foltételnek —
az elobbiek kozill — a 3. a 7. és a 11. kezdo szeletek tesznek eleget,
igy

T = 8 Y1 = 3, To = 127 Yo = 48, T3 = 2024 Y3 = 765

az els6 harom pozitiv megoldas.
2. Keressitk meg az 22 — 13y? = 1 egyenlet legkisebb pozitiv meg-
oldésat.
V13 =[3;1,1,1,1,6|
a periodushossz: 5.
A lanctort elsé 10 kezd6 szelete:
3 4 7 11 18
11 2 3 5’
119 137 256 393 649
337 387 717 109 180
A 13. Tétel () dllitdsa szerint a kezdd szeletek koziil a 22, — tehat az
el6bbi folsorolasban a 10. — adja a legkisebb pozitiv megoldast, tehat
az az
r1 =649, y; = 180.
3. Az 22 — 991y? = 1 egyenlet legkisebb pozit{v megoldésa:
x = 397.516.400.906.811.930.638.014.896.080

y = 12.055.735.790.331.359.447.442.538.767

4. Az 22 —-1000099y% = 1 egyenlet legkisebb pozitiv megoldésa z-re egy
1118 (decimélis) jegyli szam, ugyanis a /1000099 lanctort alakjanak
perédushossza 2174.

Megjegyzés. Ez az eset — az igen hosszu periodus — kis szamok
esetén is elofordul, és igy kis d-re is elég nagy lehet a legkisebb pozitiv
megoldas. Ez a kovetkezo példabdl is jol lathato.

5. Az 22 — 61y* = 1 egyenlet legkisebb pozitiv megoldésa:

x = 17.663.319.049 y = 226.153.980,
mig ugyanez az 2 —60y* = 1, ill. az 2°—62y* = 1 egyenleteknél rendre
r=31 y=4, r=063 y=_8.

A megoldasokbdl lathatd, hogy +/61 periédusa igen hosszu, mig 60 és
62 esetén ez meglehetosen rovid.

Egy legenda szerint Archimédesz epigramma formaban elkiildott
Erathosztenésznek egy feladatot, amely 4 kiilonb6z6 szint tehénnel és
bikaval volt kapcsolatos, igy 8 ismeretlen mennyiség szerepelt benne, s
kozottik 9 foltétel teljesiilt. Ez az un. diofantikus probléma az

2 —4.729.494y* = 1
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Pell-egyenletre vezet, de nem valészinti, hogy meg tudta volna oldani
akar maga Archimédesz. Az egyik keresett mennyiség (a 8 koziil) egy
olyan szamnak adodik, amelynek 206.545 decimdlis jegye van. Ha e
szamot le akarndnk frni és egy centiméterre 4 szamjegyet irunk (ez
stiribb a normél nyomtatasnal), akkor a szam hossza kb. 516 méter
lenne.



