MBNO13E SZAMELMELET ES ALKALMAZASAI
MMNO13E FEJEZETEK A SZAMELMELETBOL
eloadas véazlat 2015

0. KORABBI KURZUSOK ALAPJAN ISMERTNEK FOLTETELEZETT ANYAG.

(1) Az MBN112E kédu, Bevezetés a szdelméletbe c. kurzus anyaga,
kiilénosen a kovetkezok:
e cuklideszi algoritmus, oszthatdsag, kongruencia, Euler és
Fermat kongruencia-tétele;
e primszamok, a szamelmélet alaptétele;
e négyzetosszegekre bontas.
(2) Az elemi analizisbdl:
e végtelen sorozatok és sorok konvergenciaja, a monoton korlatos
sorozatok konvergensek;
e a Riemann integral, parcidlis integrélds (pl. az [ p(x)e “dx
alaki integrélok, ahol p(z) polinom).
(3) Lineéris algebrabol:
e vektortér, linedris fiiggetlenség,
e bazis, dimenzio.
(4) Absztrakt algebrabdl:
e csoport, gylrl, integritdstartomény, irreducibilis- és prim
elemek, irreducibilis faktorizacio, Gauss-gytri;
e test, testbovités.

1. KLASSZIKUS SZAMELMELET.

1.1. Egy jol ismert fogalom mas szemmel: a raciondlis szamok
tizedestort alakja.

Legyenek a,b € Z, b > 1 relativ prim egészek. Ha elvégezziik az
a: b osztast, akkor az eredmény véges, vagy végtelen tizedestort lesz,
az 3 raciondlis szam tizedestort alakja. Egyszertien megvalaszolhato
az a kérdés, hogy mikor kapunk véges tizedestortet: pontosan akkor,
ha b = 2™5", tovabba a tizedevesszO utani véges sok jegy szama, a
tizedestort hossza max{m.n}.

Megjegyzés. Itt és az elkovetkezOkben foltessziik, hogy a tizedestortek
utolsé jegye nem zérus.

Bonyolultabb a helyzet akkor, ha az osztassorozat nem véges. Ez
nyilvén akkor fordul el6, ha létezik olyan p|b primszéam, hogy p ¢ {2,5}.
A tapasztalat szerint ez esetben a tizedesjegyek sorozataban létezik
olyan véges jegysorozat, amely folytonosan ismétlodik, azaz ekkor a
tizedestort
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alaku, ahol a;,b; € Z, 0 < a;,b; < 9. E tény igen konnyen igazolhaté az
osztasi aégoritmusbol. Eléfordolhat, hogy az ismétlédo by, . . ., by, soro-
zat, a periodus rogton a tizedesvesszo utan kezdodik. Ebben az esetben
azt mondjuk, hogy a tizedestort tisztan periodikus. Ellenkez6 esetben
létezik az un. eléperiddus, az ai,as,...,a; sorozat. Az el6peridodus
hosszan a legkisebb ilyen k-t értjiik, mig a periddushossz a legkisebb m
érték. Ezeket rendre [, n fogja jelolni.
Igazolhatok a kovetkezo tételek.

1.1.1. Tétel. Legyenek a,b € Z, b > 1, In.k.o.(a,b) = 1 egészek. Az
7 raciondlis szdm tizedestort alakja
(1) véges, ha b= 2"5° r s € Ny,
(1) tisztan periddikus, ha In.k.o.(b, 10) = 1,
(1) periédikus nemzéré hosszisagu eléperiédussal, ha az el6bbi
két foltétel egyike sem teljestil.

Ezen tétel jeloléseit és esetfolosztasat hasznélva igazolhatd, hogy
1.1.2. Tétel. Legyenek a,b € Z, b > 1, In.k.o.(a,b) = 1 egészek. Az

7 raciondlis szam tizedestort alakjaban

(1) a tizedes vessz6 utani un. értékes jegyek szama max{r, s},
(1) a tisztan periédikus esetben a periodus hossza n = 0,(10),
azaz a 10 multiplikativ rendje modulo b.

1.1.3. Tétel. Legyenek a,b € Z, b > 1, In.k.o.(a,b) = 1 egészek,
b = biby, ahol by = 2"5%, r,s € Ny, tovdbbd In.k.o.(be, 10) = 1. Ekkor
az eléperiodus hossza | = max{r, s}, mig a periédushossz n = op,(10)

Erdekes, de az elébbiek alapjan konnyen megvalaszolhato kérdés
az, hogy mi a helyzet akkor, ha a szdmrendszer alapszama nem 10,
hanem valamely g € N.

1.2. Primszamok.

Definicié. A p € N természetes szam primszam, ha pontosan két
pozitiv osztdja van.
Megjegyzés. Erdekességként folsorolunk két alternativ primszam-
definiciot.
(1) Véges testek karakterisztikdja.
(2) Az
- wl(s)
sin —~

S

sin T
analitikus fliggvény egész zéréhelyei. (Ha s € RY ) akkor T'(s) =
[ a*~te~*dx, amibdl I'(n) = n!, han € N.)
0
Bevezetaiil két klasszikus tétel

1.2.1. Tétel. (Euklidesz, Elemek IX. 21.) Végtelen sok primszam
van.
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Megjegyzés. Euklidesz ezt gy fogalmazta, hogy , primszamok barmely
sokasaganal van tobb”.

1.2.2. Tétel. (Erathosztenesz rostdja.) Legyen n € N tetszéleges
természetes szam. Az 6sszes n-nél nem nagyobb primszamot megkap-
juk a kovetkezo eljarassal.

frjuk fol a természetes szamokat 2-t6l n-ig. Jeloljik meg a 2-t,
majd huzzuk at a sorozatban a 2-nél nagyobb pdros szamokat.
Ezutdn jeloljik meg a 3-ast, majd hiuzzuk at 6sszes nala nagyobb
tobbszorosét. Tegyiik ugyenezt a kovetkezd — még jeloletlen —
szammal (ez az 5-ds). Az eljardst ismételgessiik, mindig a leg-
kisebb jeloletlen szammal mindaddig, amig az nem haladja meg
a \/n-et.

Ekkor a bekarikazott, és a még jeloletlen szamok az n-nél nem nagyobb
primszamok.

Az elkovetkezokben néhany specialis tipusu, régdta vizsgalt primsza-
mot emlitiink. Elsésorben olyanokat, amelykre vonatkozoan egyszertien
fogalmazhato, de régota megvalaszolatlan sejtés ismert. Ilyenek igen
sokan vannak a szamelméletben.

(A) Mersenne-primek, tokéletes szamok.

Euklidesz Elemek VII. 23. Definicigja: Egy szam tokéletes, ha
megegyezik részei (osztéi) Gsszegével.

Megjegyzés. Euklidesznél a szam 1-nél nagyobb természetes szamot
jelentett, és maga a szam nem volt osztd, hiszen ,,a rész mindig kisebb
az egésznél”.

Az Elemek IX. 36. Tétele mai megfogalmazasban gy szol, hogy
a P, = 2"71(2" — 1) alakd szdmok mindannyiszor tokéletes szamok,
valahanyszor 2" — 1 primszam. A XVIII. szézadban Euler igazolta,
hogy minden péros tokéletes szam ilyen alakid. Az elsé négy tokéletes
szam — 6, 28, 496, 8128 — mar az ékorban ismert volt.

Az els6 szisztematikus vizsgalatukat a XVII. szdzadban a francia
Mersenne végezte. Nyilvanvalo, hogy paros tokéletes szamok keresése
megvalésithatd M, = 2" — 1 alakui primek keresésével. Ezeket késébb
Mersenne-primeknek nevezték el. Vilagos, hogy az elébbi M,, szamok
koziil csak azok lehetnek primek, amelyekben n = p primszam, de nem
minden ilyen alakd szam prim. A legkisebb ilyen Osszetett szam az
Euler altal talalt M;; = 247 = 23 - 89.

Mersenne egy 1664-ben kiadott konyvében azt irta, hogy ,, M, prim,
ha

p=2,3,5, 7 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257,

de minden tovabbi p < 257 primre Osszetett szam.”
Mintegy 200 évig senki sem tudta igazolni/cafolni Mersenne &llitasat.
1876-ban Lucas megmutatta, hogy Mjg; Oszetett, de primtényezokre
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bontani nem tudta. Ez csak 1903-ban sikertilt Cole-nak:

267 _ 1 =193.707.721 - 761.838.257.287

Késobb kidertilt, hogy Mersenne listdja tovabbi négy hibat tartalmaz:
p = 61, 89, 107-re M, prim (ezek hidnyozna a listardl), mig Mas;
Osszetett szam.

Erdekességként megemlitjiik, hogy a tokéletes szamoknak a kora
kozépkorban mitikus jelentéseket tulajdonitottak, elsésorban a 6-nak
(a ,vildag teremtése”) és a 28-nak (egy holdhénap hossza). A veliikk
kapcsolatos elsé sejtéseket az okor vége felé fogalmazta meg a gorog
Nichomachosz. Szerinte a paros tokéletes szamok folvaltva 6-ra és 8-ra
végzddnek, és az n-edik tokéletes szam n jegyl. Az elsé 4 tokéletes
szamra ezek teljesiilnek, de altalanos érvényiik konnyen céfolhato.

Természetes kérdés, hogy van-e végtelen sok Mersenne-prim. A
valasz nem ismert. Azt sejtik, hogy végtelen sok van. Jelenleg explicite
48 ilyen szam ismert. A legnagyobbat, a 48-adikat 2013. februarjaban
tették kozzé a University of Central Missouri matematikusai, ez az
M7 885161 amelynek 17.425.171 decimalis jegye van. A 47. Mersenne
prim az My3.112.600, amelynek 12.978.189 jegye van.

Az sem ismert, hogy létezik-e egyéltalan paratlan tokéletes szam.

B. Ikerprimek.

Az {3,5}, {5,7}, {11,13}, {17,19}, {29,31},... parok (egymast
kovetd paratlan szdmok) mindkét tagja primszam. Eléfordul-e végtelen
sokszor, hogy két egymast kovetd paratlan szam mindegyike primszam?
Masképpen mondva, létezik-e végtelen sok ikerprim. A kérdés nyi-
tott, megvalaszolasa nagyon nehéznek tiinik. Egy egyszertibbnek latszd
kérdés az, hogy van-e végtelen sok olyan primszam par, amelyek kiilonb-
sége elegendoen kicsi, azaz egy adott korlatndl kisebb. Ha taldlunk egy
ilyen korlatot, akkor ,mér csak” azt kell csokkenteni egészen 2-ig.

2013. elején jelentette be a Nature-ben Jilang Csang azon eredményét,
miszerint végtelen sok olyan primszam par 1étezik, amelyek kiilonbsége
kisebb 70 millional. Ez az els6 igazolt korlat, de meglehetésen nagy.
Minden esetre ez az elsé eredmény az ikerprim-probléma megoldasa felé
vezetd tton. Varhatd, hogy a 70 milliés korldtot rovidesen jelentésen
csokkenteni tudjak, de a 2 elérése, azaz annak igazoldsa, hogy végtelen
sok ikerprim létezik, még mindig messze van.

Itt is vannak empirikus eredmények, allandéan keresik az egyre
nagyobb ikerprimeket. A 2009-es rekorder par a 100355 decimalis jegyt

65.516.468.355 - 2333333 + 1
volt, mig a jelenlegi cstcstarté a 2011-ben talalt 200700 jegyti
3.756.801.695.685 - 2606669 4 1

Néhény elméleti eredményt is emlitiink.

(1) Az n és n + 2 egészek primszam volta fiiggetlen események.
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(2) 1948-ban Clement igazolta, hogy n és n + 2 pontosan akkor
pimek, ha

4((n—=11+1)=-—n (mod n(n+2)).

(3) Tudjuk (Euler bizonyitotta), hogy a primszémok reciprokaibol
allo sor divergens. Annak ellenére, hogy nem ismert az ikerprim
parok szdma (végtelen sokan vannak-e) tudjuk, hogy e péarok
Osszege véges, azaz létezik olyan B valds szam, hogy

B = 1+1 + 1+1 + 1+1 + 1+1 +
\3 5 5 7 11 13 17 19

mmasképpen mondva a jobb oldalon all6 sor, az ikerprimek
reciprokai alkotta sor, konvergens. Ezt Brun igazolta 1918-ban,
természetesen foltételezte, hogy végtelen sok ilyen par 1étezik.
A B konstansra a jelenleg ismert legjobb becslést 2002-ben adta
Sebah, foltételezve Hardy és Littlewood azon sejtését, miszerint
m(x+y) —7(y) < w(x), valahdnyszor z,y > 2. (n(x) az = € R-
nél nem nagyobb primszamok széma.) Eredménye:

B =~ 1,902160583104.

(4) Végtelen sok olyan p primszam létezik, amelyre p+ 2 primszam,
vagy két primszam szorzata. Innen mar csak egyetlen , kis”
lépés az ikerprim-probléma megoldésa.

C. Sophie Germain primek.

Ezek olyan p primek, amelyekre 2p 4+ 1 is prim . Példaul a p =
2,3,5,11 ilyen, de a p = 7,13,17 nem. Kérdés, van-e végtelen sok
ilyen primszam. Ez is egy nyitott képdés. 2011. kozepén a legnagyobb
ismert Sophie Germain prim a

183.027 - 265440 _ 1
amelynek 79.911 decimalis jegye van.

D. Fermat-primek.

Az el6bb emlitett Mersenne-primek mellett egy masik tipusu primek-
nek is fontos — talan még fontosabb — alkalmazasai vannak. Fermat
a 2F + 1 alakd szdmokat vizsgalva az vette észre, hogy egyrészt ha
egy ilyen alaki szdm prim, akkor k = 2", mdsrészt az F, = 22" + 1
alakd szamok n = 0, 1, 2, 3, 4-re primek. Azt sejtette, hogy ezek mindig
primek. Ezt a sejtést Euler cafolta meg azzal, hogy 641|F5.

Ezen, un. Fermat-szamok (Fermat-primek) vizsgalata akkor keriilt
a matematikusok fokuszaba, amikor Gauss igazolta, hogy a szabdlyos
n-szog pontosan akkor szerkesztheto meg korzovel és egyélii vonalzoval
(véges sok lépésben), ha

n=2"pipa... Pk
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alakl, ahol py, po, ..., pr killonbozé Fermat-primek, t € Ny, de k£ = 0
esetén t > 1.

Sajnos jelenleg csak 5 Fermat-prim ismert (amelyeket mar Fermat
is ismert), ezek a kovetkezdk:

Fy=3, F, =5, Fy=17, Fy =257, F, = 65.537

Ma azt tudjuk, hogy, ha 5 < n < 23, akkor F, Osszetett szam, és
ugyanezt tudjuk néhany tovabbi n-re is. A rekorder explicite vizsgalt
Fermat-szam az Fis 471, amelynek tobb mint 107-°%° decim4lis jegye van,
és oszthaté 5 - 22347 4 1-gvel.

Egyszertien igazolhaté a kovetkezo allités.
1.2.3. Tétel. A kiilonboz6 Fermat-szamok relativ primek.
Bizonyitas. Legyen n,k € N és In. k. o.(F,, F,,1x) = d. Vildgos, hogy
2+ 122 — 1 amibél z = 22" helyettesitéssel

n n k
22" 1] (22)" —1
adédik. Ebbol kovetkezik, hogy F,|22"" — 1, azaz
Fo|For — 2.

fgy d|2, ami csak gy lehetséges, hogy d = 1 hiszen d két paratlan szam
legnagyobb koztos osztéja.
Kovetkezmény. Végtelen sok primszam van.

E. Primszamokbdl all6 szamtani sorozatok.

Régi kérdés, hogy milyen hoszisagu lehet egy csupa primszamokbol
allo szamtani sorozat. Azt, hogy végtelen sok haromtagi sorozat —
mint példaul a 3, 5, 7 — létezik, 1939-ben igazolta Johannes van
der Corput holland matematikus. Kb. ekkor fogalmazta meg Erdos
P&l és Turan Pal azt a sejtést, miszerint , a természetes szamok egy
pozitiv stirtiségii halmazaban van tetszéleges hosszisagu szamtani so-
rozat”. Masképpen fogalmazva, ha elég sok szomszédos természetes
szambol valasztunk ki egy nem sokkal kisebb részhalmazt, akkor ab-
ban lehet talalni olyan elemeket, amelyek szamtani sorozatot alkotnak.
Ezt a sejtést 1975-ben igazolta Szemerédi Endre. E tétel jelentos szer-
pet jatszott abban, hogy Szemerédi a kozelmultban Abel-dijat kapott.
2004-ben Tao és Green — folhasznalva Szemerédi e tételét — kozodsen
igazoltak, hogy létezik primszamokbdl &1l tetszéleges hosszusdgu (DE
NEM végtelen!) szamtani sorozat. Ez egy igen meglepd eredmény.

F. Primtesztek specialis alakd primekre.

Feltehet6en elészor Euler alkalmazta a kovetkezo eredményt, amely
az F, Fermat-szamok (prim)osztéit irja le. Ennek értelmében az Fj
primosztoi 128k + 1 alakiak, amelyek koziil az els6 kettd a 257 és a
641.



1.2.4. Tétel. n > 2-re az F,, (pozitiv) osztéi r2"? + 1 alakiak.
Bizonyitas. Az éllitast primosztokra igazoljuk részletesen, az dltalanos
esetre csak utalunk. Legyen a p prim osztdja az F), Fermat-szamnak.
Ekkor teljesiil, hogy

2" = —1 (mod p). (1)
Ha ezt négyzetre emeljiik, akkor az
22" =1 (mod p) (2)
kongruenciat kapjuk, amibdl lathaté, hogy
0p(2)[2",
de (1) alapjan
op(2) | 2",
hiszen p > 2, s ezért —1 Z 1 (mod p). Mindez azt jelenti, hogy
0,(2) = 2",

Tudjuk, hogy 0,(2)[p — 1, azaz most 2""![p — 1, ami maga utdn
vonja, hogy alkalmas k egészre p = k271 + 1.
Ha n > 2, akkor p = 8s + 1 alak, és igy
2

(—> =1, azaz 2" =1 (mod p).
p

Ebbdl kovetkezik, hogy

Op(2) — 2n+1 p_l’
2
vagyis valamely r egészre p = r2"+2 + 1.

Legyen d|F,, tetsz6leges (pozitiv)osztd, és irjuk fol (nem foltétleniil
kiilénb6z6) primszamok szorzataként, majd hasznaljuk fol, hogy a prim-
szdmokra igazolt eredményiink gy is frhat6, hogy p = 1 (mod 2"*1),
illetve az n > 2 esetben p = 1 (mod 2"*2).

1.2.5. Tétel. (Pepin-teszt) Az F, Fermat-szam pontosan akkor

prim, ha
Fp—1

372 =—-1 (mod F,). (3)

A tételt nem bizonyitjuk, csak megmutatjuk hogyan hasznalhato
az F5 Osszetett voltanak igazolasara.

Szamoljuk ki 32" modulo Fy maradékat, amely 31 négyzetreeme-
léssel (kdzben mindig modulo Fy redukalva) kiszdamolhat6, és megéllapitha-
t6, hogy a kérdéses maradék nem —1.

Vegyiik észre azt is, hogy pusztan az un. ,kis Fermat-tétel” alkal-
mazasaval is megkaphaté ezen eredmény, ,,csak” 32 négyzetre emeléssel
és redukcios 1épésekkel kaphatjuk, hogy

31 =32 £1  (mod Fy),
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azaz Fy nem lehet prim. Ez a szamunkra kissé elképeszto szamolas nem
volt idegen Fermat kortarsaitél, ennél tobbet is szamoltak , papirral és
ceruzaval”.

Bar a Pepin-teszt elvileg hatékony modszert szolgaltat, de a Fermat-
szamok gyors novekedése miatt hatalmas mennyiségli szamolast kell
elvégezni (az el6bbi utat, tehat négyzetreemeléseket és redukcidkat
alkalmazva). Ugyanis a 1épésszdm 2"~! =~ log, F,,. Ez a mai gyors
szamitégépekkel is lehetetlen vallalkozas nagy n-ekre.

Hasonléan a Fermat-szamokhoz, a Mersenne-szamok primosztoi is
leirhatok, és teszt is 1étezik prim voltuk megallapitdséra.
1.2.6. Tétel. Ha p > 2 prim, akkor M, barmely primosztdja egy-
idejtileg 2kp + 1 és 8r + 1 alakd.
Példa. Legyen p = 47. M,; primosztéi egyidejlileg 94k + 1, és 8 £ 1
alakuak. fgy amennyiben valamely ¢ primszam osztdja M,;-nek, akkor
megoldasa az

r=1 (mod 94)
r==41 (mod &)
linearis kongruenciarendszernek, tehét
r=1 és 95 (mod 168)
Az els6 harom prim, amelyek megoldasok a
q = 1129, 1223, 2351.

ezek koziil 2351| M7, tehdt ezen Mersenne-szam Osszetett.
Megjegyzés. Foltételezheto, hogy Mersenne ezen primosztét meg-
talalta, azaz tudatosan hagyta ki listajarol a 47-et, de az is lehet, hogy
csak jol ,tippelt”.

Bizonyitas. Ha egy ¢ primre

q2? =1, azaz 2?=1 (mod q),

akkor 0,(2)|p, s mivel 04(2) # 1, 0,(2) = p. Ez azt jelenti, hogy p|q—1,
azaz ¢ = tp + 1 valamely t természetes szamra. Mivel p, ¢ paratlanok,
t sziikkségképp paros. Kaptuk, hogy ¢ = 2kp + 1 alakd.

A ¢ = 8r £ 1 allitdshoz azt kell megmutatni, hogy a 2 négyzetes
maradék mod ¢. Lattuk, hogy 2? = 1 (mod q), p paratlan, ezért

(9)-()-()-()

1.2.7. Tétel. (Lucas-Lehmer teszt) Legyen p prim, és alkossuk
meg az a; = 4 6s agy1 = aj — 2 (mod M,) (k > 1) sozozatot. M,
pontosan akkor prim, ha a,—1 =0 (mod M,).

A tételt nem bizonyitjuk, csak egyrészt ramutatunk arra, hogy az
igényelt 1épésszam p—2 =~ log, M,, masrészt megmutatjuk segitségével,
hogy M;5 prim.



Val6ban a sorozat
a; =4, as =14, a3 =194=8 (mod 31), a4y =62=0 (mod 31),

azaz My primszam.

G. Primtesztek tetsz6leges primekre.

1.2.8. Allitas. Egy n > 1 egész pontosan akkor osszetett szam, ha
valamely p < \/n primszamra p|n.

Az allitas alkalmazasat megkonnyiti, ha ismeriink oszthatdsagi tesz-
teket. Iskolai tanulmanyaiban mindenki talalkozott ilyenekkel a p =
2,3, 5,11 primekre. Kérdés, hogy alkothaté-e ilyen tetszoleges p primre.
A valasz igen. A konkrét megfogalmazasokhoz vegyiik észre, hogy az
ismert tesztek azon alapultak, hogy egyrészt a 2,5 osztdja a 10-nek,
mig a p = 3,11 esetén egyrészt 10 = 1 (mod 3), mdasrészt 10 = —1
(mod 11) volt az alapja a tesztnek.

Fermat tétele alapjan tetszoleges p > 5 primre

10" =1 (mod p).

Mivel p—1 piros, ezért a 10/ —1 = (10" = 1) (10" +1), a jobb
oldalon all6 két tényezo valamelyike oszthaté p-vel, igy csokkentheto a
kitevo.

A teszt a kovetkezOképp miikodik. Jelolje & > 1 azt a legkisebb
kitev6t, amelyre 10 = 41 (mod p). Ha valamely a € N esetén arra
vagyunk kivancsiak, hogy pla teljesiil-e, akkor a kovetkez eljarast kell
alkalmaznunk. Jobbrdél balra haladva az a egészt osszuk be k jegyt
szémokra.

(1) Ha 10* = 1 (mod p), akkor kapott k jegy(i szamok Osszegét
kell vizsgdlnunk. Ha ez tobb, mint & (decimadlis) jegyil, ismét
alkalmazzuk az iménti eljarast. Tessziik ezt addig, amig egy
legfoljebb k jegyi egészhez jutunk.

(2) Ha 10 = —1 (mod p), akkor kapott k jegyti szamokat valtakozé
el6jellel adjuk Ossze (emlékezziink a 11-re ismert tesztre). A
tovabbi lépések ugyanazok, mint az el6z6 pontban.

Ha b jeloli az eljaras végén kapott legfoljebb k jegyi szamot, akkor
a =b (mod p) 1évén p|a pontosn akkor teljesiil, ha p|b. Ezzel a kérdést
visszavezettik legfoljebb k jegyl szamok vizsgalatara.

Ez az eljaras ,nem nagy” n-ekre viszonylag hatékony primtesztet
eredményez, hiszen

NLD 2\/n
m(vn) &~ = ,
logy/n  logn
azaz ilyen esetekben a /n-nél nem nagyobb primek szdma sem ,,tl

nagy’.
De mér akkor, ha n kb. 100 jegy(, azaz n ~ 10'% (ilyen, s6t
ennél joval nagyobb nagysdgrendli primeket gyakran alkalmaznak a
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kriptografidban), akkor mintegy 8-10%7 primet kellene megvizsgalnunk.
Ez azonban gyakorlatilag lehetetlen, hiszen egy olyan szamitogépnek
is, amely masodpercenként 10%6 szami miiveletet végez el (az elektron
1072% mdsodperc alatt ugrik az egyik pélyardél egy masikral), akkor
ez a feladat nagysdgrendileg 1010 évig tartana (e szdm a Naprendszer
életkora kozelitoleg).

Mindezek ellenére 1éteznek ,, gyors primtesztek”, ezek azonban nem
osztokat keresnek, hanem olyan gyorsan ellenorizhet6 tulajdonsagokat
vizsgalnak, amelyekkel a primszamok rendelkeznek, de az 0Osszetet-
tek gyakorlatilag nem. Ez utébbi kitétel azt jelenti, hogy csak ritka
kivételek vannak, tehat a tévedés esélye kicsi.

Altaldnos primtesztek targyalasa elott megemlitiink néhany olyan
szamelméleti feladatot, amelynek megoldasara létezik gyors algoritmus.

1.2.9. Tétel. Legyenek a,b,c,m € Z, ahol b > 1, m > 0. Ekkor

(1) a®maradéka modulo m,

(2) In.k.o.(a,b),

(3) az (%) Jacobi-szimbdlum, pdratlan b és In. k. o.(a,b) esetén,
(4) az ax + by = c linedris diofantikus egyenlet megoldésai, és
(5) az ax = b (mod m) kongruencia megolddsai

kiszamithatok legtoljebb 5log, b 1épésben, ahol egy lépés két egész szam
osszeadasat, kivonasat, szorzasat vagy maradékos osztasat jelenti.

Megjegyzés. Ha m > 1 paratlan egész, m = p;...px, ahol a p;
tényezOk primek és In.k.o.(a,m) = 1, akkor az (%) Jacobi-szimbdlum

az (f) Legendre-szimbolumok szorzata, azaz

k
() -11(5):
m =1 \Pi

Ezek utdn néhany altalanos primtesztet ismertetiink.
1. Az un. kis-Fermat tétel alapjan, ha valamely n > 2 egészre
271 £ 1 (mod n), akkor n Osszetett szdm. Ez a kritérium konnyen
ellenérizhaté. Fontos kérdés azonban, hogy mi kovetkezik abbdl, hogy
271 =1 (mod n)?

Sajnos ebbdl nem kovetkezik, hogy n primszam. Példaul, 234 = 1
(mod 341), de 341 = 11 - 31, azaz nem prim.
Definicié. Azon n € N Osszetett szdmokat, amelyekre 2"~ = 1
(mod n), 2-es alapu dlprimeknek, vagy pszeudoprimeknek nevezzik.
1.2.10. Allitas. A pszeudoprimek szama végtelen, de ,ritkak” a
primekhez képest.

Az allitas mésodik részének illusztraldsira megemlitjiik, hogy 10%°-
ig 455.052.511 primszam van, mig pszeudoprim csak 14.887, azaz aranyuk
kb. egy a harmincezerhez.
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A tesztet gy javithatjuk, hogy az a"~! maradékat modulo n nem-
csak a = 2 re vizsgaljuk, hanem az 1000-nél kisebb Osszes primre meg-
vizsgaljuk. Ha ez legalabb egy primre nem 1, és n > 1000, akkor n a
kis-Fermat tétel alapjan biztosan Osszetett. Az eljaras hatékonysagat
novelhetjik azzal, hogy az els6 néhany prim helyett véletlenszeriien
valasztott, n-nel nem oszthatd szamokat vesziink a-nak. Ezen az tton
azonban csak addig juthatunk el, hogy az adott n ,még inkabb majd-
nem prim”.

Léteznek ugyanis olyan m Osszetett szdmok, amelykre az a™ ! =
(mod m) kongruencia minden a € N-re teljesiil.

Definicié. Azm € N, m > 1 osszetett szam abszolut pszeudoprim vagy
méasképpen mondva Carmichael-szdm, ha minden a € N-re ™! = 1
(mod m).

1.2.11. Allitas. Végtelen sok abszolut pszeudoprim létezik.

Ezen allitdst csak 1992-ben sikeriilt igazolni. A legkisebb abszolut
pszeudoprim a 1729.

A kovetkezo két — az el6bbinél 1ényegesen bonyolultabb — primteszt
mér az alprimeket (pszeudoprimeket) is leleplezi. Mindkett6 véletlen
szamsorozatokat haszndl. Ilyenek szamitogéppel kaphatok, de pénzfeldobasok
sorozataval (persze igy kettes szdmrendszerbeli alakban) is megkap-
hatok. Persze igy csak tin. alvéletlen szamsorozatok kaphatok, de ezek
»igen jol utanozzak” a ténylegesen véletlen sorozatokat.

1.2.12. Tétel. (Solovay-Strassen primteszt)
(A) Legyen n > 1 paratlan egész, és tekintsiik az

0"z = <E> (mod n) (4)
n

kongruenciat, ahol (%) Jacobi-szimbdlum.

Ha n prim, akkor (4) minden a # 0 (mod n) esetén teljesiil.

Ha n osszetett, akkor (4) egy modulo n teljes maradékrendszer eleme-
inek kevesebb, mint felére teljestil.

(B) Az (A) kritérium alapjan a kévetkez6képp donthetd el egy nagy
paratlan n-rél, hogy prim-e vagy Gsszetett. Vilasszunk (mondjuk) 1000
véletlen a Z 0 (mod n) szamot, és mindegyikre vizsgaljuk meg, hogy a
(4) foltétel teljesiil-e. Ha legalabb egy esetben nem teljesiil, akkor az n
biztosan Osszetett. Ha mind az 1000 esetben teljestil, akkor 271090-néI
kisebb annak a valdészintisége, hogy n oOsszetett.

Megjegyzés. A (B) pontban emlitett valdsziniiség olyan kicsi, hogy
a teszt gyakorlatilag biztosnak tekintheto.

1.2.13. Tétel. (Miller-Lenstra-Rabin primteszt) Legyen n > 1
paratlan egész, n — 1 = 2Fr, ahol r paratlan. Az

r 2r 4r ok—2p n=1 2k—1p n-1 (5)
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szamokat ,jo sorozatnak” nevezziik, ha ezek modulo n vett legkisebb
abszoliit értékii maradékai kozott eléfordul a —1, vagy pedig a” ma-
radéka 1.

Ha n prim, akkor (5) minden a # 0 (mod n) esetén jo sorozat.

Ha n dsszetett akkor (5) egy modulo n teljes maradékrendszer elemei-
nek kevesebb, mint felére alkot jo sorozatot.

1.3. A Goldbach sejtés.
[smeretes, hogy

4=2+2 6=3+3,8=5+3, 10=7+3, 12=T7+5,...

azaz az els6é néhany paros szam mindegyike el6all két primszam ossze-
geként. Goldbach 1742-ben Eulerhez irott levelében azt a sejtését fogal-
mazta meg, hogy minden 2-nél nagyobb péros szam eloall két primszam
Osszegeként.

Megjegyzések.

(1) Az el8bbi problémét /sejtést szokds ,, paros Goldbach sejtésnek” ne-
vezni. A paratlan ugy szdl, hogy 7-t6l kezdve minden paratlan szam
eloall 3 primszam osszegeként. E sejtés kovetkezik a parosbol. Vinog-
radov 1935-ben bizonyitotta, hogy minden , elegendéen nagy” paratlan
szam eloall 3 primszam Osszegeként. Sajnos az elegendden nagy kitétel
nem helyettesithet6 egy explicit szdmmal, igy a kimarad6 esetek nem
ellendrizhetok szamitégéppel.

(2) A XX. szdzad els6 harmadédban Schnirelmann megmutatta, hogy
van olyan C konstans, hogy minden 2-nél nagyobb paros szam eldall
legf6ljebb C' (kés6bb Schnirelmann-konstansnak nevezték) szamu prim-
szam Osszegeként. o) sajnos csak azt tudta megmutatni, hogy C' <
800.000.

(3) 1973-ban Chen Jingrun igazolta, hogy minden elegendéen nagy
paros szam el6all egy primszam és legfoljebb két primszam szorzata
Osszegeként. Az ,elegendden nagy” kitételt nem sikertilt explicit kons-
tanssal helyettesiteni mindeddig.

(4) 1995-ben Oliver Ramaré bebizonyitotta, hogy a Schnirelmann kons-
tans nem nagyobb 6-nal.

(5) Minden elég nagy paros szam folirhaté p+m alakban, ahol p prim,
az m pedig vagy primszam, vagy két primszam szorzata. (Az elsé ilyen
jellegli tételt Rényi Alfréd igazolta 1947-ben, ahol alkalmas rogzitett
k-val az m legfoljebb k szdmu primszam szorzata.)

(5) Csak ,megfelels értelemben vett ritka kivételek” lehetnek azok a
legalabb 4 paros szamok, amelyek nem irhatok 2 primszam o6sszegeként.
Sajnos a ,ritka” jelsz6 nem helyettesitheto ,, véges sokkal”.

1.4. Titkosirasok.

Minden titkosiras, titkos (kédolt) lizenetvaltas egyszeriisitett formaban
a kovetkezoképp miikodik. A feleket jeldlje A és B. Az A altal elkiildendo
szoveg (betlisorozat) legyen S.
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(1) A legegyszeriibb valtozat.

(a) A két fél megallapodik egy ® kdédold fiiggvényben, és az
SP = U iizenetek kiildi el A B-nek.

(b) B a kapott iizenetbdl a kédolé fiiggvény inverze, ¥ = &1
segitségével dekddolja az tizenetet: UV = S.

Megjegyzések.

(1) A rendszer egyszerti, pl. kédolé fiiggvénynek egyszerti bettieltolas
tekinthet6. Ez esetben az inverz is konnyen kaphato.

(2) Ha az iizenetet nyilvanosan kiildjiik el, vagy egy ellenérdekelt fél
megszerzi azt, az lizenet viszonylag konnyen dekddolhato.

(1) Un. rostély” alkalmazssa.

[lyennel a legtobben talalkozhattak Verne Sandor Métyéas cimii
regényében. Ez esetben csak a rostélyra kell vigyazni, hogy ne keriiljon
illetéktelen kézbe.

(1) Un. kédkonyv alkalmazasa.

() Egy biztonsagossa tehet6 eljaras: a kédold kules nyilvanos,
de a dekd6dolé nem az.

Ez utébbi els6 latasra ,,fabdl vaskarika”, de megmutatjuk, hogy
nem az. Az Otletet 1975-ben publikalta Diffie és Hellman.

A miikodése:

(a) Az abécé betliit természetes szamokkal helyettesitjiik, mondjuk az
1,2,...,N szamokkal. A & kédold fliggvény most az {1,2,...,N}
halmaz egy bijekcidja.

(b) A &~ = ¥ dekddolé fiiggvényt csak a cimzett(ek) ismerik, és azzal
egyszertien dekddolhatjédk az tizenetet.

Megjegyzés. Latszolag egyszerii ® ismeretében inverzének meghatéro-
zésa tekintettel arra, hogy az {1,2,..., N} halmaz véges. Pl ha
meg akarjuk hatarozni kW értékét, akkor egyszertien képezni kell az
19,29, ... sorozatot addig, amig k-t nem kapunk. DE gondoljuk meg
meddig tart ez minden egyes szamnal akkor, ha mondjuk N = 5007

Megmutathatd, hogy minden olyan titkosiras, amelyben a betiiket
természetes szamokkal helyettesitjik visszavezethetd arra az esetre,
amikor a kédold és a dekdédold fiiggvény az {1,2,..., N} halmaz egy-
egy bijekcidja alkalmas (nagy) N-re.

Az iménti Diffie-Hellman-féle elv egy gyakorlati megvaldsitasat,
és egyben biztonsaga novelését valdsitotta meg 1976-ban Rives, Sha-
mir és Adleman. Rendszeriiket RSA-rendszernek nevezik az irodalom-
ban. Fzen rendszer egy ,,nyilvanos k6du” rendszer, amelyben a kédold
fiiggvény (a kédold fliggvények, ha a rendszerben nem ketten, hanem
tobben vesznek részt) és a kddolt tizenet is nyilvdnossa tehetd, de a tit-
kositott (kédolt) lizenetet gyakorlatilag csak a cimzett tudja dekédolni.
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Elokésziiletként az dbécé betiiihez és az irasjelekhez (a szokozt is
ideértve) rendeljiink kétjegyii szamokat, példaul

A—01,A—02,B—03,...,Z+— 35

A | sz6koz” lehet 00, a pont a 36, stb. 4-4 ilyen kétjegyi szam alkos-
son egy-egy nyolcjegyil blokkot (szdmot), azaz az {izenet nyolcjegyti
szamok sorozata. fgy egy kodolando szoveg nyolcjegylit szamokbol all,
tehat a kordbban emlitett kédoldsnal N valaszthaté 108-nak, azaz a ®
kédolé fliggvény az {1,2,...,10%} halmaz egy permutdcidja. Példaul a
»szamelmélet” szo ilyetén kodolt alakja:

25350216|06151607|150626,

ahol mar jeloltiik a nyolcjegyli szamokka alakitast is. Ha az utolsé
blokk nem lenne 8 jegyli, akkor nulldkkal egészitjik ki. Ezek utan a
kédold fiiggvényt a 25350216, 06151607, 15062600 szamokra kell al-
kalmazni.

A harom szerzo a kédolo-dekddold fiiggvénypar megadaséara a kovet-
kezot javasolta.
1. A titkos levelezést folytatni akard tarsasdg minden egyes tagja valasz
két ,nagy” primszamot, legyenek ezek az A esetén p,q, és N = pg. A
két primet titokban tartja, az N-et nyilvanossagra hozza. Ezek utan
vélaszt egy olyan t > 1 egészet, amelyre In.k.o.(¢,p(N)) = 1, ahol ¢
az Euler-fiiggvény.
2. Jelolje ® azt a kddold fiiggvényt, amelyet akkor kell alkalmazni, ha
valaki a tarsasagbol titkos iizenetet akar kiildeni A-nak. Ez a fliggvény
is nyilvanossagra hozhaté. E fliggvény definicidja a kovetkezo.

r® = 1’ legkisebb nemnegativ maradéka modulo N, (6)

ahol 1 <r < N.
3. A ¥ = &~ ! meghatdrozasara keressiik U-t a kovetkez6 alakban:

sU = s™ legkisebb nemnegativ maradéka modulo N, (7)

ahol 1 < r < N. Ez a fiiggvény akkor lesz megfeleld, ha minden
re{l,...,N}re

r=1r®¥ = rUd = ' legkisebb nemnegativ maradéka modulo N,
azaz, ha minden r-re
™ =r (mod N). (8)

A kis-Fermat tételbol egyszertien adédik a p, g primekre, hogy tetszoleges
k € N-re

pitReWN) = ¢ (mod N) 9)
minden r-re teljesiil.
4. (9) alapjan (8) és (7)-ben megfelel6 m-hez jutunk, ha megoldjuk az

mt =1+ ko(N) (10)
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diofantoszi egyenletet m-re és k-ra. Az In.k.o.(t,p(N)) = 1 foltétel
miatt van megoldéas, és az euklideszi algoritmussal megkaphatd.
5. Mindezt azonban csak a kulcstulajdonos, a cimzett tudja kiszamolni,
hiszen csak & képes meghatarozni ¢(N) értékét, ugyanis ehhez tudni
kell az N primtényezoit.
6. Hogyan miikddtetheto az eljaras, mennyire biztonsagos?

A kulcstulajdonos a sziikséges p, ¢ prim part a kovetkezdképp ge-
neralja.

e Sorra vélaszt (mondjuk) 250 és 300 jegyl paratlan véletlen
szamokat, és valamilyen primteszttel kivalaszt koziiliik egy prim
part. Mivel a primtesztek elég gyorsak és , elég sok” 300 jegytli
prim van (a primszamtétel szerin kozelitéleg minden log(103%) /2 ~
350- 6t6dik 300 jegyl paratlan szam prim).

e (6) és (7) alapjan - ismételt négyzetreemelésekkel — az r® és
az sV figgvényértékek meghatarozhatdk (természetesen ehhez
ismerni kell a p, ¢ primeket).

7. Mennyire biztonsagos ez a rendszer? Ha néhany évatossagi szabalyt
betartunk, akkor a biztonsagi szint igen magas.

e A p és ¢ primek ne legyenek , kozel” egymashoz, mert ellen-
kez6 esetben konnyti az N-et faktorizalni. Az biztosan elég, ha
néhany 10-zel eltér a (decimélis) jegyeik szdma.

e Hasonl6 okbdl arra is tigyelni kell, hogy a p — 1 és a ¢ — 1-nek
ne legyenek nagy primosztoi.

e Mindez addig van igy, ameddig valaki nem talal igen gyors
primfaktorizacios eljarast.

Az elobbieket a kovetkezo tételben foglalhatjuk Gssze.

1.4.1. Tétel. Legyen p, q két nagy primszam, N = pq és
In.k.o.(t,o(N)) = 1. Definidljuk (3) és (4) alapjan a ®,¥ kulcspart,
ahol m-re teljesiil (7). Myilvdnossdgra hozhaté ®, N és t, mig titokban
kell tartani a p,q primeket és @(N)-et. Ekkor a ¥ = &' dekddols
fiiggvény a nyilvanos adatokbol nem hatarozhato meg. Maga a kodolt
lizenet nyilvanosan kiildheté el.

Megjegyzések.

(1) Az iménti RSA rendszert és a hozzd hasonlékat nyilvanos kodi
titkosirdsoknak nevezik.

(2) Hasonl6 elveken alapulnak a modern bankbiztonsagi rendszerek.



16

2. ATMENET AZ ANALITIKUS SZAMELMELET FELE:
LANCTORTEK, KONGRUENCIAK.

2.1. Torténeti bevezetés. Az altaldnos vélekedéssel szemben nem

Diofantosz volt az els6, aki egész egyiitthatds hatarozatlan egyenletek
egész megoldésait kereste, hanem az [.sz. VI.-VII. szazadban ¢élt hindu
Aryabhata I. és Brahmagupta. Ezen egyenletek megoldasat 1ényegében
az Euklideszi algoritmusra alapozték, és egy 1j, egyedi jelolésrendszert
is bevezettek, ami a mai lanctort egyik 0sének is tekintheto.

A lanctort egy masik 6sének a pisai Leonardo érdekes — bizonyos
lancolést, folytonossagot sugallé — indus eredetii irasmddja tekintheto.

Az 1202-ben elkésziilt Liber abaci c¢. kényvében szerepel tébbek kozt
111

az 345 jelsorozat, amelynek a maitdl eltéro jelentése a kovetkezo volt:
1+3
I+— IS B
3 3 3-4 3-4-5

Itt a jobb oldalon follelhet6 az — elészor az Egyiptomi Kozépbirodalomban
hasznalt — 1n. elemi tortekre bontés is.

Az olasz matematika professzor Raffaela Bombelli 1572-es L’ Algebra
Opera c. konyvében szerepel a v/2, és a /13 aldbbi kozelitése:

1 4
V2=14+— " b V13=3+

2+24+2+42 6+6+6+6
Ezen ,fura” irdsméddal a kovetkezo két tortet adta meg:

1
V2=1+ V13 =3+ 7
24— 6+ ——
24 +6+ !

2+ ! 6 + :

2 6
Vizsgéljuk meg a v/2-re adott érték pontossdgat. Bombelli racionélis
(kozelitése) 35, ami 4 - 107*-nél kevesebbel tér el a helyes (irraciondlis)
értéktol. A maésik kozelités is hasonlé pontossagi. Bombellinél még
ha fol is meriilt, hogy az altala adott szam csak kozelités, meg volt
gyozodve arrdl, hogy véges sok 1épéssel folytatva eljarasat eljut a kor-
rekt értékhez. A korrekt érték — mint latni fogjuk — egy ,,ilyen alaku”

tagokbol all6 sorozat hatarétéke:

1
V2=1+ V13 =3+
24— 64—

+2+ ! +6+ !

1 4

2+ — 6+ —
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Bombelli volt Diophantosz Aritmetikajanak (az 1-4. konyvek) elsé
(nem gorog vagy iszlam) népszeriisitéje Eurépaban, amelyet kortérsa
— a szamolémester — Tartaglia forditott le latinra. Abban még

170 1
[ I
e
1+ —7
4+ 3
alaki szdmolds is szerepelt (szintén mai szimbolikat hasznalva). Ez
korrekt.

2.2. Véges lanctortek.

Definicié. Legyenek ag € Z, aq,...,a,,b1,...,b,_1 € N. Az

b
a0+ !

b

ay + 2
. .bnfl
b

n
Ap—1 + —
Qnp,

alaku kifejezést véges lanctortnek nevezziik. Azt mondjuk, hogy e ki-
fejezés eqyszert lanctort, ha by = ... =b, 1 =1, azaz

+

(lo—f-

ap-1+ —
an

alaki. A tovabbiakban lanctorton mindig egyszerti lanctortet fogunk
érteni.

2.2.1. Tétel. Bdrmely raciondlis szam félirhaté véges (egyszerii)
lanctortként.
Bizonyitas. Lényegében ugyanazt az eljarast fogjuk kovetni, amelyet
mar a kora kozépkori hindu Aryabhata I. is ismert.

Legyen a,b € Z, b > 0. Végezziink euklideszi algoritmust a és b-n.

a = bag + ry
b=ria; +ro

(a1 :7’2@2—1—7’3

Tho = Tn-10p_1 1+ Ty

Tnel = TnGy.



18

Tudjuk, hogy ry,...,rn,a1,...,a, € N, és ag € Z.

Osszuk el az (1)-beli egyenléségeket rendre b, 74, ..., r,-nel:
a n 1
pTet T

™
b N 1
— =qa -
Tl ' n
T2
(&1 T 1
— =q -
T2 ? T2
T3

Tn—1

= an7
Tn

amibdl szukcessziv helyettesitésekkel kapjuk, hogy

a 1 B
g —-a0-+ 1 = ...
ai + s
o
Az eljaras végén az
a 1
i 2
b a0-+ 1 ( )
a; +
‘.
+ 1
Ap—1 + -
an

lanctortet kapjuk.
Megjegyzés. Az elébbi tétel megforditasa trividlisan igaz.

51
Példa. m lanctort alakja a kovetkezo.

51 =2-19+13
19=1-13+6
13=2-6+1

6=1-6
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Az imént ismertetett eljardst kovetve

51 13 1
94 294
T R 19
13
19 6 1
o = =14
B3 T 13
6
13 1
=24,
6 6
amibol helyettesitésekkel kapjuk, hogy
51 1
R 3
19 i , 1 (3)
2+ !
6
Vildgos, hogy a (2) ldnctortet az ag, aq,...,a, egészek egyértelmiien
meghatarozzak, igy egyszeriien
a
g = <CLO, ag, ... ,an)—t (4)
irhatunk helyette. Fzt félhasznalva
51
— =(2,1,2,6).
19 < Y ) ) >

Természetes az a kérdés, hogy hanyféle lanctort eldallitasa lehet
egy raciondlis szamnak. Az el6bbi példabdl ugyanis nyilvanvald, hogy

(2,1,2,6) = (2,1,2,5,1),
sét (2) alapjan az dltaldnos
(ag,a, ... ,a,) = {(ag,as,...,a, —1,1)

egyenloség is nyilvanvald. Ennek elkertilésére megallapodhatunk ab-
ban, hogy a masodik fajta alakoktdl tartézkodunk, azaz mindig foltessziik,
hogy lanctortjeinkben az utolso jegy nagyobb egynél. Ez a megallapodés
hasonlé a tizedestortek folirasanal tetthez, mely szerint a tizedestort-
jeink nem végzddhetnek végtelen sok 9-esre, azaz a tizedesjegyek nem
lehetnek véges sok jegytol eltekintve kilencesek. Ezen megéllapodést
elfogadva mar egyértelmii a racionalis szamok lanctort alakja.

Jelblés. Tetszoleges a € R-re jelolje [al], ill. {a} az a egészrészét, ill.
tortrészét. Azaz
la] = max{z € Z|z < a},
tovabba
{a} = a—la].

2.2.2. Tétel. Ha (ag,ay...,ax),{(bo,as...,b) olyan ldnctértek, ame-
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lyekben ay, b; > 1, akkor

<a0>a1"'7ak> = <b07a1"'7bl>

maga utan vonja, hogy k =1, és minden 0 < i < k-ra a; = b;.
Bizonyitas. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

T0:<a0,@1,--.,ak>, tO:<b07al"'7bl>7
ri = <ai7ai+17'-~7ak>7 tj: <bj,bj+1,...7bl>7
1<i<k, 1<j<l.

A tétel foltétele szerint ro = ty. Tetszoleges 1 < i < k-ra

1
T, =a; + ————————,
<CLH_1, Ce ,CLk>
AZaAZ
1
T = Q; —+
Tit1

Hasonléan kaphaté, hogy barmely 1 < j < [-re

1
Liv1

Az is vilagos, hogy egyrészt r; > a; ést; > b;, és specidlisan ry, = a5, > 1
és t; > b, > 1. Masrészt,

1
a; = [r;] és =r; — [ri] ={r:},
Tit1
tovabba
, 1
bi=1[t] & —=t; =[] ={t}
j+1
Ezek alapjan az
1 1
To = ag + —, t0:b0+_
r1 131
egyenloségekbol — mivel ag = by — az r; = t; egyenloség adodik.

Eljardsunkat folytatva véges sok 1épés utdan a tétel allitasat kapjuk.

2.3. Végtelen (egyszerii) lanctortek.

Definicié. Legyen ag,aq, ... egész szamok olyan sorozata, amelyben
legfoljebb ag nem pozitiv. Az
1
ap + 1 = (ag, ay, az,as, . . .)
ay +
1 . 1
a
? 1
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kifejezést végtelen egyszeri lanctortnek nevezziikk. Azt mondjuk, hogy
e lanctort az a € R szamot reprezentélja, ha

a = lim (ag,ay, ..., a,).
n—odo

Megjegyzés. A definicioban természetesen ol kell tételezniink, hogy
a hatarérték létezik. Ezt rovidesen be fogjuk bizonyitani, de addig is
haszndlni fogjuk az o = {(ag, ay, . .., a,, . ..) irasmddot, tovdbba tetszéleges
n € Ny esetén hasznaljuk az o, = (ag, a1, ..., a,) jelolést is. Ez utébbit
az « lanctort alakjanak n-edik kezdo szeletének nevezziik.

Els6 feladatunk tehat az, hogy a definiciobeli hatararték 1étezését
bizonyitsuk. Eljardsunkban (és a kés6bbi alkalmazasokban is) alapvetd
szerepet fog jatszani a kovetkezo két sorozat.

Definicié. Tekintsik az ag € Z és aq, ao, . .. € N egészeket, és alkossuk
meg beldlik az (p;)ien, s (¢)ien, sorozatokat.

Po = Qg g =1
p1 = ajag+ 1 g1 = a

(5)
Pk = QgPr—1 + Pr—2 Q. = QpQr—1 + qr—2

2.3.1. Lemma. Legyenekay € Z ésaq,as, ... € N egészek, és alkossuk
meg az (5)-ben definidlt sorozatokat. Ekkor tetszéleges n € Ny-ra
_ P

o
Bizonyitas. n-szerinti teljes indukciét fogunk alkalmazni. A lemma
allitasa n = O-ra trividlis, mig n = 1, 2-re egyszerli szamoldassal kaphato.
Ezek utan tegytik fol, hogy valamely m > 2-re

a, = (ag,ay,...,a,)

_ p_m _ AmPm—1 +pm—2. (6)
dm Amdm—1 + Gm—2

Az indukcids foltevés alapjan tudjuk, hogy pm_1, Pm—2, ¢m—1, ¢m—o csak

az ap, ay,

oy amoq egészektdl figg, igy figgetlen a,,-t6l. Ezért a (6)-ban —

kihagyva a kozépso tagot — a,, helyett a,, + ﬁ—et irhatunk, és ekkor

az

1
(am + ) Pm—1 + Pm—2
Am41

(ag, a1,y ..., am)

) (1)

- <(10,6L1, vy =1, Ay Ay +

1 m
(am + ) Gm—1 + gm—2 -
Am+41

egyenloséget kapjuk. A jobb oldalon formélisan nem egyszerti lanctort
all, de ezen lanctort nyilvan egyenld az (ag, a1, . .., Gm—1, Gm, Gmi1) €EY-
szerli lanctorttel. Ezzel a bizonyitéas kész, hiszen az iménti észrevételiink,
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és egy egyszerl szamolds utén (7)-bol a bizonyitandé

o pm+1
(ag, a1, .. ., Ay, Qpy1) =

gm+1
egyenloség adodik.

2.3.2. Lemma. Az (5)-ben definidlt (p;), (¢;) és a bel6liik nyerhetd

() = % sorozatokra,
P G V(] (2)
o =D (22), (b)
o — oy = <;13;1 i>1), (c)
a-aa= iz, (@
In.k.o.(pi,q;) =1 (i >0). (e)

Bizonyitas. Az (a) és a (b) allitdsokat i-szerinti teljes indukciéval
igazoljuk.

(a) Egyszerti szamoléssal kapjuk, hogy ¢ = 1-re az allitds igaz. Legyen
m > 1, és tegyiik fol, hogy allitasunk i = m — 1-re igaz.

Pm—-1 AmPm-—1 + Pm—2
dm—-1 amQm-—1 + dm—2

Pm—-1 Pm—2
dm—-1 dm—2

Pm—-1 Pm
dm—-1 dm

Pm-1 AmPm—1
dm—-1 AmGm-1

Pm—2 Pm-1
qm—-2 Y4m-1

— (=" = ()"

(b) Ugyantugy igazolhat6, mint az (a) allitds, csak a kezdd 1épés az
1= 2.
(c) Ha k > 2 egész, akkor

Pk Dk-1 Prqk—1 — Pk—194k
O — 01 = — — =

qk k-1 qk49k—1

Pk-1 Dk
—(Pr—19k — Prqr-1) N (L
qrqr—1 qrqr—1

LD

qrqk—1 qrqr—1
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(d) Ugyanigy igazolhatd, mint a (c) allitas.
(e) Az (a) 4llitas alapjan nyilvanvalo.

2.3.3. Lemma. Legyen ag,ay,as,... egészekbdl allé (végtelen) so-
rozatot, és tegytik f6l, hogy legtéljebb ay nem pozitiv. Alkossuk meg
az (b)-ben definidlt két sorozatot, és tekintsiik a beléliik képezhetd

(o) = (— sorozatot. Az («;) sorozat paros indext tagjai szi-
i
goridan monoton novekvé, mig paratlan indexi tagjai szigorian mo-

noton csokkené sorozatot alkotnak. Tovabba tetszéleges m,n € Ny-ra

Qo < Qopti,

azaz barmely paros indexti tag kisebb barmelyik paratlan indexti tagnal.
Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy az (5)-ben definidlt (¢;) sorozat min-
den tagja pozitiv, igy a 2.3.2. Lemma (d) allitdsa szerint egyrészt
barmely k > 1-re

(_1)2k
Qo — Qgp_g = ————— > 0,
q2kG2k—2
masrészt
(_1)2k—1
Qopy1 — Qg = ———— < 0,
q2k+192k—1

amelyek igazoljdk a lemmaban &llitott monotonitésokat.
Az el6bbiek szerint barmely n, k € N-re
Qon < Qopiok, €8 Qopyor—1 < Qg 1. (8)
A 2.3.2. Lemma (c) allitdsa szerint pedig
Qontok < Qon42k—1- (9)
(8) és (9) mar maga utdn vonja az
Qap < Qg1
egyenlotlenséget, ami a lemma bizonyitasat teljessé teszi.

2.3.4. Tétel. Tekintsiik egészek egy olyan ag,ay,as,... (végtelen)
sorozatat, amelyben legfoljebb ag nem pozitiv, és alkossuk meg belGle
Pn

az (5)-szerinti (p;), (g;) sorozatokat. Legyen mindenn € N-re o, =
an

Az (av,) sorozat konvergens.
Bizonyitas. A 2.3.3. Lemma szerint az (a,) sorozat paros indexi
tagjai szigortian monoton névekvo, foliilrél korlatos, mig paratlan in-
dexti tagjai szigorian monoton csokkend, és alulrél korlatos sorozatot
alkotnak. fgy mindkét részsorozat konvergens.

A 2.3.2. Lemma (c) és (d) allitdsa alapjan az

(a()val)) (O[Q,Oé,g), (Q(4,0[5),... (10)
intervallum sorozatra egyrészt

(g, 1) D (g, c3) D (g, c05) D .. (11)
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mdsrészt az elébbi Lemma (c) allitdsa — lévén a (gx) sorozat pozitiv
tagu és szigorian monoton novekvo — maga utan vonja, hogy

-1 2k
lim |aggs1 — qox| = lim M = 0. (12)
k—o0 k—co Q2r+192k

(11) és (12) egyiitt azt jelenti, hogy a (10) intervallum sorozatnak egyet-
len kozos pontja van, amely nem més, mint

lim «,,.

n—oo

El6bbi tételiink teszi értelmessé a fejezet elején bevezetett fogalmat,

a végtelen egyszerii lanctort fogalmat.

2.3.5. Tétel. Minden végtelen egyszerti lanctort irracionalis szamot
reprezental.

Bizonyitas. Legyen a = (ag, a, as, . ..) végtelen egyszerii lanctort, és
jelolje ay a k-adik kezdo szeletét. Tudjuk, a 2.3.4. Tétel alapjan, hogy
barmely n € N-re a a,,_1 és «,, kozott van, igy

1
0<|a—an| <|an—a, 1| = ,
dndn—1
azaz
1
0<|a—a,| < . (13)
Indn—1
Mivel o, = Pn kapjuk, hogy
Pn _
azaz folhasznalva a (13) egyenl6tlenségeket
1
lagn — pn| < 1 (14)

adddik. (14) azonban egyetlen racionélis a-ra sem allhat fonn, ugyanis,
ha valamely a,b € Z-re o = ¢, akkor

‘a 1 ’ bpn| < 1
~Gn — Pn| = 737149n — OPn —
b ‘b| An-1
amibdl
10|
lag, — bp,| < ——. (15)
Gn—1

Az (5) definiciébdl nyilvanvald, hogy a (g,) pozitiv tagi sorozat szi-
gorian monoton nd, igy (15) jobb oldala 0-hoz tart, mig a bal oldalon
természetes szam all. Ezen ellentmondas igazolja tételiinket.

2.3.6. Tétel. A kiilonbozs végtelen egyszerii lanctortek kiilonbozé
valos szamokat reprezentalnak.
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Bizonyitas. Tételiink azonnal kovetkezik azon egyszerii észrevételbdl,
hogy ha
a = (ag, a1, az, as, . . .), akkor
1
o =ay+ -,

&

ahol ag =[] és B = (a1, as,a3...).

2.3.7. Tétel. Barmely valos irracionalis szam reprezentalhato végtelen
egyszert lanctorttel.
Bizonyitas. Olyan eljarast adunk meg, amellyel tetszéleges o € R\ Q
irracionalis szamhoz megadhatjuk az azt reprezental6 végtelen egyszerii
lanctortet.

El6bb egy xg, x1, ... valds szamokbdl all6 sorozatot, majd ennek
segitségével egy egészekbol allo ag, aq, ... sorozat adunk meg.

Legyen el6szor

Ty =
1

—— , ha?>0,
Ti—1 — [xifl]

xTr; =

amely nyilvan egy végtelen sorozat, ugyanis mindegyik tagja irraci-
onalis.

Ezek utéan alkossuk meg a kdvetkezé — egészekbol all6 — sorozatot.

a; = [z minden i € Ny-ra.
A definicidk alapjan egyrészt ag = [a], masrészt minden k > 1-re
1
ax = [za] = [—] |
Tk—1 — Qk—1

Kovetkezo 1épésként azt mutatjuk meg, hogy ha k > 1, akkor a; €
N. Valéban,

O<xk—ak:xk—[xk]<1,

amib6l
1

T — Ak

Tpy1 = > 1. (16)

Végiil meg kell még mutatni, hogy a kapott (ag,ai,as,...) végtelen
egyszerl lanctort az a valds szamot reprezentalja, azaz

a = lim (ag,ai,...,a,).
n—oo

Ezen allitasunk a kovetkezo lemmabdl fog kovetkezni, amely alapjan a
tétel bizonyitasat befejezhetjiik.

2.3.8. Lemma. Legyen ag,ay,as,... egészek olyan sorozata, amely-
ben legféljebb ag nem pozitiv, és alkossuk meg az (5)-ben definidlt
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(pn), (qn) sorozatot. Tetszbleges x € Rt valos szdamra és n > 2 indexre

1 _ IPn-1 + Pn—2

CLO+ = <a0,a1,...,an,1,l’> = .
T4n—1 +Qn—2

a; +
+ 1
an—1+_
Xz

Megjegyzés. E lemma lathatéan a 2.3.1. Lemma altalanositasa, csak
most

(ap, a1, ...,a,-1,x) nem egyszeri lanctort, hanem csak egy arra ha-
sonlité formalis kifejezés. Mivel tetszéleges k-ra py,qr szamok csak
ag, ay, . .., ap-tol figgenek, azért a p;,q; szamok i < k esetén a jelen

esetben is egészek.
Bizonyitas. n-szerinti teljes indukciét alkalmazunk.

n=2.
T
(ag,ar,x) = ap + T = a0+
a4 — a1 +1
x

aplarr +1)+x  wz(arao+ 1)+ ao
B za; + 1 N za; + 1
_ T + Do

T¢ +qo

Legyen n > 2 és tegyiik fol, hogy allitasunk igaz minden 2 < k < n-re.
Mivel

{ag, ay, ..., an, Ty = {ag, a1, ..., 0 1,0y + ;>,

az indukcios foltétel alapjan

T
1

Qp, + - Gn—1 + Gn—2
X

1

Pn + —Pn—-1
— Xz
1

Qn + —Qn—1
T

o TPn + Pn—1

rdn + Gn—1

1
(an + > Pn—1 + Pn—2

(ag,ay, ..., an, ) =

A tétel bizonyitasanak folytatasa.
Irjuk at (16)-ot

1
Lh+1
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alakba, és alkalmazzuk az (z,) sorozat konstrukcidjaban.

amibol
a = (ag,ar,as, ..., 0y, Tni1)
adddik tetszoleges n-re.
Vegyiik észre, hogy rogzitett n-re az elsé n + 1 kezdd szelete az
(ag, a1, as, . ..) végtelen lanctortnek ugyanaz, mint az (ag, aq, g, - - . , G, Tpi1)
lanctorté.
Az el6bbi Lemma szerint

a=x9 = (ag,a1,02,...,0n, Tpi1)
o Tn+1Pn +pn—1

Tn+1Gn + qn—1 ’
igy ha a korabbi jelolésekkel ay = Pk ininden k < n, akkor
dk

Tny1Pn + Pn-1 Pn
Tn+19n + Gn—1 an

_ <_1)(annfl _pnfl%l)

(Tnt1Gn + Gn-1)qn
_ (="
(Tn+1Gn + Gn-1)qn

Ezek utan a tétel igazolasdhoz mar csak egy rutin becslést kell

alkalmaznunk, amelyben folhasznéljuk, hogy z,+1 > a,y1, ami a de-
finiciobol vilagos.

a— o, =

1

(Tnt1Gn + @n-1)n
1

(@nt1n + Gn1)dn
1
qnqn+1 ’
amib6l mar kovetkezik, hogy lim «,, létezik, tovabba
n—oo

la — ay,| =

<

a = lim a, = lim (ag, ar, as, ..., a,).
n—oo

2.3.9. Kovetkezmény. Legyen « irracionalis szam. A korabbi
jelolésekkel tetszoleges n € N-re

N
O[—p— <—2
Qn (:Zn

Példak.1. Megadjuk o = v/23 lanctort eloallitasa.
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Vegyiik észre, hogy 4 < /23 < b5, és alkalmazzuk az 2.3.7. Tétel
bizonyitasahoz hasznalt eljarast.

IOI\/Z_:ZJ:—F(@—ZL) CLO:4
1 1 V23 + 4
I‘: = =
YTz —[r] V234 7
23 -3
:1+T a; =1
1 7 V23 +3
To —= = =
T[] V23-3 2
23 -3
:3+\/_T CLQ:S
U S _ 2(V23+3)
2T a1l V23-3 14
2 —
:—\/_3+3:1+—\/% 1 ag =1
2 7
R S _ 7(V23+4)
YT rs— ] V23— 4 7
= V23 +4 =8+ (V23 —4) ay =8
1 1 V23 +4
Te= = = =
i ry— (4 /23-4 7
23— 3
:].—f'\/_T CL5:1

Lathato, hogy x5 = x1, s ha az eljarast folytatjuk, akkor a tovabbiakban
T = Ta, Ty = T3,...T9 = x5 = x1 adodik, ami a lanctort valamiféle
periédikussagat jelenti. Kaptuk tehét, hogy a v/23-at eldallité lanctort
nem mas, mint

V23 (4,1,3,1,8,1,3,1,8,...) = (4, 1,318),

ahol a tizedestorteknél szokéasos irdsmédot hasznaltuk. E | jelenséggel”
rovidesen foglalkozni fogunk.

2. A m lanctort alakja.
Ha folhasznéljuk, hogy

7 =3,141592653 . . .,
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akkor az elébbi médon szamolva kapjuk, hogy

ro=m=3+(m—3) ap =3
xl:xo—l[l‘o] 20’141292.” = 7,06251330. .. a =17
Ty = o —1[1‘1] = 0. 06251330. = 15,99659440 . .. as =15
x3:x2_1[$2] :0’9965;440”. —1,00341723 . .. az = 1
Ty = ! ! =292,63724. .. as =292

73 — 73] 0,00341723 ...

Ha tovabb szdmolunk ilymddon, akkor a
m=(3,7,15,1,292,...)

lanctort eloallitast kaphatjuk, amit tetszéleges sok nevezore szamithatunk
ki. A lanctort nem véges, tehat 7 irracionélis szam.

3. Az e lanctort eléallitasa.
Folhasznalva, hogy e = 2, 718281828 ..., 1737-ben Euler megmutatta,

hogy
e—1
e+1

ahol a nevezok a 10-estdl kezdve szamtani sorozatot alkotnak.
Tovabb szamolva kapta, hogy

~ (0,2,5,10,14,18,...),

e —1

ez +1

~(0,1,3,5,7,9,...),

ahol a nevezok szintén szamtani sorozatot alkotnak.
Végiil az elébbi két lanctortbél mar megkapta az e eloallitasat,

e>~(2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...),

ahol az egymast kovetd paros szamokat rendre két-két 1l-es valasztja
el. Mivel e lanctort végtelen, adédik az e irracionalis volta.

Egy érdekes tény, hogy az e tizedestort alakjaban a tizedesvesszo
uténi 7-es jegy utan a kétszer (és nem t6bbszor!) el6fordul6 1828 éppen
Lev Tolsztoj, a nagy orosz regényird, sziiletési éve.

Megjegyzés. Az elobbi két példa volt az els6 1épés Euler azon sejtésének
bizonyitasa felé, hogy e két nevezetes konstans — Euler elnevezésével
— transzcendens szam, mert , a velik valo foglalkozas meghaladja az
algebrai médszerek erejét”.
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2.4. Periédikus lanctortek.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az o = (ag, as, as,...) végtelen egy-
szerl lanctort periodikus, ha van olyan n € N egész, hogy minden elég
nagy r egészre a, = Q,.,, azaz folirhato

<a0,a1,...,&m,b1,...,bn,bl,...,bn,...>.
Ez esetben gyakran alkalmazzuk az

(ag,ay,as,...) = (ag, @1y ...,Qm,b1, ... by)

frasmédot. Azt is mondjuk, hogy (b1,...,b,) az « lanctort egy le-
hetséges periddusa. A legkisebb ilyen m-et az « lantort periddusa
hosszanak nevezziik.
Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy v/23 lanctort alakja periddikus, mig
e, lanctort alakja nem periddikus.

Tekintsiik a v = (5,2,3,2,3,2,3,...) = (5,2,3) végtelen egyszerti
lanctortet. Ha 3-val jeloljiik a (2,3,2,3,...) = (2,3) lanctortet, akkor

! 1
3 (17)
alakban frhaté.
A 3 lanctortre fonnall a
1
g=2+ —T
3+ —
g

egyenloség, amelybol (-ra a
36°—68—-2=0
masodfoki egyenlet adddik. Ennek pozitiv gyoke (hiszen 5 > 0)

Ezt (17)-be helyettesitve kapjuk, hogy
_27T+4/15
==

amely szintén tekinthetd egy alkalmas masodfoki egyenlet egy (pozitiv)
gyokének.

ﬁ)/

Definicié. Azt mondjuk, hogy az a € R valés szam kvadratikus irra-

ctondlis, ha
_a+byc

d
alakban irhato, ahol a,b,c,d € 7Z, tovabba d # 0 és ¢ > 0 nem
négyzetszam.
Megjegyzések.
(1) Vildgos, hogy a kvadratikus irraciondalisok épp az egész egyiitthatds
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masodfokui polinomok irraciondlis zéréhelyei. Maga az elnevezés is in-
nen ered.

(12) Lathatd, hogy az el6bbi v, § periédikus lanctortek kvadratikus ir-
racionalisok.

Eszrevételiink specialis esete a kovetkezo tételnek.

2.4.1. Tétel. Barmely periédikus egyszerii lanctort kvadratikus irra-
cionalis szam és megforditva, minden (valés) kvadratikus irraciondlis
szam egyszerii lanctort alakja periodikus.

Tételiinket nem bizonyitjuk. Az els6 allitas igazoldsanak o6nélld
elvégzését ajanljuk. A méasodik rész mar munkaigényesebb. Az érdekl6dék
megtalaljak példaul Niven és Zuckermann Bevezetés a szamelméletbe
c. konyvében.

Emlékezziink vissza, hogy
V23 = (4,1,3,1,8),

azaz a periddus kozvetleniil az elsé jegy, a v/23 egész része utan kezdddott,
amit gy is mondhatunk, hogy lanctort alakja ,tisztan peridédikus”.
Megmutathatd, hogy barmely d € N-re, valahanyszor d nem négyzetszam,
mindannyiszor v/d ldnctort alakja tisztdn periddikus. S6t még enndl is
tobb igaz, a periddus bizonyos szimmetria tulajdonsidggal is rendelke-
zik. Nevezetesen, a kovetkezo tétel igazolhato.

2.4.2. Tétel. Ha d € N nem négyzetszam, akkor

\/C_l = <a0,a1,a2,a3, ...,Q3,09,047, 2&0),

ahol ag = [V/d]. Példak.
V19 = (4,2,1,3,1,2,8)
V73 =(8,1,1,5,5,1,1,16)
v94=1(91,231,1,51,8,1,51,1,3,2,1,18)

Megemlitjiik, hogy a szaznal kisebb nem négyzetszamok koziil a /94
lanctort alakjanak a leghosszabb a periddusa, 16 elemii.



