5. Az ANALITIKUS SZAMELMELET NEHANY KERDESE.
5.1. Az e transzcendens szam.

Analizisbeli segédeszkozok
5.1.A Tétel. Legyenek hy,ho,... h, az [a,b] intervallumon integralhato fiiggvények,
tovabba di,ds, ... ,d, € R. Ekkor

/b (é dihi(x)> dr = idi/bhi(az)dx.

5.1.B Tétel. Ha az f, g fiiggvények differencidlhatok az [a,b] intervallumon, akkor

b
/ f(@)d (@)dz = F(B)g(b) — f(a)g(a) - / f(@)g(@)de.

a

5.1.C Lemma. Legyen g,h € R[z]. Ha g(xz) = h(z)e™ minden x € R-re, akkor g,h a
z€ro polinom.
5.1.D Lemma. Tetszoleges ¢ > 0 valos szamra lim %—7: =0.

n—oo

Bizonyitas. Legyen m > 1, m > 2c¢. Ekkor

n

c" ¢ ¢ c c c c
n 1 2 m—1 m m-i+1 n
c c c 1 1 1 d
<<l =
-1 2 m—142 2 2 gn—m+1

Az allitas ezek utan nyilvanvalo.

A valés szamok egy specidlis kozelitése racionalis szamokkal
Folhasznaljuk, hogy a raciondlis szamok halmaza a valds szamok halmazanak egy stirti
részhalmaza, azaz, ha o € R, akkor barmely a-t tartalmazoé intervallumban van racionalis
szam. Formadlisan ez azt jelenti, hogy
barmely o € R és € > 0—hoz van olyan m, my € Z és 1 € R tgy, hogy |e1]| < € és

mi
a=—+¢€1.
m

Szamunkra egy ennél jobb, élesebb approximacié lesz sziikséges. Altaldban egy koze-
litésnél az eltérés abszolut értékét kell csokkenteni, ill. kicsinek valasztani. Ilyen az elobbi
kozelités is. Ennél jobbnak tekintheték bizonyos esetekben azok a raciondlis approximé-
cidk, amelyeknél nemcsak az eltérés, hanem annak egy szdmszorosa (s gyakran ez a szdm
nagy) is kicsi. Pontosabban fogalmazva egy ilyen kozelités a kovetkezo.
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Definicié. Legyen a € R és € > 0. Ha van olyan |e1| < € valds szdm és m, my egészek,

hogy
mi + €1
a=——"
m
akkor azt mondjuk, hogy a erdsen approximdlhato raciondlis szamokkal.

E fogalom lényegében Liouville-t6l ered. O vette észre el6szor (1844-ben), hogy az
algebrai szamok a ,rosszak”, mig a transzcendensek a , jok” a racionalis szamokkal vald
approximaciokor. Erre utalt a korabbi 3.5.2. Kovetkezmény is. Meg fogjuk mutatni, hogy
nem minden valds szam kozelitheté meg ilymodon racionalis szamokkal, nevezetesen, az
erdsen is approximalhaté valds szamok irracionalisok, s6t az e és a 7 ilyetén tulajdonsaga

donto fontossagu lesz a késobbiekben.

Példa Megmutatjuk, hogy az e szam kozelithet6 ilymdédon is racionalis szamokkal. Isme-

retes, hogy e = > %, s legyen valamely n > 1-re A,, = % Ekkor
k=0 k=0
1 1 1
e=An+ 1+ + +
(n+1)! < (n+2) (n+2)(n+3) )
1 1
< A, 1+=+—+—
- +(n—|—1)!<+2+22+23+ )
2
=A,+ —F—-.
MCES

Legyen € > 0 tetszoleges, s n > %, azaz % < e. Ham =n!, my =nlA, (ez egész!), akkor
€1 valaszthaté a kivanalmaknak megfelel6en.

5.1.1. Allitas. Legyen o € R olyan, hogy minden valés € > 0—hoz van olyan m,m; € Z,
se; € R dgy, hogy 0 < |e1| < € és

mi + &1
p—

Ekkor « irracionalis.
Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy o = 2—’, p,q € Z, q >0, s legyen € = 21—q. A foltétel szerint
ezen e-hoz is létezik olyan m, my, 1, hogy

p  mi+eér
a=-=—-\
q m

Ebbél pm — gmy = ge1 addédik. A bal oldal egész, mig a jobb oldalon

0 < |ge1| = gler] < g = =
£ = & —:—,
qeq q|e1 q2q 9

ami ellentmondas.
A példabdl és a fonti allitasbol azonnal addodik a
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5.1.2. Kovetkezmény. Az e irracionalis szam.

Ezek utan mar hozzafoghatunk az e transzcendens voltdnak igazolasahoz. Mivel a
bizonyitas meglehetosen hosszii — 0Osszevetve az eddig latott bizonyitasokkal — elébb
megfogalmazzuk a bizonyitas egy rovid vazlatat.

A bizonyitas vazlata.

Tegyiik fol, hogy e algebrai szam, legyen t az e Q-f6l6tti minimalpolinomja. Ekkor
0=t(e) =ag+ae+ae® +... +a,_1e" 1 +e.
Nyilvan ag # 0. Az egyiitthaték nevezdivel szorozva
co+cre+ coe® + ...+ cpe (1)

ahol cg,c1,...,¢m €7, és ¢y #0, ¢, # 0.

Lattuk, hogy e erdsen approximalhaté raciondlis szamokkal. Megmutatjuk, hogy
ugyanez teljesil az e hatvanyaira is, azaz barmely ¢ > 0—hoz léteznek olyan e1,...¢,
nemzérd valos szamok, hogy |e;| <e i=1,2,... ,n, s olyan m, my, ... ,m, egészek, hogy

ek:w, hak=1,2,...,n.
m

Ezeket (1)-be helyettesitve kapjuk, hogy
(com+cimy + ...+ epymy) + (c161 + caea + ... + cpen) = 0.

Ha az 6sszeg els6 tagjardl ki tudjuk mutatni, hogy egy nemzéro egész, s a masodikrol pedig
azt, hogy abszolut értéke kisebb %—nél akkor nyilvan ellentmondésra jutunk, s igy e nem
lehet algebrai szam.

Az -0k és az m-ek eldallitasa

Az elkovetkez6kben elemi analizisbeli eredményeket hasznalunk fol, s allitasaink egy
része is ilyen jellegli. Ezek bizonyitasat altaldban nem részletezziik.

5.1.3. Lemma. Tetszoleges k > 0 egészhez vannak olyan g, hyx R folotti polinom, hogy
minden r € R—re

o7



Bizonyitas. k-szerinti teljes indukciét alkalmazva az 5.1.B Tétel segitségével azonnal
adddnak az allitasok.

E lemma segitségével az m, mq, ma, ... ,m, egészeket [ f(x)e™“dz alaki integralokkal
fogjuk kiszamitani.

5.1.4. Példa Legyen f(z) = 3+ 4x — 1023. Ekkor

/f e dxr = /(3 + 4z — 1023) e “dx

0
T T r

= 3/e_mdx+4/xe_mdx— 10/333e_mdx.

0 0 0

Az el6z6 lemma alapjan

/f(as)e_mdx =30 —e "go(r)) +4(1l — e "g1(r)) — 10(3! — e "g3(r))
=(3-014+4-11—=10-3") — e "(3g0(r) + 4g1(r) — 10g3(7)).
Nyilvan go, g1, 93 € R[z], igy kaptuk hogy

/f e fde=m—e "G(r),

aholm=3-0!+4-11—-10-3! € Z, mig G(z) = 3go(z) + 4g91(x) — 10g3(z) € R[z].
E példa altalanositasa a kovetkezo lemma, amely az el6z6 példabeli konstrukcio és az
5.1.C Lemma alapjan egyszeriien igazolhato.

5.1.5. Lemma. Legyen f € R[z|. Pontosan egy olyan m valds szam és G € R[z] polinom
van, hogy minden r € R-re

/f e “dr =m—e "G(r),

Definicié. Legyen az el6z6 lemmabeli f polinom a koévetkezo:

f(x) = .(m—l)p(:v—Q)p...(m—n)p,

ahol p egy (nagy) primszam, n pedig e minimélpolinomjanak fokszdma. Legyen tovabba
(i) m,G(x) az 5.1.5. Lemma alapjan ezen f polinomhoz tartozé valds szdm és poli-
nom.
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(ii) m, = G(r), har € {1,2,... ,n}.
(iii) e, =e€" [ f(x)e *dx, re€{1,2,...,n}.
0
Nyilvén deg(f) =np+p — 1.

Irjuk 61 az el6bbi f polinomot (2 — r) hatvdnyai szerint rendezve:

1 " *
f(z) = =1 (do(r) +di(r)(z —7)+ ...+ dp(r)(z —1)") (*)

5.1.7. Lemma. Har € {1,2,...,n}, akkor a (x)- beli jel6lésekkel

do(T) = dl(T> =...= dp_l(T) =0.

Bizonyitas. Legyen r € {1,2,... ,n} rogzitett. Mivel (z — r)?|f(x),

valamilyen g € Z[z|-re. Ha most g-t (x — r) hatvanyai szerint irjuk fol, s azt beszorozzuk
(x — r)P-nel azt kapjuk, hogy

f(z) = =1 (bp(z = )P + bpyr(z — )P+ 4 by —1)")
ahol by, ... ,b, € R, amibdl az allitds mér nyilvanvalé.
Az mym,,..., m, és az ¢q,...,c,y-ek tulajdonsagai.

5.1.8. Lemma.

(a) m egész, és barmely p > n primre p | m.

(b) Van olyan Gy € Z[z], deg(G1) < n, hogy G(r) = pG1(r) minden
r € {1,2,...,n}—re. Specidlisan, my, ... ,m, p-vel oszthaté egészek.
Bizonyitas.
(a) f-et rendezziik x hatvanyai szerint:

s e b ).

ahol ap_1,...,a, € Z és ap—1 = £(n!)? # 0. Az integral linearitasa (3.1.A Tétel) miatt

T

[l
/f(x)e_xda: = / -1 (ap—12” "+ .. +a,2™) e Tda
0 0

T T

ap—1 /a:p_le_mda: +...+a, /a:”e_mda:
0 0

(p—1)!
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Az 5.1.3. Lemma (a) része alapjan minden egyes integrdl egy kéttagu kiilonbség, amely-

nek masodik tagjdban szerepel e™". Igy az 5.1.4. Példaban latott mddszer segitségével

T
[ f(z)e~*dx két sszeg kiilonbsége, amelynek elsd tagja
0

ﬁ (ap_l(p — 1)' + LRI + ann!)v

mig a masodik e™" X = egy polinomja. Az f polinom definiciéja (i) pontja, valamint az
5.1.5. Lemma alapjan (az egyértelmiiséget haszndlva) az els6 tag éppen m, azaz

T

m=ap_1+app+...+a,n(n—1)...(p+ 1)p.

Mivel az a,—1,ayp,. .. ,a, egyltthatok egészek, m is egész, s a p prim, ha p > n neki nem
osztéja (ap—1 = £(n!)P 1évén).
(b) Rendezziik 4t most f(z)-et (x — r) hatvényai szerint:

/Tf(as)e_mdx = v _1 o] (do(r) /Te_md:r: +dy () j(az —r)e *dx
0 0

0

+ ...+ dy(r) /T(a; — r)”e‘”%lx) :

Ismét az 5.1.3. Lemma alapjdn (most a (b) pontot hasznaljuk) mindegyik integral két
T

tag kiilonbsége, s a méasodikban szerepel e™". Igy [ f(z)e“dx két Gsszeg kiilonbségeként
0

irhato, ahol a masodik

-7

ooy (dolr) a1+ d ().

mig az els6 r egy R f6lotti polinomja. Az 5.1.5. Lemma alapjan (egyértelmiiség) G(r)
egyenlo az elébbi kifejezés polinom részével:

1
(p—1)!
Abban a specidlis esetben, amikor r € {1,2,... ,n} tudjuk, hogy

1
= | |
G(r) =1 (dp(r)p! + ...+ dp(r)n!).
Ezt (p — 1)!-sal beosztva kapjuk, hogy
G(r) =p(dp(r) + dpir(r)(p+ 1) + ...+ dp(r)n(n—1) ... (p+1)).
Ha Gi(z) =dp(z) + ...+ dp(z)n(n—1)...(p+ 1), akkor az el6bbi
G(r) = pGi(r)

alakban irhaté. Vegyiik észre, hogy Gy € Z[z| és deg(G1) < n. Az f definiciéja (i7) pontja
alapjan m, = pG1(r), ami egész és oszthatd p—vel.

G(r) =

(do(T) + dl(T)l! + ...+ dn(r)n') .
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A kovetkezo lemma az e-ok elegendden kicsinek valasztasat biztositja.

5.1.9. Lemma. Ha f(x) a definiciéban adott polinom, r € {1,2,... ,n}, akkor

T

lim [ f(z)e”*dz =0.

p—oo
0
Bizonyitas. Legyen r € {1,2,... ,n}, x € [0,r]|. Ekkor egy rutin becslést alkalmazva
|f(z)e ™| < |f(x)
i P -
= z—1P.. . (x—n
(p—1)!
@ 1z
x + . lr+n
(p—1)! )
)
< r—+ .o.(r+n
(p—1)!
I
S r(p—1)!

ahol ¢ = r(r +1)...(r +n), ami fiiggetlen p-tél. gy

p-D! (-1

/f(a:)e_xda: <r- % .
0

ami az 5.1.D Lemma alapjan 0-hoz tart, ha p — oo.

A f6tétel bizonyitasa

5.1.10. Tétel. Az e transzcendens szam.
Bizonyitas. Tegyiik 6], hogy e algebrai szam, s legyen h € Z[z] a miniméalpolinombdl a
nevezokkel valo beszorzas utjan kapott egész egyiitthatés polinom. Ekkor

h(e) = co+cre+ coe® 4+ ..+ cpe™. (%)

Legyenek m,m,,e, r € {1,2,...,n} az f definiciéban adott szdmok. Ekkor

e "e, = | f(x)e Fdr =m —e "G(r)
/

=m-—e "m,,

s ebbdl
r my + &,
e = ——.
m
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Ezeket (x)-ba helyettesitve
(com~+cimy + ...+ comy) + (cr1e1 4+ ... + cpen) = 0. (xx)

Ha a p primet elegend6en nagynak vélasztjuk (ha p > m), akkor az 5.1.8. Lemma alapjin
m egész és p/m. Ha p > |co| is teljesill, akkor pfcom. Mivel my, mo,...,m, mind
oszthatdék p-vel,

plcom+cimy + ...+ cpmy,.

fgy a com + cymy + ...+ ¢,m, egész kiillonbozik 0-tdl.
Miésrészt, ha p elég nagy, akkor az f definiciéja (7i7) pontja és az 5.1. Lemma alapjan
nyilvanvald, hogy

1
|Cl€1 +...+Cn6n| < 5

Ezzel ellentmondésra jutottunk (xx)-gal, s ezért az e nem lehet algebrai szam.

5.1.11. Megjegyzés. Az f polinom megvalasztasat a kovetkezok indokoljak:
(i) a nevezOben azért szerepel (p — 1)!, hogy e, elegendéen kicsi lehessen nagy p-re;
(ii) 2P~1 azért szerepel, hogy m egész legyen a nevezdbeli (p — 1)! ellenére is;
(iii) az (zx—1)P,...,(z—n)P biztositja, hogy a nevezébeli (p—1)! ellenére mq, ..., m,
egész szam legyen;
(iv) az elébbiek egyiittesen biztositjak, hogy megkapjuk a kivant kozelitéseket

e, €2, ... et-re.

5.2. A Riemann-féle ( fiiggvény.

Torténeti hattér.
Az egyik legismertebb végtelen sor az in. harménikus sor:

i1—1+1+1+1+
n 2 3 4

n=1

Mivel e sorban egészek szerepelnek, folkeltette a szamelmélészek érdeklédését is. Sajnos
a sor divergens, de a divergencia relative lassu, az els6é n tag ésszege kozelitoleg logn.
Konvergensé teheté azonban a sor, ha az altalanos tagot ——rol ——re valtoztatjuk, ahol
s > 1. Ez tette lehetové a kovetkez6 — ma Riemann-féle fuggvenynek nevezett —

=1 1
(1) Zn——1+—+§+

fliggvény bevezetését.

Megjegyzés. E fliggvényt — bar mar Euler is alkalmazta 1730 koriil — azért nevezték
el Riemannrdl, mert 6 irta rola az els6 alapveto cikket, egyuttal kiterjesztve komplex
kitevokre.
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Euler megmutatta, hogy a fliggvény végtelen szorzatként is eloallithato,

) =TI (=)

p prim

Megjegyezziik, hogy meglehetésen bonyolult eljarassal e fliggvény kiterjesztheto tet-
szoleges komplex szamra, és e kiterjesztéssel kapcsolatos egy hires megoldatlan probléma.
Riemann sejtése szerint a teljes komplex sikra kiterjesztett ¢ fliggvény komplex zéréhelyei
mindegyikéne % a valds része. Jelenleg tobb millié komplex zérdhely ismert explicite, és
valamennyinek % a valos része, de a sejtés, az un. Riemann-hipotézis bizonyitasa egynlore
elérhetetlennek tiinik.

Az (1) sor dkonvergenciajat a bevezetd fiiggvénytannal foglalkozé eléadasokban bi-
zonyitani szoktdk, igy itt nem foglalkozunk vele. A (2) alternativ definicié jogossdganak
bizonyitasat is csak vazoljuk.

A (2) jobb oldalén szerepl6 tényez6k geometriai sorba fejthetok:

1 00

_ —ks

1 — ps - Zp ’
k=1

ahol a jobb oldalon &ll6 sor konvergens, mivel 0 < p~® < 1 minden s > 1-re. Ha 0sszeszo-
rozzuk ezen sorokat (képezve azokat minden p primre) a kapott szorzat minde tagja

1
kis kms __
Pyt .yt = s
ahol p1,...,pn kilonbozo primek, k; > 0 és n = p]fl ...pFm . A szémelmélet alaptétele ér-

telmében minden természetes szam egyértelmiien el6all ilyen alakban, és pontosan egyszer

szerepel ni alaku Osszeadanddként. Ez igazolja az Euler-féle (2) szerinti el6allitast.

Alkalmazasok a primszamok elméletében.

Két — a bevezetd szamelméleti kurzusboél — ismert tételre adunk 1j, analitikus bizo-
nyitast.
5.5.1. Tétel. Végtelen sok primszam van.
Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy csak véges sok prim létezik, s ezek pq,... ,pg. Tetszoleges
p = p; primre, 1évén 0 < 1/p; < 1 az 1/p kvdciensti mértani sor konvergens,

1 1
" 2 i
Képezziik ezeket a sorokat minden p;-re, majd a kapott k sort szorozzuk Gssze
koo k 1
@ (%) -1
i=1 \n=1 i=1 i

Mivel az (1) baloldaldn allé sor — lévén pozitiv tagi — abszolut konvergens is, a (2)-beli
sor is abszolut konvergens, igy a tagok tetszélegesen atrendezhetdk. Tekintsiink a (2) bal
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oldalan &ll6 sorokbdl, a szorzet tényezéibél rendre az 1/pi™,...,1/p"* tagokat. Ezek
szorzata

11 I 1
p;nl p72712 te p;nk p;nlp;nz . .p;nk

amely egy , tipikus” kifejezés (2)-bol.

A szamelmélet alaptétele szerint minden n természetes szam pontosan egyféleképp
all el6 n = p"'py™...p"* alakban, ahol m; > 0. Vegyiik észre ugyanis, hogy e tétel
bizonyitasa fiiggetlen a primszdamok szamatdl. Az el6allitas unicitdsa miatt 1/n pontosan
egyszer szerepel (2)-ben , igy ezen egyenlséghdl kovetkezik, hogy

[1(55) -5

A jobb oldalon a divergens harménikus sor 4ll, mig a bal oldali szorzat véges. Igy ez az
egyenloség lehetetlen, tehat a primszamok szdma nem lehet véges.

5.2.2. Tétel. A primszamok reciprokaibdl allo sor divergens. Azaz, ha py jeloli az k-adik
primszamot, akkor a

(e @]

1 1 1 1
5 — =ttt
( ) ;pk 2 3 )

végtelen sor divergens.
Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy az (5) sor konvergens, és az Gsszege [. Ekkor részletossze-
geire teljesiil, hogy

n

>

1
S _
— Dk 2

minden elegend6en nagy n-re, ami azt (is) jelenti, hogy minden ilyen n-re

m>n

N | —

<
m

SR

Kovetkezésképpen a
o >(x )
k=1 \m>n Pm

sor konvergens, hiszen majorélja a konvergens > 7o | 1/2% mértani sor.
Ha ¢ = p1...pn, akkor a pq,...,p, primek egyike sem osztéja a qr + 1 (r > 1)
egészeknek, ezért sziikségképp

qgr+1=pp, ...Pn,, Ni>n,
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ahol a szerepld primek nem foltétleniil kiillonb6zok. Ezért reciproka

(=)

sor kifejtésében. Mivel a szamelmélet alaptétele értelmében pontosan egyszer fordul el
(6)-ban, az tartalmazza a

alakban el6fordul a
Pny * - Pny

oo

1
qu-ﬁ-l

r=1

sort, tehat ez utébbi is konvergens.
Ezen sor azonban divergens, ugyanis

oo oo

1 1
qu+1 >qu+q

r=1 r=1
1o 1 =1
Sl Ay

ami bizonyitja az (5) sor divergencidjat.

Megjegyzések.
(1) Az (5) sor divergenciaja igen lassu, kozelitéleg loglog n nagysdgrendben novekszik csak
a részletosszegek sorozata. Egy jellemz6 példa, hogy

1
> les
p<1018 p

azaz az els6 50 millié primszam reciprokanak Osszege nem éri el a 4-et.
(2) El6bbi tételiinkbél az is kovetkezik, hogy végtelen sok primszam van.

5.3. A ((2) meghatarozasa.
Eljarasunk — amely T.M. Apostoltdl szarmazik —- alapja az az otlet, amellyel 1979-
ben R. Apéry igazolta ((3) irraciondlis voltat. Egy kettSs integralt fogunk kiszadmitani
2

kétféleképp, s ebbdl adddik, hogy ((2) = % Nevezetesen, az

11 .
(1) I://l_xyda:dy
00

integralt fogjuk kétféleképp kiszdmolni.
El6szor fejtsiik hatvanysorba az integranduszt,

1

/ — i xnyn,
0 n=0
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és igy

2) 1 =
=y 1
:/Zonildyzz( T2~
) =

Masodikként vezessiuk be az
uUu—v u—+v

V2 TR

helyettesitést, amely 1ényegében egy 7-es elforgatést jelent. fgy

xr =

és az integraciés tartomany most az uv sikon egy olyan négyzet, amelynek atellenes csiicsai
a (0,0), (v/2,0) pontok.
Vegyiik észre, hogy az integracids tartoméany szimmetrikus az u tengelyre, és igy

1/\/5 u 4 V2 2—u d
v v
3 I=4 —— | d 4 —— | du.
(3) / /2—u2—|—v2 ut / / 2 —u? 42 Y
0 0 1/v32 0
Tudjuk, hogy
dt T
m = —arctan a,
0
és igy
/ dv 1 ¢ U
= arctan ————
2—u?+0v2 2 2 V2 —u?’
tovabba

V2 —u

V2 —u?

arctan

Ezeket alkalmazva

s d '3 V2 d
I1=4 / arctan Y Y +4 / arctan — Y =1+ 1.
V2 —u2 V2 —u? V2 —u2 V2 —u?
0 1/\/5
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Az integralok kiszamitdasahoz ismét helyettesitéseket alkalmazunk. I;- ben legyen
u=+/2sin 24, és ekkor du = V2 cos20d9 = V2 — u2d?, valamint tan = Y

Ezutan mar rutin szamolassal adédik, hogy

2 —uZ

/6

(4) 11:4/196119:2(%)2.

0

Ha az I, integralndl az u = v/2 cos 20 helyettesitést alkalmazzuk, akkor az elébbihez
hasonlé szamolassal

(5) 12:8/19d19:4(%)2

adddik.
Igy (4) és (5) alapjan

addodik, azaz

Ezzel igazoltuk a kovetkezo tételt.

5.2.3. Tétel. A ((2) transzcendens szam.

Mit tudunk a ( fiiggvény egész helyeken folvett értékeirol?
1. 1978-ban igazolta Apéry azt a régi sejtést, miszerint ((3) irraciondlis. Sajnos megle-
het6sen keveset tudunk ((s) értékeirél, ha s paratlan természetes szam.
2. Ismert, hogy tetszOleges k € N-re

C(2k) = b2,
ahol by, € Q minden k-ra, igy a ((2k) értékek transzcendensek minden k € N-re.

6. HILBERT VII. PROBLEMAJAROL.

David Hilbert fiatal gottingeni matematikus professzor, aki a matematika alapjaival
kapcsolatos kutatasaival valt eloszor hiressé, folhivast kapott a II. Matematikai Vilag-
kongresszus (1900. Périzs) szervezitol egy plendris elfadéds tartdsira. A szervezék nem
rogzitették elore az el6adas témajat, mert azt hitték, hogy a legijabb eredményeirdl, a
bizonyataselméletben elértekrol fog beszélni.

Nem ez tortént. Hilbert elcadasaban 23 olyan problémat vetett f6l — ismertetve
roviden azok el6zményeit — amelyeket a legfontosabbaknak tartott a XX. szadzad matema-
tikusai szamara. Az Osszeallitas meglehetdsen heterogénre sikeredett. Volt koztiik olyan,
amelyet a kongresszus alatt megoldottak, de a mai napig megoldatlan is. Szdmos folvetése
egészen 1j kutatasi iranyokat jelolt ki, elméletek teljesedtek ki beldliik.
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Egy részlet D. Hilbert 1900-as parizsi eléadasabdl. Hermite és Lindemann ered-
ményeit — amelyek az exponencidlis fliggvényekre vonatkoznak — minden matematikus
nagyra értékeli. Ezen az uton tovdbb kell haladni, s az elkovetkezd idoben az aldbbi problé-
mdt kellene megoldani.

Bizonyos — az analizisben fontos — transzcendens fligguények egyes algebrai szdm
helyeken algebrai szdm értékeket vesznek fol. Ugy tiinik, hogy ezt érdemes alaposan meg-
vizsgdlni. Ugyanis dltaldban azt képzeljik, hogy a transzcendens figgvények mindendtt
transzcendens értékeket vesznek fol. Tessziik ezt annak ellenére, hogy ismerink olyan
transzcendens fiiggvényeket, amelyek algebrai szamokhoz algebrai szamot, sét raciondlisat
rendelnek.

Példdul az €™* exponencidlis fiigguény értéke minden z € Q-ra algebrai, mig minden
z € A\ Q-ra transzcendens. Ezen dllitds geometriailag is megfogalmazhats. Ha egy egyen-
l6szaru haromszogben az alapon fekvd szog és a szdrak dltal alkotott szog ardnya transzcen-
dens, akkor az alap és a szdr ardnya is transzcendens. Bdr ez eqy igen eqyszeriien hangzo
allitdas, ekvivalens Hermite és Lindemann eredményével, s a bizonyitdsa is igen nehéz, sot
meglehetdosen bonyolult. Hasonloan nehéz lehet a bizonyitisa a kovetkezo dllitasnak is.

Hilbert kérdése, a VII. Probléma.Legyen o € A és 3 € A\ Q, ekkor az o alakii
szamok, példaul 2\/5, e™ = i~% mindig transzcendens szam, vagy legalabb irracionalis.

Tovabb az el6adés. Biztos vagyok benne, hogy ezen, és a hasonlo problémak megolddsa
egészen 1) modszereket igényel, s eqy 1uj szemléletet is ad. Uj meguildgitasba helyezi az
irraciondlis és a transzcendens szdamokat.

Részlet Hilbert egy el6adasabdl, Gottingen 1919.

A VII. Probléma nagyon nehéz, igy érdemes Gsszehasonlitani néhany ismert problémaval.
- A Riemann-hipotézis bizonyitasa iranydba az utébbi években komoly el6rehaladas tor-
tént, igy nagyon reméli, hogy még megéri a izonyitasat.

- Szamos biztato eredmény van a Fermat-sejtéssel kapcsolatban is, ezért talan a hallgatosag
legfiatalabb tagjai megérik a sejtés bizonyitasat.

- Annak a bizonyitdsat azonban, hogy a 2V2 transzcendens szam, a jelenlevok koziil senki
sem fogja latni.

Hilbert vélekedésérdl.

- A Riemann-hipotézis, azaz a ( fliggvény minden komplex zérohelyének a valds része
mai napig nyitott kérdés.

- A Fermat sejtés bizonyitasat 1993-ban publikalta A. Wiles.

- Azaz egy kérdésben Hilbert tévedett, egyben talan nem, ha ...

A harmadikrdl. Az els6 részleges megoldas, az els6 nem teljes valasz 1929-ben jelent
meg, majd par év alatt teljessé valt a megoldas.

A VII. Probléma részleges megoldasa.

1. Gelfond tétele. (1929) Ha 8 komplex kvadratikus irracionalis szdm, akkor o transz-
cendens.

Ez tartalmazza az e™ esetet.

2. Kuzmin és Siegel tétele. (1930) o akkor is transzcendens, ha 3 valés kvadratikus
irracionalis szam.

Megjegyzések.

(1) A két matematikus eredményét egymastdl fiiggetlentil érte el.

1

2, &
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(2) Hilbert megérte annak bizonyitdsat, hogy 2V2 transzcendens szam.
A VII. Probléma teljes megoldasa.
Gelfond - Schneider tétel. (1934) Ha «, 5 0 és 1-t6l kiilénb6z6 algebrai szamok, tovabba
B irraciondlis, akkor o transzcendens szam.
Két tovabbi ekvivalens allitas. 1. Ha «, (8 0, 1-t6l kiillonb6z6 algebrai szamok, akkor
log a/ log 3 raciondlis, vagy transzcendens.
2. Legyenek «, 3 nemzéro algebrai szamok. Ha log «, log ( linearisan fiiggetlenek a racio-
nalis szamtest folott, akkor linearisan fiiggetlenek az algebrai szamok teste folott.
Megjegyzések.

) Gelfond és Schneider egyméstdl fiiggetleniil jutott el ezen eredményhez.

) Hilbert sejtése a legerésebb formaban bizonyult igaznak.
) Hilbert 1943-ban halt meg, azaz megérte sejtése teljes bizonyitasat.
) Még egy 1919-es tévedése.
) Az el6bbi tévedések nem drnyékoljik be azon altaldanos vélekedést, miszerint
David Hilbert a XIX. szazad utolsé harmadanak és a XX. szazad els6 felének
egyik legnagyobb hatast matematikusa volt.

(1
(2
(3
(4
(5
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