3. A LANCTORTEK ALKALMAZASAIL

3.1. Diofantikus approximacio.
Alapkérdés: Mennyire jol kozelithetok az irraciondlisok raciondlis szamokkal?

Megjegyzés. Mindenek elott azt kell tisztazni, hogy mit jelent a ,,josag”.

Egy trivialis valasz: Elso latasra akarmilyen jol, hiszen tudjuk, hogy a raciondlis szamok
mindeniitt striin helyezkednek el a valds szamok kozott, azaz barmely valds szam tetszo-
leges kornyezetében végtelen sok racionélis szdm van, igy bamely a € R\ Q irracionélis

7’ Ve CL . ra M 7’ a
szamhoz és € > 0-hoz van olyan —, b > 0 racionalis szam, hogy |a — Z‘ < e.

Mi most pontositani fogjuk a ,,jésdg” fogalmat. Mindig foltessziik, hogy a kozelitd

7 racionalis szdmaink olyanok, hogy b > 0. Els6 lépésként rogzitsiik ezen kozelitd ¢
raciondlis szamok b > 0 nevez6jét. Megmutathatd, hogy ha « irracionéalis szam, akkor van

olyan c € Z egész, hogy
c 1
-l <
‘O‘ b‘ b

A kovetkezo fogalom lényegesen messzebre vezet, mar bizonyos értelemben ,,méri a
josagot”.
Definicié. Legyen t € N, ¢t > 1 tetszoleges. Azt mondjuk, hogy az « valds szam t-
a

edrendben approximdlhatd raciondlis szdmokkal, ha végtelen sok olyan 7, b > 1 racionalis

szam létezik, hogy
‘ a‘ c(a)
@ — — 15

bt

b
ahol c(«) csak a-tdl fiiggd konstans.
Egy korabbi bizonyitasunk mellékterméke a kovetkezo tétel.

3.1.1. Tétel. Az irracionalis szamok masodrendben approximalhatok racionalis szamok-
kal.

Bizonyitas. Legyen « valds szam, konstrualjuk meg linctort alakjabdl a py, g soroza-
tokat, és jelolje — mint kordbban is — ay = Z—: a k-adik kezdo6 szeletet. Tudjuk, hogy
barmely n € N-re o a a, és a1 k0zott van, igy

0<|a—ay| <|apt1s — ayl

_ Pn+1 Pn - 1
- - | = ‘pn—l-IQn - ann-l—l‘
Gn+1 dn gndn+1
1 1
dndn+1 Qn2 ‘

Az elkovetkez6kben azt mutatjuk meg, hogy a lanctort alak kezd6 szeletei a legjobb
masodfokil approximéciok. Ennek elso 1épése a kovetkezo lemma lesz.

3.1.2. Lemma. Legyen a € R\Q, n € N, tovabbd ., py, qn a ,szokdsosak”. Ha a,b € 7
és 1 <b< qpy1, akkor
lgnae — pp| < |ba — al.
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Bizonyitas. Tekintsiik a

PnT + Pp1y = a
GnT + Gny1y = b

linearis egyenletrendszert. Ez nyilvan megoldhaté, s6t pontosan egy egész megoldasa van
(determinénsa ugyanis (—1)""1)):

zo = (—1)"" (agnt1 — bpns1)
Yo = (=1)""(bp,, — aqy)

Alh’tjuk, hogy csak azzal az esetel kell érdemben foglalkoznunk, amikor a megoldas nem-
zéroé, és ellentétes eldjelliek, azaz xoyo < 0.
Ugyanis, ha xy = 0, akkor

afnt1 =bpnt1 = Gny1|b,
ami lehetetlen a b valasztasa miatt. Ha pedig yo = 0, akkor
a=ppro €s b= quyxo,
ami maga utan vonja, hogy
|bor — af = |agnzo — pnol = 2ol - lgna — pul = |gnor — pal,

azaz teljesill a lemma allitasa.
Marad annak megmutatasa, hogy xg és yo ellentétes eldjelii, valahdanyszor nemzérok.
Ha yo < 0 akkor
GnTo = b — qni1y0, amibdl g,xo > 0.

Tudjuk, hogy a g sorozat minden tagja pozitiv, igy zo > 0 adddik.
Ha pedig yo > 0, akkor

b<gnt1 = b< @10 = @r0<0 = z9<0.

[smét azt hasznéljuk ki, hogy a lanctort alakjanak két szomszédos kezdo szelete kozott
helyezkedik el, azaz barmely n € N-re

ap << Qpy1 Vagy Qp > Q> Oy,

azaz » » » »
o cq< B agy s o> 2L
dn dn+1 an dn+1

Ezekbol

(1) Prn < @n@ 68 Q10 < Ppy,
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vagy

(2) Pn > Gn 68 Qni1Q > Dpii,

adédik, és (1)-bol
gnC — Dn, >0 és An+1% — Pn+1 < 07
mig (2)-bol
gn® — Dn, <0 és An+1% — Pn+1 > 07
azaz
Gn —Pn €8 np100— Pngl
ellentétes elojeliiek, ezért ezeket rendre az ellentétes eldjelli g és yg egészekkel szorozva

azonos eldjelli szamokat kapunk, és igy Osszegiik abszolut értéke megegyezik abszolut ér-
tékeik Osszegével:

lbae — a| = [a(gnTo + qnt1Y0) — (PnTo + Pr+1Y0)|
= [20(gna — Pn) + Yo(gn+10t — Pry1]
= [2o| - |[gna — pul + [yo - [gn+10 — Prt1]
> |wo| - |gna — pn| > |gna — pal.

E lemma&abdl mar konnyen addédik az igért tétel

3.1.3. Tétel. Legyen aw € R\ Q tetszbleges irraciondlis szam, és barmely n € N-re

an = Pr pgnctort alakjanak n-edik kezdé szelete. Ha 1 < b < q, egész, akkor barmely
an
a
— € Q-ra
; €Q
Pn
a _—
dn

s)a—%).

Megjegyzés. Tételink azt allitja, hogy a lanctort alak n-edik kezdd szelete a legjobb
azon  kozelitések kozott, amelyek b nevezdje nem nagyobb g,-nél.

Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy allitAsunk nem igaz, azaz van olyan a € Z, hogy bar
1 < b < gy, mégis

a Pn
— | < |la—=.
‘a b‘ “ qn
Ekkor azonban
Pn a
lgnee — pn| = qn |0 — >b‘a—g‘:\ba—a\,

n
adodik, ami ellentétes lemmankal.

Tudjuk, hogy az irracionalisokat lanctortjeik kezd6 szeletei méasodrendben approximal-
jak, de jogosak azok a kérdések, hogy egyrészt javithaté-e az approximécié foka, masrészt
csak a lanctortbol nyerheté masodfoki approximacio, vagy mas uiton is. Elobb a méasodikra
valaszolunk.
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3.1.4. Tétel. Legyen « irraciondlis szam. Ha az ¢, (b > 1, In.k.o.(a,b) = 1) racionalis
szam, és

o3[ < b2’
akkor valamely n € N-re

a Pn

- = Qp )

b In

ahol o, az «a lanctort alakjanak n-edik kezdé szelete.

Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy -re teljesiilnek a tétel foltételei, de nem egyezik meg
egyetlen kezdo szelettel sem. Mlvel a gk sorozat szigorian monoton névekvo, pontosan egy
olyan n € N van, amelyre g, < b < g,+1. Ezen n-re teljesiil az

|gna — pp| < |ba — a :b‘a—%’ < 2%
egyenlotlenségsorozat részben az elébbi lemma, részben a bevezetoben emlitettek miatt.
Ebbol egyszeriien kaphato, hogy
1
2bqy,

Mivel foltételiink szerint ¢ # fl’—:, a bp,, — aq, kiilonbség nemzéré egész, igy 1 < |bp, —aqy|.
Ebbol azonban kovetkezik, hogy

a—p—n <

L _|Pn—agn| _|Pn_a
ban | ban | law b
Pn ’ CL’ 1 1
< |2 — — - .
e P B R TPy
A kapott
1 1 1

bqn, < 2bq, + 2b2
egyenlotlenségbdl b < ¢, adddik, ami ellentmond n valasztasanak.
Foglalkozzunk most approximéaciénk javithatésagaval. Két mély tételt emlitiink bizo-
nyitas nélkiil.

a
3.1.5. Tétel. (Hurwitz tétele) Barmely « irraciondlis szimhoz végtelen sok olyan — (a,b €

b

Z, b> 0, In.k.o.(a,b) = 1) raciondlis szam létezik, amelyre
1
Vb2

Utolsé tételiink azt mondja, hogy a Hurwitz tételben szerepl6 konstans nem novelheto.

o=l <

a
3.1.6. Tétel. Van olyan « irracionalis szam, amelyhez csak véges sok olyan 5 racionalis
szam létezik (a tovabbi foltételek ugyanazok, mint az el6bbi tételben), amelyre
ot
’ \f 5+¢)b

ahol € > 0 tetszéleges valds szam.

1++5
2

Példa. Ilyen szam az o = , amelynek lanctort alakjanak minden jegye 1.
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3.2. Linearis diofantikus egyenletek.
A madszer megtaldldsa eqyéni féldolgozdsra szant feladat.

3.3. A Pell-egyenlet.
1657-ben Fermat — bar ez nem volt szokdsa — két probléma megoldasara hivta
fol a matematikus tarsadalmat. Vélhetéen indirekte J. Wallisnak cimezte, aki a Newtont
megel6z6 kor egyik legnagyobbra értékelt angol matematikusa volt. A kovetkezd kérdéseket
tette fol.
1. Adjunk meg olyan kobszamot, amelybdl valodi osztdi Osszegével novelve négyzetsza-
mot kapunk. Példdul, 73 + (1 + 7 + 7?) = 202.
2. Adjunk meg olyan négyzetszamot, amelybol valodi osztdi Osszegével novelve kobsza-
mot kapunk.
A problémdak Wallist hidegen hagytdk, de példaul egyik kortarsa — a francia Bernhard
Frénicle de Bessy — a kovetkez6 megoldast adta az els6 problémaéra:
Ha a
(2-3-5-13-41-47)3

egészet megnoveljiitk valodi osztéi Osszegével, akkor a kapott szam négyzetszam,

nevezetesen
(27.32.5%2.7.13-17-29)2.

Fermat nem ilyen példakat, hanem altalanos eredményt keresett. ElOszor azzal az
esettel foglalkozott, amikor a kobszam egy prim kobe. Ennek altaldanositasaként az

234+ (1 +2+2%) =9°
egyenlet megoldéaséara hivott fol foltéve, hogy = paratlan. Ha egyenletiinket
(1+2)(1+2%) =y

alakra irjuk at, akkor az

ab = (g)z, In.k.o.(a,b) =1

alakban irhatd, mivel a bal oldalon all6 két tényezének egyediil a 2 primosztéja. Vilagos,
hogy a, b mindegyike négyzetszam, mondjuk a = u? és b = v?, igy

1+ 2 =2a=2u? 1+ 22 =2b= 202

Ez azt jelenti, hogy ha egy x egész megoldasa Fermat els6 problémajanak, akkor sziikség-
képp megoldésa a kovetkezd egyenletparnak:

93:2u2—1, 2 =207 — 1.

A mésodik specidlis esete az
2 =dy’ +1
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alakt egyenleteknek.
Ez utébbi folismerésen alapulhatott Fermat azon — egy hénappal késébb kozzétett
— problémaja, miszerint:
3. Adjunk meg olyan y egészet, amelyre dy? + 1 négyzetszam, ahol d € N nem négyzet-
széam. Példdul, 3-12 +1 =22, vagy 5-4%2 +1 =92
3’. Ha &ltaldnos megoldast nem sikeriil talalni, akkor keressiik meg a legkisebb olyan y
egészet, amelyre 61y% + 1 = 22, vagy 109y? + 1 = 22,
A miér emlitett Frénicle megadta az x? — dy?> = 1 egyenletek legkisebb megoldésait
d < 15-re, de ez mar masok érdeklddését is folkeltette. Példaul egy angol lord, Wallis
patréonusa kiszamolta, hogy

(126862368)% — 313(7170685)2 = —1,

igy
y=2-T7170685 - 126862368

a legkisebb megoldasa az 2% — 313y? = 1 egyenletnek.

1759-ben Euler, majd valamivel késobb Lagrange rdajott arra, hogy a probléma meg-
oldédsa szorosan kapcsolédik v/d lanctort alakjdhoz. Euler nem fejezte be vizsgilatait,
Lagrange azonban 1768-ban publikalta azon eredményét, miszerint az 2% — dy? = 1 alaki
egyenletek, ahol d € N és nem négyzetszdm, megoldésai a v/d 14nctort alakjabol nyerheték.

Késébb az angol John Pell néhany jelentéktelen eredményt publikalt ezen egyenletek-
r6l, de valami fatalis tévedés révén ezen egyenlettipust az utdkor az 6 nevéhet kapcsolta
Euleré, vagy Lagrange-é helyett.

Az x2 —dy? =1 (ahol d € Z, d # 0) egyenlet, az tin. Pell-egyenlet vizsgélata.
Vannak trivialis megoldasok: x = £+1, y = 0.
Ha d < —1, akkor 22 — dy? > 1, kivéve, ha z = y = 0, igy ez esetekben nincs megoldas.
Ha pedig d = —1, akkor tovabbi két trivialis megoldas van: x =0, y = +1.

Végiil, a d = n? esetben is csak trividlis megolddsok vannak, hiszen az

2 _n%y? = (x+ny)(z—ny) =1

2 —dy? =z
esetben
r+ny=x—ny==+I,

ami ismét csak az x = £1, y = 0 esetekben all fonn.
Igy csak azt az esetet kell vizsgdlni, amikor d > 0, és nem négyzetszam. Nyilvanvald, hogy

elegendé a pozitiv megoldasokat megkeresni, és ha p, ¢ € N megoldas, akkor In. k. 0.(p, q) =
1.

3.3.1. Tétel. Ha p,q € N megolddsa az x> — dy?> = 1 egyenletnek, akkor % a V/d ldnctort
alakjanak valamely kezdé szelete.
Bizonyitas. Tegyiik 1, hogy p? — d¢® = 1, azaz

(1) (p— Vdq)(p+ Vdg) =1,
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amibél p > ¢v/d és
P_g—_ L
q q(p + qVd)
adodik.
Mivel
p 1 Vd Vd 1

0<=—-Vvd= < = = —,
q ap+qvd) qlgVd+qVd) 2¢2Vd 29

1

P
- —Vd
O<q \/_<2q2

egyenlotlenség adodik, ami a 3.1.4. Tétel szerint a bizonyitandé allitast jelenti.

E tétel megforditasa altalaban nem igaz, a v/ d nem mindegyik kezdé szelete szolgaltat
megoldast. Valamivel kevesebb azonban bizonyithaté. Nevezetesen, ha e kezd6 szeleteket
fl’—: alakban frjuk, akkor becslést tudunk adni a p? — dg? kifejezés lehetséges értékeire. Igaz
ugyanis a kovetkezo allités.

3.3.2. Tétel. Ha § egyik kezdS szelete \/d lanctort alakjénak, akkor x = p, y = q
megoldasa az
w2 —dy® =k

egyenletnek valamely |k| < 1 + 2v/d-re.
Bizonyitas. Legyen % a Vd lanctort alakjanak egy tetszéleges kezdd szelete. A 3.1.1.

Tétel szerint

1
g
q q
és igy
1
(1) Ip—q@|<a-

Egyszeri rutin becslésekkel kapjuk, hogy

b+ qVd| = |(p — ¢Vd) + 2¢Vd|

(2) < é +2¢Vd < (1+2Vd)q.

Az (1) és (2) egyenlétlenségeket Gsszeszorozva kapjuk, hogy
p* = dg?| = |p— qVd| - [p + qVd|

1
< 5(1+2x/&)q: 1+2Vd,

ami épp a bizonyitando6 egyenlGtlenség.

34



Példa. Legyen d = 7. Ekkor /7 = (2,1,1,1,4) amelynek néhany kezd6 szelete

=N
— W
DN Ot
w] oo

Ezek kozill az x = 8, y = 3 lesz megolddsa az 22 — Ty? = 1 Pell-egyenletnek.

A 3.3.1. Tétel szerint ha az x> — dy?> = 1 egyenletnek van megoldasa, akkor azok
megtaldlhaték vd ldnctort alakjdnak kezdd szeletei kozott. Pontosabban, ha z,y egy
megoldés, akkor — a kordbbi jeloléseinkkel — van olyan aj = Z& kezdd szelet, hogy
T = pr, Yy = qr. Megvizsgaljuk, hogy mely kezd6 szeletek szolgaltatnak megoldasokat
Els6 1épésiink a kovetkezo lemma.

3.3.3. Lemma. Legyen (a szokdsos médon) a v/d lanctért alakjanak o, = %: az m-edik

kezdd szelete. Ha v/d ldnctiort alakjanak periédusdnak hossza n, akkor
Pzn—l - dqin_l = (‘Dkn (k=1,2,3,...)
Bizonyitas. Legyen k > 1, és tekintsiik v/d lanctort alakjét a kovetkezd forméban:
Vd = (ag,a1,as, ..., agn_1, Tin),

ahol

Tkn = <26L0,6L1,(L2, Ce 7an—1,2&0> =aqg+ \/a

A 2.3.1. Lemma bizonyitasaban hasznalt észrevétel szerint

\/& _ LrnPkn—1 + Pkn—2 '
Trnqkn—1 + qkn—2

Ha elvégezziik az z1, = ag + Vd helyettesitést, akkor a

Vd(ao@rn—1 + Grn—2 — Pkn—1) = G0Pkn—1 + Pkn—2 — AQrn—1

egyenloséghez jutunk. Lathatd, hogy ezen egyenléség bal oldaldn irracionalis, mig jobb
oldalan raciondlis szam all, ami lehetetlen. Ezért sziikségképp fonnéllnak az

a0Qkn—1 + Qkn—2 = Pkn—1 és aoPkn—1 + Pkn—2 = dqrn—1

egyenldségek. Szorozzuk meg ezeket rendre pg,—1-gyel, illetve —qx,—1-gyel, majd adjuk
ossze Oket. Igy a kovetkezo egyenloséget kapjuk:

Prn—1 — 4y —1 = Pkn—1qkn—2 — Qkn—1Pkn—2-
A 2.3.2. Lemma (a) 4llitdsa szerint a jobb oldal egyenlé (—1)*"=2 = (—1)*"-nel, és igy
pin—l - dqlzn—l = (_1>kn
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3.3.4. Tétel. Tekintsiik az
(4) 2 —dy* =1

Pell-egyenletet, ahol d € N tetszbleges nem-négyzetszam. A szokasos jelolésekkel legyen

ap = Pk a Vd ldnctort alakjanak k-adik kezdé szelete, és n e lanctort periédusénak hossza.
qk
(1) Ha n pdros, akkor (4) Osszes pozitiv megolddsa a kévetkezd:

T = Dikn-1, Y = Qkn—1 k=1,2,....
(2) Ha n pdratlan, akkor az Gsszes pozitiv megolddst az
LT = P2kn—1; y:(Zkan—l k:1727 5

formulak szolgaltatjak.
Bizonyitas. A 3.3.1. Tételbdl tudjuk, hogy (4) minden pozitiv megolddsa v/d lanctort
alakjanak valamely kezdé szeletébdl szarmazik.

A 3.3.3. Lemma alapjin £ = pnuxr—1, YGnk—1 pontosan akkor megolddsa (4)-nek, ha
(—1)"* = 1. Ha n péaros, akkor ez minden k € N-re teljesiil, mig ha paratlan, akkor a paros
k-kra.

Példak.

1. Keressiik meg az 2

— 7y? = 1 egyenlet néhdny pozitiv megoldésat.
V7 =1[2;1,1,1,4]

Az els6 néhany kezdd szelet:

14° 17 31 48
500 717 1307 2024
223’ 271 494 765

Mivel a v/7 lanctort alakjanak periédusa 4, igy a

Pak—1
qak—1

alaku kezdo szeletek szolgaltatjik a megoldasok. Ezen foltételnek — az elébbiek koziil —
a 3. aT’. ésall. kezd szeletek tesznek eleget, igy

Tr1 = 8 Yy = 3, To = 127 Yo = 48, T3 = 2024 Ys = 765
az els6 harom pozitiv megoldas.
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2. Keressiik meg az 22 — 13y% = 1 egyenlet legkisebb pozitiv megoldasat.
V13 =1[3;1,1,1,1, 6]

a periédushossz: 5.
A 1l4nctort els6 10 kezdo szelete:

337 387 717 109" 180
A 13. Tétel () allitasa szerint a kezdé szeletek koziil a fl’—z, — tehat az elébbi folsorolasban
a 10. — adja a legkisebb pozitiv megoldast, tehat az az
r1 = 649, Y1 = 180.
3. Az 22 — 991y? = 1 egyenlet legkisebb pozitiv megoldésa:
x = 397.516.400.906.811.930.638.014.896.080

y = 12.055.735.790.331.359.447.442.538.767

4. Az 2% — 1000099y = 1 egyenlet legkisebb pozitiv megolddsa z-re egy 1118 (decimalis)
jegyl szam, ugyanis a /1000099 lanctort alakjanak perédushossza 2174.

Megjegyzés. Ez az eset — az igen hosszi periédus — kis szamok esetén is elo6fordul, és
igy kis d-re is elég nagy lehet a legkisebb pozitiv megoldéas. Ez a kovetkezd példabdl is jol
lathato.

5. Az 22 — 61y% = 1 egyenlet legkisebb pozitiv megoldsa:

xr =17.663.319.049 y = 226.153.980,
mig ugyanez az x2 — 60y? = 1, ill. az 22 — 62y = 1 egyenleteknél rendre
r=31 y=4, r=63 y=28.

A megoldasokbdl lathato, hogy v/61 peridédusa igen hosszi, mig 60 és 62 esetén ez megle-
hetosen rovid.

Egy legenda szerint Archimédesz epigramma formaban elkiildott Erathosztenésznek
egy feladatot, amely 4 kiilonb6z6 szinti tehénnel és bikaval volt kapcsolatos, igy 8 ismeretlen
mennyiség szerepelt benne, s kozottiik 9 foltétel teljesiilt. Ez az un. diofantikus probléma
az

x? —4.729.494y% = 1

Pell-egyenletre vezet, de nem valészini, hogy meg tudta volna oldani akar maga Archimé-
desz. Az egyik keresett mennyiség (a 8 koziil) egy olyan szamnak adédik, amelynek 206.545
decimélis jegye van. Ha e szamot le akarnank irni és egy centiméterre 4 szamjegyet irunk
(ez stiriibb a normal nyomtatdsnal), akkor a szam hossza kb. 516 méter lenne.
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3.4. Algebrai szamok.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az a € C komplex szam algebrai szdm, ha van olyan
nemkonstans f € Q[z] polinom, hogy f(a) = 0. A nem algebrai komplex szamokat transz-
cendens szdmoknak nevezzik.

Definicié. Legyen a € C algebrai szam, és n € N. Azt mondjuk, hogy «a n-edfoki
algebrai szam, ha van olyan n-edfoku raciondlis egyiitthatés f polinom, hogy f(a) =0, és
egyetlen n-nél alacsonyabb fokd nemkonstans polinomnak sem gycke a. Ezen polinomot
az « algebrai szam minimadlpolinomjdnak, vagy olykor definidlo polinomjdnak nevezziik.
Megjegyzések.

(1) Vildgos, hogy egyrészt az el6bbi definiciébeli f polinom irreducibilis, masrészt racio-
nalis egyiitthatos polinomok helyett egész egyiitthatésokkal is dolgozhatunk.

(2) Algebrai szam helyett haszndlhatjuk a ,racionalis szamtest folotti algebrai szam” el-
nevezést is, sot, a ,raciondlis szamtest folott algebrai elem” terminoldgiat is.

Példak.

(1) Minden raciondlis szam (els6foki) algebrai szam.

(2) A V2 mésodfoki, mig a %/15 13-adfoki algebrai szam. Ugyancsak algebrai szam a
V2 + 3.

(3) A komplex egységgyokok algebrai szamok.

3.4.1. Tétel. Az Osszes algebrai szamok a komplex szamok testének résztestét alkotjak.
Jelolés. Az algebrai szamok testét az elkovetkezékben A fogja jelolni.
Bizonyitas. Egyszertien beldthaté, hogy ha a € A, akkor —a, é € A is all. A bizonyitas
elvégzése hasznos gyakorlo feladat.

fgy mar csak azt kell igazolnunk, hogy két algebrai szam Osszege és szorzata szintén
algebrai. Legyen «, § két algebrai szdm, minimalpolinomjaik pedig legyenek

m n

f=1l-a), iletve g=][@-38),

i=1 j=1

ahol @ = a3 és 0 = (1. A szimmetrikus polinomok alaptétele segitségével egyszeriien
kaphaté, hogy a

hIHH(ﬂf—ai—ﬁj)IH(w—ﬂj)

olyan raciondlis egyiitthatos polinom, amelynek a + 3 gyoke.
Hasonl6an lathaté be (ennek 6nallé elvégzése ugyancsak ajanlott), hogy a3 gyoke az
ugyancsak racionalis egyiitthatos

[TT]G - i) = [ato (2)
i=1j=1 i=1 ¢

polinomnak. Vegyiik észre, hogy itt foltételeztiik, hogy «, 3 nemzérdk, de ezzel nem kor-
latoztuk az altalanossagot.

3.4.2. Kovetkezmény. Az a = a + bi komplex szam (a,b € R) pontosan akkor algebrai,
ha a,b € A.
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Az algebrai szamok teste hatvanyozasra nem zart. Az egyszeriien igazolhatd, hogy
tetszoleges a € A-ra a® € A valahanyszor s € Q, de tobb mar nem igaz. A nem racionalis
kitevos hatvanyok esetén az egyik legegyszeriibb kérdés az, hogy a V2 algebrai szam,
vagy transzcendens. S6t az sem nyilvanvald, hogy egyaltalan irraciondalis-e. Ez a kérdés
illusztralé példaként szerepel Hilbert VII. probléméjaban, amelyben az algebrai szamok
irracionalis kitevés hatvanyainak természetére kérdezett ra. 0 maga ezt a problémat, az
af alakd hatvényok algebrai vagy transzcendens voltdnak kérdését irraciondlis algebrai
kitevé esetén nagyon nehéznek tartotta. Nehezebbnek, mint Fermat- vagy a Riemann
sejtést. SOt még az igen egyszerli specialis esetet, a 2V2_t is szinte reménytelennek vélte.

Mindez nem riasztotta el a matematikusokat, hiszen 1934-ben Gelfond és Schneider
egymastdl fliggetleniil és kiillonb6zo mdodszerekkel igazolta a kovetkezd tételt.

3.4.3. Tétel. (Gelfond-Schneider tétel.) Ha «, [ algebrai szamok, o # 0,1 és 3
irraciondlis, akkor o transzcendens szdm.

Megjegyzések.

(1) A tételbdl viszonylag egyszertien kovetkezik FEuler azon sejtése, miszerint ha n egész,
de nem 10 hatvany, akkor lgn transzcendens.

(2) A tétel az altalaban végtelen sok értékli komplex kitevés hatvanyokra is vonatkozik.
Igy példaul i?* mindegyik értéke, koztiik az e™ is transzcendens.

(3) Mint azzal majd kés6bb részletesebben is foglalkozunk, a XIX. szdzad végétél isme-
retes, hogy e, m transzcendens szamok. Az azonban a mai napig sem ismert, hogy e + 7
transzcendens-e, vagy egyaltalan irracionalis-e.

(4) Az algebrai szamok teste algebrailag zart, azaz az algebrai szam egytiitthatds polinomok
(komplex) gyokei algebrai szdmok.

3.5. Az algebrai szamok approximacidja.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az o € R t-edrendben approximalhazoé raciondlis szamok-

kal, ha végtelen sok olyan ¢, b > 0 raciondlis szdm van, amelyre

a| cla)
-5l < 5
ahol ¢(«) csak a-tdl fiiggd konstans.
Megjegyzések.
(1) Minden irraciondlis valés szam méasodrendben approximalhaté raciondlis szamokkal.
(2) A Hurvitz-tételben szerepld % konstans nem csokkenthetd, e tétel a leheté legjobb
altalanos érvényt becslést adja meg.
(3) A tovabbiakban csak valds algebrai szamokkal foglalkozunk.

3.5.1. Tétel. Legyen a € ANR valds n-edfoki algebrai szam. Létezik olyan ¢ = c¢(a)) > 0
valés konstans, hogy barmely r/s € Q-ra

(3)
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Megjegyzések.

(1) Mésképp fogalmazva tételiink azt éllitja, hogy létezik olyan ¢/(«) pozitiv val6s konstans,
hogy az

r (o)

o)<

S sn

egyenl6tlenség csak véges sok r/s € Q-ra all fonn.

(2) Elébbi megjegyzésiink azt is jelenti, hogy csak véges sok olyan r/s € Q létezhet,
amelyre (3) nem teljesiil. Ez meg is sziintethet6 azédltal, hogy a ,rossz” r/s-t6l fiiggéen
alkalmas, kisebb értéket valasztunk c-nek.

(3) A 3.5.1. Tételbdl az is kovetkezik, hogy barmely ¢t > n és ¢* € R esetén az

r c*
‘(l/ - —} < _t
s S
egyenlGtlenség csak véges sok /s € Q-ra teljesiilhet, azaz az n-edfoki valés algebrai sza-

mok nem approximalhatok n-edrendnél jobban.

Bizonyitas. Tegyiik {61, hogy barmely ¢ > 0-hoz van olyan r/s € Q, amelyre

o — —

S

sn

Ez azt jelenti, hogy létezik raciondlis szamok olyan r;/s;, s; > 0 végtelen sorozata, amelyre

(4) lim s7 (a - ﬁ) — 0.

1—00 S;
Ebbél
(5) lim (a — Q) =0, azaz  lim Ti
71— 00 S; 1—00 §;
Jelolje
(6) fa:ao—f—alx—f—...—i—ana:”:anH(a:—aj)
j=1
az « 7 f0lotti minimalpolinomjat, ahol a; = «, as, ... , a,, e polinom 6sszes komplex gyoke,

amelyek nyilvan paronként kiilonbozék, 1évén f, irreducibilis. Helyettesitsiink r;/s;-t
T T i\ T o T

7 — | = — ... — ] = — = — —

D a(2)mwral e (B) < (2 a)l_I< )

A bal oldalon s} nevez6éjli tort all, amely biztosan nemzérd, hiszen f,-nak nem lehet
raciondlis gyoke. Ez maga utdn vonja, hogy (7) bal oldaldnak abszolut értéke legaldbb
s; . Igy beldle az

: e (eI
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egyenl6tlenség addédik. (4) és (5)-bol

j=2

kovetkezik, ami ellentmond (8)-nak, hiszen ez alapjan annak jobb oldala 0-hoz tart, ha
i — 00, ami (8) szerint lehetetlen.

3.5.2. Kovetkezmény. Ha egy valds szam tetszéleges rendben approximalhatd, akkor
az szikségképp transzcendens. Ezért gy igazolhatd transzcendens szam létezése, hogy
keresiink ,,nagyon jol approximalhaté” valés szamot.

Megjegyzés. Egyszert halmazelméleti eszkozokkel ugyan belathaté, hogy kontinuum sok
transzcendens valds szam van, azaz , majdnem minden” valds szam transzcendens, de ez
egy un. tiszta egzisztencia bizonyitas, ami semmit sem mond e szamok mibenlétérol.

3.5.3. Tétel. (Liouville 1844) Az

(e @]

1
9) o= Z 1o = 0,110001000000000000000001 . . .
k=1

szam transzcendens.
Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a tételbeli szam n-edik jegye 1-es, ha n = m! valamely
m € N-re, kiilonben zéré. Ebbol az is vildgos, hogy « irracionélis.

Bizonyitas. Az a-t definidlé sor nyilvan konvergens, hiszen majordlja a > 10~* konver-
gens mértani sor.
Tekintsiik a (9)-beli sor m-edik részletosszegét valamely m € N-re.

m

a:Z 1 10A+1 T'm

0% 10m s,

k=1
Ebbél
T'm =1 > 1 10 10
O<O¢—£— Z 10%! < Z ﬁ_g,lo(m+1)!_98%+l’
k=m-+1 j=(m+1)!
tovabba
Tm 10

10 - < —
(10) P R

adédik. Ha « algebrai lenne, mondjuk n-edfoku (n > 2, ugyanis « irraciondlis). El6z6 téte-
liink értelmében van olyan c(«) konstans, hogy barmely /s € Q-ra (3)-nak kell teljesiilnie,
specidlisan {™-re is, igy figyelembe véve (10)-et is

c(a) - T 10
Sm Sm 9Sm+1
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addédik. Ez azonban lehetetlen, ugyanis beldle

Sm—n—l—l 10
m 9c(av)
kovetkezik, amely nem allhat fonn nagy m-ekre. Ezen ellentmondés igazolja allitasunkat:
a Liouville altal definidlt o szam transzcendens.
E rész zarasaként megfogalmazzuk a 3.5.1. Tétel két élesitését, de egyiket sem bizo-
nyitjuk.

3.5.4. Tétel. (Thue) Ha o n-edfoki (n > 3) valds algebrai szam, akkor bamely ¢ > 0

konstans esetén az ,

A
S cm

egyenl6tlenség csak véges sok r/s € Q-ra teljestil.

3.5.5. Tétel. (Roth) Ha « valds algebrai szam és k > 0 tetsz6leges valds szam, akkor az

1
82—!—.‘-@

egyenl6tlenséget csak véges sok r/s raciondlis szam elégiti ki.

Megjegyzések.

(1) Vildgos, hogy Roth tétele erésebb Thue tételénél.

(2) Azt hihetnénk, hogy a valds transzcendens szamok épp a tetszoleges rendben approxi-
méalhaték, de ez — mint arra a kdvetkezo tételiink rdmutat — messze nem igy van. Csak az
igaz, hogy a tetszOlegesen magas rendben approximalhaté valdés szamok transzcendensek.

3.5.6. Tétel. Legyen xk > 0 valds szam, és H azon « valos szamok halmaza, amelyekhez
végtelen sok olyan r/s raciondlis szam van, melyekre

1
324—/{

teljesiil. Ekkor H nullamértékii halmaz.

3.5.7. Kovetkezmények.

(1) Az el6bbi H halmaz minden eleme transzcendens.

(2) Csak megszamlalhaté sok tetszéleges rendben approximélhaté transzcendens szam 1é-
tezik, igy majdnem minden transzcendens szam ,,rosszul” approximalhato.
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