2. ATMENET AZ ANALITIKUS SZAMELMELET FELE: LANCTORTEK.
2.1. Torténeti bevezetés.

Az altalanos vélekedéssel szemben nem Diofantosz volt az els6, aki egész egytitthatos
hatarozatlan egyenletek egész megoldésait kereste, hanem az I.sz. VI.-VII. szdzadban élt
hindu Aryabhata I. és Brahmagupta. Ezen egyenletek megoldasat lényegében az Euklideszi
algoritmusra alapoztdk, és egy 1j, egyedi jelolésrendszert is bevezettek, ami a mai lanctort
egyik 6sének is tekinthetd.

A lanctort egy masik O0sének a pisai Leonardo érdekes — bizonyos lancolast, folyto-
nossagot sugall6 — indus eredetil irasmodja tekinthetd. Az 1202-ben elkésziilt Liber abaci

c. konyvében szerepel tobbek kozt az VT jelsorozat, amelynek a maitél eltérd jelentése a
kovetkez6 volt: )
I+
I+— 1 1 1

4 _1
3 531345

Itt a jobb oldalon follelheté az — el6szor az Egyiptomi Kézépbirodalomban hasznélt —
un. egységtortekre bontas is.

Az olasz matematika professzor Raffaela Bombelli 1572-es L’Algebra Opera c. kony-
vében szerepel a \/5, és a 13 kozelitése:

1 4
2=1+——— és VI3=3+ —-—-—.
Vi=lto oo © 5161616
Ezen ,fura” irasméddal a kovetkezd két tortet adta meg:
1
V2=1+ ; V13 =3+ 7
24 ——m 6+ —
2+ ! 6 + !
2+ ! 6 + !
2 6
Vizsgaljuk meg a v/2-re adott érték pontossagat. Bombelli racionalis (kézelitése) ‘2%, ami

4 - 10~%-nél kevesebbel tér el a helyes (irraciondlis) értéktél. A mésik kozelités is hasonld
pontossagli. Bombellinél még ha fol is meriilt, hogy az altala adott szam csak kozelités,
meg volt gyozddve arrdl, hogy véges sok 1épéssel folytatva eljarasat eljut a korrekt értékhez.
A korrekt érték — mint latni fogjuk — egy ,,ilyen alaku” tagokbdl all6 sorozat hatarétéke:

1
VI3 =3+ ——

1 6+ 4
1 4
2+ — 6+ —

V2=1+
2+

Bombelli volt Diophantosz Aritmetikajanak (az 1-4. konyvek) els6 (nem gorog vagy iszlam)
népszertisitoje Eurépaban, amelyet kortarsa — a szamolémester — Tartaglia forditott le
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latinra. Abban még

4+

alakl szamolas is szerepelt (szintén mai szimbolikat hasznélva). Ez korrekt.

2.2. Véges lanctortek.

Definicié. Legyenek ag € Z, a1,... ,an,b1,... ,bp_1 € N. Az

by
ap —+

ba

a1 +

bn—l

Ap—1 +
n

kifejezést véges lanctortnek nevezziik. Azt mondjuk, hogy e kifejezés egyszeri ldnctort, ha
by=...=by_1 =1, azaz

CLO—|—
ay +
' 1

Ap—1+—
n

alaki. A tovabbiakban lanctorton mindig egyszerl lanctortet fogunk érteni.
2.2.1. Tétel. Barmely racionalis szam folirhaté véges (egyszerti) lanctértként.
Bizonyitas. Lényegében ugyanazt az eljarast fogjuk kévetni, amelyet méar a hindu Aryab-

hata I. is ismert.
Legyen a,b € Z, b > 0. Végezziink euklideszi algoritmust a és b-n.

a = bag + 11
b=riar +r

ry =T202 + T3
Th—2 = Tn_10n_1 + Ty
Tre1 = T'nln.-
Tudjuk, hogy r1,... ,7n,a01,...,an, € N, és ag € Z.
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Osszuk el az (1)-beli egyenléségeket rendre b, rq, ... ,r,-nel:

a n 1
_:a JRE—
b 0D
T
n 1
T1 T_l
T2
T1 n 1
T2 T_2
r3

Tn—1 —a

- n

T ’

amibol szukcessziv helyettesitésekkel kapjuk, hogy

a 1
ai + e
T2
Az eljaras végén az
a 1
2 ==
( ) b agp + 1
a1 +
' 1
Anp—1 + -

n

lanctortet kapjuk.
Megjegyzés. Az elobbi tétel megforditasa trividlisan igaz.

Példa.

51
— lanctort alakja a kovetkezo.

51 =2-19+13
19=1-13+6
13=2-64+1
6=1-6
Az imént ismertetett eljarast kovetve
51 13 1
— =2+ —=2+ 45
19 19 3
19 6 1
el — =14 —
B3 tmTTD
13 1
— =2 —_
6 +6’
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amibol helyettesitésekkel kapjuk, hogy

51 1
3 — =24 —
(3) 19 * 1+ 1
2+ !
6
Vildgos, hogy a (2) lanctortdt az ag, aq, .. . , a, egészek egyértelmiien meghatirozzak,
igy egyszerlien
a
(4) 7= (g, a1, ..., an)-t

irhatunk helyette. Ezt folhasznalva

51
— =(2,1,2,6).
19 <777>

Természetes az a kérdés, hogy hanyféle lanctort eldallitasa lehet egy racionalis szam-
nak. Az el6bbi példabdl ugyanis nyilvanvald, hogy

<27 ]'7 27 6> = <27 17 27 57 1>7
s6t (2) alapjan az altaldnos
(ag,a1,...,an) = {(ag,a1, ... ,a, —1,1)

egyenloség is nyilvanvalé. Ennek elkeriilésére megallapodhatunk abban, hogy a masodik
fajta alakoktdl tartézkodunk, azaz mindig f6ltessziik, hogy lanctortjeinkben az utolsé jegy
nagyobb egynél. Ez a megallapodas hasonlé a tizedestortek folirasanal tetthez, mely szerint
a tizedestortjeink nem végzodhetnek végtelen sok 9-esre, azaz a tizedesjegyek nem lehetnek
véges sok jegytol eltekintve kilencesek. Ezen megéllapodast elfogadva mar egyértelmii a
raciondlis szamok lanctort alakja.

Jelolés. Tetszoleges a € R-re jelolje [al, ill. {a} az a egészrészét, ill. tortrészét. Azaz
[a] = max{zr € Z|x < a},

tovabba

{a} =a—[a].

2.2.2. Tétel. Ha (ag,a; ... ,ax), (bo,ay...,b;) olyan linctértek, amelyekben ay,b; > 1,
akkor
<a07a1 7ak> = <b07a1~" 7bl>

maga utan vonja, hogy k = [, és minden 0 < i < k-ra a; = b;.
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Bizonyitas. Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket:

ro = (ao,a1,... ,ax), to = (bo, a1 ..., by,
ri = <ai7ai+17~ e 7ak>7 tj = <bj,bj_|_1, R ,bl>,
1<i<k, 1<j<l.

A tétel foltétele szerint rg = tg. Tetszéleges 1 < ¢ < k-ra

1
T = a; + 5
<ai+1, e ,ak)
azaz
1
T, = a; + .
Tit+1
Hasonléan kaphaté, hogy barmely 1 < 5 < [-re
1
t; = b; + .
tit1

Az is vildgos, hogy egyrészt r; > a; és t; > b, és specidlisan r, = ap > 1 és t; > b > 1.
Masrészt,

, 1
a; = [r;] és =r; — [ri] = {ri},
Tit+1
tovabba .
bj=1t] & ——=t;—t;] =1t}
j+1
Ezek alapjan az
1 1
ro = ag + —, to =bo+ —
1 tl

egyenloségekbdl — mivel ag = by — az r1 = t; egyenléség adddik. Eljarasunkat folytatva
véges sok 1épés utan a tétel allitasat kapjuk.

2.3. Végtelen (egyszerii) lanctortek.

Definicié. Legyen ag,aq,... egész szamok olyan sorozata, amelyben legfoljebb ag nem

pozitiv. Az

1
ag+ —— = <CL0,CL1,6L2,...>
a + ———

1
a2+—

kifejezést végtelen egyszeri lanctortnek nevezziik. Azt mondjuk, hogy e lanctort az a € R
szamot reprezentdalja, ha
a = lim (ag,ay,...,a,).

n—oo
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Megjegyzés. A definicioban természetesen fol kell tételezniink, hogy a hatarérték 1étezik.
Ezt révidesen be fogjuk bizonyitani, de addig is hasznalni fogjuk az o = (ag, a1, ... ,ap,...)
frasmdédot, tovabbd tetszbleges n € Ny esetén hasznaljuk az «,, = (ag,aq,... ,a,) jelolést
is. Ez utébbit az o lanctort n-edik kezdd szeletének nevezzik.

Els6 feladatunk tehat az, hogy a definiciobeli hatararték 1étezését bizonyitsuk. Elja-
rasunkban (és a kés6bbi alkalmazdsokban is) alapvetd szerepet fog jatszani a kovetkez6 két
sorozat.

Definicié. Tekintsiik az ag € Z és a1, a0,... € N egészeket, és alkossuk meg beldlik az
(i)ien, €s (gi)ien, sorozatokat.

Po = ag g =1
p1 = ajap +1 g1 = a1
(5)
Pk = QkPrk—1 + Pk—2 Qi = Qpqr—1 + gx—2

2.3.1. Lemma. Legyenek ag € Z és ay,as,... € N egészek, és alkossuk meg az (5)-ben
definialt sorozatokat. Ekkor tetszéleges n € Ny-ra

_ P

an = {ag, 1, .. ,ap)
dn

Bizonyitas. n-szerinti teljes indukciot fogunk alkalmazni. A lemma &allitdsa n = 0-
ra trividlis, mig n = 1,2-re egyszeri szamolassal kaphaté. Ezek utan tegyiik fol, hogy
valamely m > 2-re

> _ p_m _ UmPm—1 +pm—2

6 aQ, A1, ... 5 Am
( ) < 0 dm OmGm—1 +Qm—2

Az indukciés foltevés alapjan tudjuk, hogy pm—_1,Pm—-2,¢m—_1,q9m—_2 csak az ag,aq,
., am—1 egészektol fiigg, igy fiiggetlen a,,-t6l. Ezért a (6)-ban — kihagyva a kozépso
tagot — a.,, helyett a,, + -et irhatunk, és ekkor az

aAm41
1
Am —+ a Pm—1 +pm—2 1
(7) m;_l = <a07a17'-' s Am—1; Qm; Qm + a >
m—+1
(am + ) Gm—1 1 qm—2 '
Am+1

egyenloséget kapjuk. A jobb oldalon formalisan nem egyszerli lanctort all, de ezen lanctort
nyilvan egyenld az (ag, a1, ..., Qm—1,am, am+1) egyszeri lanctorttel. Ezzel a bizonyités
kész, hiszen az iménti észrevételiink, és egy egyszerii szamolds utan (7)-bél a bizonyitando

pm—|—1

(@0, A1y s Ay Qpt1) =
Qm—i—l
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egyenloség adodik.
2.3.2. Lemma. Az (5)-ben definidlt (p;), (¢;) és a belSlik nyerheté (a;) = (Zﬁ)

qi
sorozatokra,
DPi—1 Di i .
a = (-1 1>1),
(@) A B CVNGESY
Pi—2 Di i .
b =(—=1)'a; (1>2),
(b) b2 P = (Ve (22)
()
C o — QG = 1>1),
( ) ' qi—19; )
_1>i
d o — Q9 = 1> 2),
(@) ? qi—29; )
(e) In.k.o.(pi,q;) =1 (i >0).

Bizonyitas. Az (a) és a (b) éllitdsokat i-szerinti teljes indukciéval igazoljuk.
(a) Egyszerii szamolassal kapjuk, hogy i = 1-re az allitas igaz. Legyen m > 1, és tegyiik
fol, hogy allitasunk ¢ = m — 1-re igaz.

Pm—-1 Pm _ Pm—1 GmPm—1 + Pm—2
dm—-1 Qdm Am—-1  Omdm—-1 + gm—2

| Pm—-1 OmPm-1
dm—1 AmGm—1

Pm—1 Pm-—2
dm—1 dm—2

gm—-2 Qdm-1
=~ = ()"

- _ ‘pm—Z Pm—1

(b) Ugyanigy igazolhatd, mint az (a) dllitas, csak a kezd6 1épés az i = 2.
(c) Ha k > 2 egész, akkor

_ Pk Pk-1  Pkqk—1 — Pk—14k
o — O—1 = — — =

gk qk—1 qrkqK—1

‘pk—l Pk
qk—1 gk
N T qr—1 -1
(~DF _ (—1)*!

Wqk—1  QeQr—1

 —(Pr—19k — PRAR—1)

18



(d) Ugyanigy igazolhatd, mint a (c) allités.
(e) Az (a) allitas alapjan nyilvanvald.

2.3.3. Lemma. Legyen ag,aq,as,... egészekbdl dll6 (végtelen) sorozatot, és tegyiik
fol, hogy legfoljebb ag nem pozitiv. Alkossuk meg az (5)-ben definidlt két sorozatot,

és tekintsiik a beldliik képezhetS («;) = Pi) sorozatot. Az (c;) sorozat pdros indexii
i

tagjai szigorian monoton novekvo, mig paratlan indexti tagjai szigorian monoton csokkend
sorozatot alkotnak. Tovabba tetszéleges m,n € Ny-ra

Qom < Aon+1,

azaz barmely paros indexii tag kisebb barmelyik paratlan indext tagnal.
Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy az (5)-ben definiélt (¢;) sorozat minden tagja pozitiv,
igy a 2.3.2. Lemma (d) allitdsa szerint egyrészt barmely k& > 1-re

(_1>2k
Qo — Qo9 = ———— >0,
42k 92k —2
masrészt
(_1)2k—1
Qokt1 — Qgfp—1 = ———— < 0,
q2k+192k—1

amelyek igazoljdk a lemmaéaban allitott monotonitasokat.
Az elébbiek szerint barmely n, k € N-re

(8) oon < Qopyak, €8 Qoptop—1 < Qok—1.

A 2.3.2. Lemma (c) éllitdsa szerint pedig
(9) Qont2k < Q2n42k—1-
(8) és (9) mar maga utdn vonja az

Qap < Q2k—1

egyenlotlenséget, ami a lemma bizonyitasat teljessé teszi.

2.3.4. Tétel. Tekintsiik egészek egy olyan ag, a1, as,... (végtelen) sorozatat, amelyben
legféljebb ag nem pozitiv, és alkossuk meg belble az (5)-szerinti (p;), (¢;) sorozatokat.
Legyen minden n € N-re a,, = Pn. Az (o) sorozat konvergens.

n
Bizonyitas. A 2.3.3. Lemma szerint az («,,) sorozat péaros index(i tagjai szigortian mo-
noton novekvd, folilrol korldtos, mig paratlan indexi tagjai szigorian monoton csckkeno,

és alulrol korlatos sorozatot alkotnak. fgy mindkét részsorozat konvergens.
A 2.3.2. Lemma (c) és (d) allitasa alapjan az

(10) (040,041), (042,043), ((J,/4,0é5),...
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intervallum sorozatra egyrészt
(11) (Oé(),(l/l) D) (042,(1/3) D) ((J!4,0é5> Doy,

masrészt az elébbi Lemma (c) allitdsa — 1évén a (qx) sorozat pozitiv tagi és szigortan
monoton novekvo — maga utan vonja, hogy

: (=17
(12) lim |aogy1 — agg| = lim ———— = 0.
k—o00 k—oo g2k4192k
(11) és (12) egylitt azt jelenti, hogy a (10) intervallum sorozatnak egyetlen k6z6s pontja
van, amely nem mas, mint

lim «,,.
n—oo

El6bbi tételiink teszi értelmessé a fejezet elején bevezetett fogalmat, a végtelen egy-
szert lanctort fogalmat.

2.3.5. Tétel. Minden végtelen egyszert lanctort irracionalis szamot reprezental.
Bizonyitas. Legyen oo = (ag, a1, as,...) végtelen egyszerii lanctort, és jelolje oy a k-adik
kezd§ szeletét. Tudjuk, hogy (2.3.4. Tétel), hogy barmely n € N-re o ;1 és v, k6z6tt
van, igy

1
O<|Oé_04n‘<|an_an—1‘: )
gndn—1
azaz
1
(13) 0<]a—ayl < :
dndn—1
. Py
Mivel «,, = — kapjuk, hogy
Pn _
‘a'_-an‘::‘a_____‘::qnl‘aqn _'pnb
azaz folhasznalva a (13) egyenlStlenségeket
1
(14) lagn — pnl| < ;
adodik.

(14) azonban egyetlen racionélis a-ra sem allhat fonn, ugyanis, ha valamely a, b € Z-re
a = ¢, akkor

‘a 1 | bpn| < 1
~4n — Pn| = 75710G9n — OPn, )
b ‘b| n—1
amibd6l
[
(15) |agn — bpn| < ——.
gn—1
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Az (5) definiciébdl nyilvanvald, hogy a (g,) pozitiv tagi sorozat szigoruan monoton nd,
igy (15) jobb oldala 0-hoz tart, mig a bal oldalon természetes szam &ll. Ezen ellentmondés
igazolja tételiinket.

2.3.6. Tétel. A kiilonbozo végtelen egyszerti lanctortek kiilonboz6 valés szamokat repre-
zentalnak.
Bizonyitas. Tételiink azonnal kovetkezik azon egyszerii észrevételbdl, hogy ha

a = {(ag, a1, as,as, ... ), akkor
1
a = Qg + iy

g
ahol ag = [a] és B = (a1,a2,a3...).

2.3.7. Tétel. Barmely valds irracionalis szam reprezentalhato végtelen egyszert lanctort-
tel.
Bizonyitas. Olyan eljarast adunk meg, amellyel tetszoleges a € R\ Q irracionélis szdmhoz
megadhatjuk az azt reprezentdld végtelen egyszerti lanctortet.

El6bb egy zg, x1, ... valos szamokbodl &ll6 sorozatot, majd ennek segitségével egy egé-
szekbdl all6 ag, aq, ... sorozat adunk meg.

Legyen el6szor

o = &,
1

— —  hai>0,
Ti—1 — [Tiz1)

Ty =

amely nyilvan egy végtelen sorozat, ugyanis mindegyik tagja irracionalis.
Ezek utan alkossuk meg a kovetkezd — egészekbdl allé — sorozatot.

a; = [z;] minden ¢ € Ny-ra.
A definicidk alapjan egyrészt ag = [a], masrészt minden k > 1-re
ay = [xg] = {;} .
Tg—1 — Q-1
Kovetkezo 1épésként azt mutatjuk meg, hogy ha k > 1, akkor a; € N. Valéban,
0<xp—ap=x,— [z1] <1,

amibdl

1
16 = —>1
(16) Lk+1 Tr — a

Végiil meg kell még mutatni, hogy a kapott (ag, a1, as,...) végtelen egyszerii lanctort az
a valés szamot reprezentilja, azaz

a = lim (ag,ay,...,an).

n—oo
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Ezen allitasunk a kovetkezo lemmabdl fog kovetkezni, amely alapjan a tétel bizonyitasat
befejezhetjiik.

2.3.8. Lemma. Legyen ag, a1, as, ... egészek olyan sorozata, amelyben legfoljebb ag nem
pozitiv, és alkossuk meg az (5)-ben definidlt (p,), (qn) sorozatot. Tetszbleges v € Rt valds
szamra és n > 2 indexre

1 . _ TPp—1t Pn—2
ap + 1 —<a0,a1,...,an_1,x>—m.
n— n—
ai +

1
ap—1+ —
X

Megjegyzés. E lemma lathatéan a 2.3.1. Lemma &ltaldnositasa, csak most
(ag,ai,...,an—1,7) nem egyszerli lanctort, hanem csak egy arra hasonlité formalis kife-
jezés. Mivel tetszéleges k-ra pg, qr szamok csak ag,aq, ... ,ar-tél fliggenek, azért a p;,q;
szamok ¢ < k esetén a jelen esetben is egészek.

Bizonyitas. n-szerinti teljes indukciét alkalmazunk.

n=2.
{ ) =ao+ 5
ap,a1,T) = Qg = ag
b b 1
ag + — arr +1
_aglarz+ 1)+ 2 x2(arao + 1) + ao
N xrap + 1 N xra +1
_ Zp1+Ppo
rq1 +qo

Legyen n > 2 és tegyiik fol, hogy allitdsunk igaz minden 2 < k < n-re. Mivel
<CLO, Ay, ... ,an,a:) = <CLO, A1y... yAp_1,0n —+ ;>,

az indukcios foltétel alapjan

1
(an + ) Pn—1 + Pn—2

T

1
(an + _> dn—1 + dn—2
X

1
Pn + —Pn—-1
_ T

1
dn + —Qn—1
X

— TPn +pn—1
Tdn + dn—1

(ag, a1y yQp,T) =

A tétel bizonyitasanak folytatasa.
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Irjuk 4t (16)-ot

T = ai +

k>0
Tha1 (k20)

alakba, és alkalmazzuk az (z,,) sorozat konstrukciéjaban.

1 1
a=rg=a+—=ap+ —=ag+ ———= ...,

I 1 1
a1+_ a1+7
T2 1
as + —
Z3

amibol
a = (ap,a1,a2, ... ,0n, Tni1)

addédik tetszoleges n-re.

Vegyiik észre, hogy rogzitett n-re az elsé n+1 kezdo szelete az (ag, a1, as,
lanctortnek ugyanaz, mint az (ag, a1, as, . .
Az el6bbi Lemma szerint

... ) végtelen
.y Qpy Tpy1) lAnctorté.

a=x9={a0,01,02, ... ,0n, Tpni1)
. Tn+1Pn +pn—1
- )
Tn+14n + dn—1

igy ha a korabbi jelolésekkel ay = Pk rninden k < n, akkor
dk

Tpt1Pn + Pn-1  Pn
Tn+1qn T qn—1  Gn

_ (=) (PnGn-1 — Pn-1qn)
T (Tas1Gn + Gam1)n
(="

(xn—l—IQTL + Qn—1>Qn ‘

o — oy =

Ezek utéan a tétel igazolasdhoz mar csak egy rutin becslést kell alkalmaznunk, amely-
ben folhasznéljuk, hogy x,+1 > a,41, ami a definiciébdl vildgos.
1

(xn—l—IQTL + dn—1 >Qn
1

(an—i—IQR + Qn—l)Qn
1

B dnqn+1 ’

oo — ay| =

amibol mar kovetkezik, hogy lim «,, 1étezik, tovabba
n—oo

a= lim o, = lim (ag, a1, as,...,a,).

n—oo n—oo
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2.3.9. Kovetkezmény. Legyen « irracionalis szam. A korabbi jelélésekkel tetszéleges

n € N-re
1

—-

' Dn
o — —
an

an

Példak.

1. Megadjuk a = /23 lanctort eldallitasa.

Vegyiik észre, hogy 4 < /23 < 5, és alkalmazzuk az 2.3.7. Tétel bizonyitdsdhoz hasznalt
eljarast.

To=V23 =4+ (V23 —4) ap =4
L1 V244
YT xo—[zo)  V23-4 T

23 -3
LT V2343
2T o —[r]  V23-3 2

2_
:3+\/_32 & a2:3
L2 ~ 2(v23+43)
3 .’132—[.’132] \/2_—3 14

2 _

:\/_3+3:1+@ 4 w1

2 7
R S ~7(V23+4)
YT as— s V23— 4 7
=23 +4=8+ (V23 —14) ay =8
L1 V2344
T aa—[m  V23—-4 7

2_
:1+7\/7:; 3 a5:1

Lathaté, hogy x5 = x1, s ha az eljarast folytatjuk, akkor a tovabbiakban xg = x9, 7 =
Tr3,...x9 = x5 = x1 addédik, ami a lanctort valamiféle peridodikussagat jelenti. Kaptuk
tehat, hogy a v/23-at el6allitoé lanctort nem mas, mint

Vv23>~(4,1,3,1,8,1,3,1,8,...) = (4,1, 3,1, 8),
ahol a tizedestorteknél szokasos irasmédot haszndltuk. E , jelenséggel” rovidesen foglal-
kozni fogunk.

2. A 7 lanctort alakja.
Ha folhasznaljuk, hogy
™ =3,141592653. .. ,
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akkor az elébbi mdédon szamolva kapjuk, hogy

ro=m=3+(m—3) ap =3
T = o _1[3:0] = 0 141é92.“ =7,06251330... a; =17
Ty = 5131—1[5131] = 0,062511330... = 15,99659440. .. as =15
£ = xz_l[xﬂ - 0’9965;440”' —1,00341723...  az=1
o= L — 292 63724 ... aq = 292

73 — [z3]  0,00341723. ..

Ha tovabb szamolunk ilymédon, akkor a
T (3,7,15,1,292,...)

lanctort eloallitast kaphatjuk, amit tetszéleges sok nevezore szamithatunk ki. A lanctort
nem véges, tehat 7 irracionalis szam.

3. Az e lanctort eléallitasa.
Folhasznalva, hogy e = 2, 718281828 ..., 1737-ben Euler megmutatta, hogy

e—1
e+ 1

~ (0,2,5,10,14,18,...),

ahol a nevezdk a 10-estdl kezdve szamtani sorozatot alkotnak.
Tovabb szamolva kapta, hogy

e2 —1

72013579,
e

ahol a nevezdk szintén szdmtani sorozatot alkotnak.
Végiil az elobbi két lanctortb6l mar megkapta az e eléallitasat,

e>~(2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...),

ahol az egymadst koveto paros szamokat rendre két-két 1-es valasztja el. Mivel e lanctort
végtelen, adodik az e irraciondlis volta.

Egy érdekes tény, hogy az e tizedestort alakjaban a tizedesvessz6 utani 7-es jegy utan
a kétszer (és nem tobbszor!) eléfordulé 1828 éppen Lev Tolsztoj, a nagy orosz regényiro,
sziiletési éve.

Megjegyzés. Az elobbi két példa volt az elsé 1épés Euler azon sejtésének bizonyitdsa felé,
hogy e két nevezetes konstans — Euler elnevezésével — transzcendens szam, mert ,, a veliik
val6 foglalkozas meghaladja az algebrai mdédszerek erejét”.
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2.4. Peridédikus lanctortek.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az a = (ag,a1,as,...) végtelen egyszerii lanctort peri-
odikus, ha van olyan n € N egész, hogy minden elég nagy r egészre a, = any,, azaz
folirhato

<a0,a1,... ,am,bl,... ,bn,bl,... ,bn,...>.

Ez esetben gyakran alkalmazzuk az
<CLO,CL1,6L2,...> = <CLO,CL1,... ,CLm,bl,... ,bn>

irasmédot. Azt is mondjuk, hogy (by,...,b,) az a lanctort egy lehetséges periddusa. A
legkisebb ilyen n-et az a lantort periddusa hosszanak nevezziik.
Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy v/23 lanctort alakja periédikus, mig e, 7 lanctort alakja
nem periodikus.

Tekintsiik a v = (5,2,3,2,3,2,3,...) = (5,2, 3) végtelen egyszerti lanctortet. Ha 3-val
jeloljik a (2,3,2,3,...) = (2,3) lanctortet, akkor ~

(17) =5+ !
1T E
alakban irhaté.
A ( lanctortre fonnall a
1
= 2 _
’ : 3+ !
B

egyenloség, amelybol g-ra a
36°-63—-2=0

masodfoki egyenlet adédik. Ennek pozitiv gyoke (hiszen 5 > 0)

_3+4V15

p 3
Ezt (17)-be helyettesitve kapjuk, hogy
27T+ V15
Y= 6

amely szintén tekinthet6 egy alkalmas mésodfoku egyenlet egy (pozitiv) gyokének.
Definicié. Azt mondjuk, hogy az o € R valds szam kvadratikus irraciondlis, ha

a+by/c
d

alakban ifrhatd, ahol a, b, c,d € Z, tovabba d # 0 és ¢ > 0 nem négyzetszam.
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Megjegyzések.

(1) Vildgos, hogy a kvadratikus irracionélisok épp az egész egyiitthatés méasodfoki polino-
mok irraciondlis zéréhelyei. Maga az elnevezés is innen ered.

(12) Lathatd, hogy az el6bbi «, 3 periddikus lanctortek kvadratikus irraciondlisok.

Eszrevételiink specialis esete a kovetkezo tételnek.

2.4.1. Tétel. Barmely periodikus egyszerii lanctort kvadratikus irracionalis szam és meg-
forditva, minden (valds) kvadratikus irracionélis szam egyszerii lanctort alakja periédikus.

Tételiinket nem bizonyitjuk. Az elsé allitas igazolasdnak onallo elvégzését ajanljuk.
A maésodik rész mar munkaigényesebb. Az érdekl6dok megtalaljak példaul Niven és Zu-
ckermann Bevezetés a szdmelméletbe c. konyvében.

Emlékezziink vissza, hogy

V23 = (4,1,3,1,3),

azaz a periodus kozvetleniil az els6 jegy, a v/23 egész része utan kezdédott, amit ugy is
mondhatunk, hogy lanctort alakja ,tisztan periédikus”. Megmutathatd, hogy barmely
d € N-re, valahdnyszor d nem négyzetszém, mindannyiszor v/d lanctort alakja tisztdn
periodikus. S6t még ennél is tobb igaz, a periédus bizonyos szimmetria tulajdonsaggal is
rendelkezik. Nevezetesen, a kovetkezo tétel igazolhato.

2.4.2. Tétel. Ha d € N nem négyzetszam, akkor

\/3 - <a‘07a‘17a‘27a37 s aa37a‘27a‘172a‘0>7

ahol ag = [V/d].
Példak.

V19 =(4,2,1,3,1,2,8)
V73 =(8,1,1,5,5,1, 1, 16)
V94 =1(9,1,2,3,1,1,5,1,8,1,5,1,1,3,2, 1, 18)

Megemlitjiik, hogy a szazndl kisebb nem négyzetszamok koziil a /94 lanctort alakjanak a
leghosszabb a peridodusa, 16 elemii.
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