4. Az ALGEBRAI SZAMELMELET ELEMEI

4.0. Bevezetés.

Az algebrai szamelmélet legegyszeriibb kérdései az un. aégebrai szamtestek egészei
gylrijének aritmetikai tulajdonsagainak vizsgdlata. Ezek legegyszeriibb példai a Gauss-
és az Euler-egészek. Miutan Osszegeztiink néhany sziikséges absztrakt algebrai fogalmat és
Osszefiiggést, eloszor ezekkel foglalkozunk.

Definicié. Legyenek M, L testek. Ha L C M, akkor azt mondjuk, hogy M az L test
bévitése. Jelolése: M|L.

Megjegyzés. Egyszertien lathatd, hogy ez esetben M vektortér az L test folott.
Definicié. Ha M|L, akkor az M vektortér dimenzidjat a testbévités fokdnak nevezzik,
jelolése: deg(M: L) = dimy, M.

Példa. deg(C:R) =2, deg(R:Q) = .

4.0.1. Tétel. Tetszoleges L C M C N testbovités lanc esetén

deg(N: L) =deg(N: M) - deg(M: L).

Definicié. Legyenek L C M testek. Az a € M elem algebrai az L test folott, ha van

olyan nemzéré f € L[z] polinom, hogy f(a) = 0.

Példa. Az el6z6 fejezetben emlitett algebrai szamok a C test algebrai elemei a raciondlis

szamtest f6lott, mig minden komplex szam algebrai elem mind a valés-, mind a komplex

szamok teste folott.

Definicié. Legyen L részteste az M testnek. Az L folott algebrai o € M elem minimadl-

polinomja a(z egyik) legalacsonyabb foki olyan f € L[z| polinom, amelyre f(«a) = 0. Az

« fokszama (foka), jelolése: dega, deg f.

Jelolés. Az a € M D L elem minimalpolinomjara hasznalni fogjuk az m, r, jelolést.

4.0.2. Tétel. Legyen M|L testbévités és o € M algebrai elem. Ekkor

(1) az mg,r, minimélpolinom irreducibilis és konstans szorzotol eltekintve egyértelmiien

meghatarozott;

(12) valamely f € L[x] polinomra f(«) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha mq, 1|f;

(w) egy g € L]z| polinom akkor és csak akkor minimalpolinomja a-nak, ha irreducibilis és
g(a) = 0.

4.0.3. Tétel. Ha M|L testbévitésre deg(M: L) < oo, akkor M minden eleme algebrai L

folott.

Definicié. Legyen ¢ € C. A Q testnek a ¥-vel torténd eqyszeri testbévitése a

Q) = {%:ﬁhe(@[x], () #0)

alaki komplex szamok halmaza.
Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy Q(v) = [QU {9}]c.
4.0.4. Tétel. Ha 9 n-edfoku algebrai szam, akkor Q(¥) elemei egyértelmiien irhaték fol
ag + a9 + as¥? + ... 4+ a,_19" ! alakban, ahol aq, ... ,a,_1 € Q.
4.0.5. Tétel. Ha ¥ algebrai szam, akkor deg(Q(1): Q) = deg .

E fejezetben a raciondlis szamok testének masodfoku bovitéseivel fogunk foglalkozni.
Ezt két klasszikus, specidlis eset vizsgalataval kezdjik.
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4.1. Gauss-egészek.
Definicié. Azon a + bi alaki komplex szamokat, amelyekre a,b € Z Gauss-egészeknek
nevezziik. Az Osszes Gauss-egészek halmazat az elkovetkezékben Z[i] fogja jelolni.
Jelolés. Az egyértelmli megkiilonboztetés érdekében az Un. raciondlis egészeket, azaz 7
elemeit latin betiikkel, mig a Gauss-egészeket gordg bettikkel fogjuk jelolni.
Definicié. Az a = a+bi Gauss-egész normdjinak nevezziik és N («)-val jel6ljiik o abszolit
értékének négyzetét:

N(a) = |a|? = aa = a® + b*.

a4

mereteink alapjan nyilvanvalék a kovetkezo tétel allitasai.

4.1.1. Tétel. Tetszbleges a, 3 Gauss-egészekre
(1) N(«) nemnegativ egész,

(1) N(a)=0 < «a=0,

(2) N(af) = N(a)N(B).

Megmutatjuk, hogy a Gauss-egészekre 1ényegében ugyanolyan szamelmélet épitheto,
mint a racionalis (kozonséges) egész szamokra. Az elsé emlitésre mélté kiilonbség a mara-
dékos osztasoknal fog jelentkezni.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az a Gauss egész osztdja a f Gauss-egésznek, ha van olyan
~v Gauss egész, hogy = ay. Ez esetben alkalmazni fogjuk az ismert o | 5 jel6lést.

4.1.2. Tétel. Ha az «, 8 € Z[i]-re a | B, akkor N(«) | N(f) is teljesiil a racionélis egészek
kérében.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az ¢ Gauss-egész egység, ha minden Gauss- egésznek
osztoja.

Megjegyzés. Ez nem az integritastartomanybeli egység szokasos definicidja, de a Gauss-
egészek korében tradicionalisan igy definialjak. A kovetkezd tételben megmutatjuk, hogy
a két definicio ekvivalens.

4.1.3. Tétel. Egy ¢ Gauss-egészre a kovetkezé allitasok ekvivalensek.
(1) € egység.
(1) €| 1.
(112) N(e)=1.
(w) e = =£1, vagy € = +i.
Bizonyitas.
(1) = (12) Kovetkezik az 1.2. Tételbol.
(1) = (w) Az N(a+bi) = a®? +b* = 1 egyenldség a raciondlis egészek korében csak akkor
teljesiil, ha a = +1 és b =0, vagy a =0 és b = +1.
(w) = (1) Barmely o Gauss-egészre

a=1la=(-1)(—a) =i(—ia) = (—i)(ia).
A kovetkezo tétel a Gauss-egészek maradékos (euklideszi) osztasarol szol
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4.1.4. Tétel. Tetszbleges o és 3 # 0 Gauss-egészekhez léteznek olyan v, o Gauss-egészek,
hogy

(1) a=p0y+o 6  N(o) <N(B).
Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy az (1) foltétel ekvivalens a kovetkezovel:

T =2 g lo| < ||, azaz ‘%'<1.

g B

Ez azt jelenti, hogy olyan v Gauss-egészt kell keresni, amelyre

(2)

e
— =l <1l
51
A Gauss-egészek a sik egész koordinatdju racspontjaival reprezentalhatok, igy van a
sikon olyan 1 oldalhossziisagu négyzet, amely belsejében, vagy a hataran tartalmazza az

% komplex szdamot reprezentalé pontot. Az elemi geometriabdl tudjuk, hogy van legalabb

egy olyan csicspontja ezen négyzetnek, amelyik 1-nél kisebb tavolsdgra van e ponttdl (akér
az Osszes csucspont ilyen lehet). Ezek kozil vélaszthatjuk +-t.

Q@
Legyen — = r + si, és tekintsiik a hozza legkdzelebb es6 csticspontot (Gauss-egészt),

jelolje ezt v = u+wvi. Vilagos, hogy u, v az r, s raciondlis szdmokhoz legkozelebb es6 egész.
Ekkor — ugyancsak elemi geometriai ismereteink alapjan — kapjuk, hogy

%— ':(r—u)2+(8—v)2§ (%)2+(%)2:é

Megjegyzés. Eredménytlink azt is jelenti, hogy a Gauss-egészek gytiriije az imént beve-
zetett normaval euklideszi gytrd.

A Gauss-egészek — foltéve, hogy legalabb az egyikiik nemzéré — legnagyobb kiozos
osztojat ugyanugy definialjuk, mint altalaban integritastartomanyokban, azaz olyan kozos
0820, amelynek mindegyik kozos 0szto osztoja. Vilagos, hogy a legnagyobb kozos oszt6 csak
egységszerestol eltekintve egyértelmii.

Bérmely két Gauss-egésznek (ha legalabb az egyik nem nulla) van legnagyobb ko6zos
osztoja és egy legnagyobb kozos meghatarozhatd euklideszi algoritmussal, annak utolsé
nemzéré maradéka. Ugyanigy, mint kordbban, In. k. o.(«a, §) az «, f Gauss-egészek barmely
legnagyobb kozos osztdjat jelolheti.

Definidljuk a Gauss-egészek korében is a folbonthatatlan-(irreducibilis-), ill. a prim
elemeket.

Definicié. A 7 egységtol kiilonb6zo, nemzéré Gauss-egészt Gauss-primnek nevezzik ha
csak 1gy lehet osztdja két Gauss-egész szorzatanak, ha legalabb az egyik tényezének osz-
téja. Azaz

| afb = m|la vagy mw|[5.
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Definicié. A 7 egységtol kiilonboz6, nemzéréd Gauss-egészt Gauss-folbonthatatlannak ne-
vezzilkk ha csak gy bonthaté fol két Gauss-egész szorzatara, hogy valamelyik tényezo
egység. Azaz

T =af = « vagy [ egység.

4.1.5. Tétel. Egy Gauss-egész pontosan akkor prim, ha folbonthatatlan.
Bizonyitas. Tegyiik fol, hogy ¢ Gauss prim, és p = af valamely «, 5 Gauss egészekre.
Vilagos, hogy o|a, és mivel prim, valamely tényez6nek is osztéja, mondjuk g|a. Ekkor
af|a is all, amibél a # 0 révén (|1 kovetkezik, azaz 3 egység.

Most legyen o folbonthatatlan elem, és o|a/3. Ha p|a, akkor készen vagyunk, o prim.
Ha pedig of o, akkor In. k. 0.(p, &) = 1. Ekkor van olyan v, 6 Gauss-egész, hogy oy+ad =1,
amely hasonléan igazolhatd, mint a racionalis egészek korében. EbboOl mar egyszertien
adédik, hogy o|f.
Megjegyzés. Mivel a Gauss-egészek korében a folbonthatatlan elemek pontosann a pri-
melemek, ezért az elkovetkezokben altalaban a primelem, vagy egyszertien a prim elneve-
zést részesitjiik elényben.

4.1.6. Tétel. (A szamelmélet alaptétele) Minden 0-t6l és az egységektdl kiilon-
béz6 Gauss-egész folbonthaté Gauss-folbonthatatlanok szorzatara. A folbontas a tényezok
sorrendjétil és egységszeresektol eltekintva egyértelmii.
Bizonyitas. Az egyértelmiiség bizonyitasa a 4.1.5. Tétel segitségével ugyanugy végezhetd
el, mint a racionalis egészek esetén.

A felbonthatésag igazoldasanak menete is ugyanaz, csak az abszolit érték helyett a
normat kell figyelembe venni.
Megjegyzés. Lattuk, hogy a szamelmélet alaptételének igazolasakor a folbontas 1étezését
a raciondlis- és a Gauss-egészeknél lényegében ugyanigy mutattuk meg, ugyanazt a gondo-
latmenetet kovettiik. Az egyértelmiiség bizonyitasahoz vezeto Ut 1épései pedig a kovetkezd
voltak:

Maradékos osztas = létezik legnagyobb ko6zos oszté (olyan osztd, amely minden kozos
osztonak osztéja) = minden félbonthatatlan egyben prim is = a folbontés egyértelmii.

Megmutathatd, hogy a (megfelel6 értelemben vett) maradékos osztas 1étezésébdl min-
dig kovetkezik, hogy az adott integritastartomanyban érvényes a szamelmélet alaptétele,
de a forditott iranyd implikacié mar nem.

A kovetkezo tétel teljesen leirja a Gauss-primeket.

4.1.7. Tétel.

(1) Minden m Gauss-primhez pontosan egy olyan p pozitiv (racionalis) prim létezik, amelyre
7|p.

(1) Minden p pozitiv (racionalis) primszam vagy maga is Gauss-prim, vagy két olyan
Gauss-prim szorzata, amelyek normaja p és egymas konjugaltjai.

Bizonyitas. (v) 7 prim, igy N(mw) > 1, és igy N(7) folbonthaté pozitiv (raciondlis) primek
szorzatédra: N(m) = pips...p,. Ekkor

T|77 = N(7) =pip2...pr.
Mivel 7 (Gauss-)prim, osztdja a szorzat valamely tényez6jének, azaz valamelyik p;-nek is.
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A egyértelmiiség igazolasdhoz legyenek p, ¢ olyan kiillonbozé pozitiv (racionalis) pri-
mek, amelyeknek 7 osztdéja. Mivel p, q relativ primek, léteznek olyan u,v egész szamok,
hogy 1 = pu + qu, amibdl 7|p és 7|g miatt w|1 adédik, ami lehetetlen.

(1) Ha a p > 0 primszam nem Gauss-prim, akkor folirhaté legaldbb két Gauss-prim
szorzataként (4.1.6. Tétel):

pP=T1...T, r> 2.

Ez azt jelenti, hogy
p*=N(p) = N(m)...N(z,),

ahol N(m;) > 1. Mivel p? csak egyféleképp bomlik egynél nagyobb (raciondlis) egészek
szorzatéra, ezért r = 2, és N(m1) = N(m2) = p.
Mivel p = mymy és p = N(m) = m71, a bizonyitand6 mo = 71 egyenlséget kapjuk.

A kovetkezo tételben megadjuk a Gauss-primek ,, listajat”.
4.1.8. Tétel. Legyen ¢ € Z]i] tetszileges egység. Az alabbi Gauss-egészek adjak az dsszes
Gauss-primet.
(2) e(1+1).

(1) eq, ahol q olyan pozitiv (raciondlis) prim, amelyre ¢ = —1 (mod 4).

(122) Olyan 7, amelyre N(m) = p pozitiv (racionalis) prim, és p = 1 (mod 4); minden
ilyen primszamhoz egységszerestél eltekintve két Gauss-prim tartozik, amelyek egymas
konjugaltjai, de nem egységszeresei.

Példak.

(1) A —1+i=1i(1+1), —7i Gauss-primek.

(2) A 2—b5i szintén gauss-prim, mert N (2—>5i) = 29, amely raciondlis prim 1-gyel kongruens

modulo 4.

(3) A -37, és a 9 + 2i nem Gauss-primek.

Bizonyitas. A 4.1.7. Tétel alapjan az 6sszes Gauss-primet a pozitiv (raciondlis) primek

folbontasabdl kapjuk attdl fliggben, hogy e raciondlis prim a 2 (ez az (1) eset), 4k — 1 alaku

(a (22) eset), illetve 4k + 1 alak (a (u2) eset).

(

1) A 2= (1+1)(1—1)=143(1+1)? egyenl6ségekbdl adsdik.
(1) Legyen ¢ olyan pozitiv prim, hogy ¢ = —1 (mod 4). Ha nem Gauss-prim, akkor az
4.1.7. Tétel (u) allitdsa szerint van olyan m = a + bi Gauss-prim, hogy

q=N(m) =a®+V°

ami lehetetlen, mert a modulo 4 —1-gyel kongruens pozitiv primek nem bonthaték két
négyzetszam Osszegére.

(1) Legyen p = 1 (mod 4) pozitiv primszdm. Kordbbi szdmelméleti tanulményainkbdl
tudjuk, hogy az 22 + 1 = 0 (mod p) kongruencia megoldhaté, azaz van olyan ¢ € Z, hogy
plc2+1 = (c+1i)(c—1i). Ekkor, amennyiben p Gauss-prim, osztdja valamelyik tényezének.
Ez azonban nem teljesiil, hiszen

+i 1
cxi_c L,
p p p

nem Gauss-egészek, 1évén, hogy a képzetes résziik nem egész.
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Alkalmazzuk ismét az el6z6 tételt. Ez alapjan p = 7w, ahol a jobb oldalon allé két
tényez6 Gauss-prim. Azt kell csak igazolnunk, hogy m # &7, ahol ¢ egység. Ez azonban
egyszerl szamoldassal adédik , ugyanis ¢ lehetséges értékei 1, +.

4.2. Euler-egészek.
Definicié. Az a = a + bw alaku komplex szamokat, ahol a,b € Z és w = —% + 2.\/757

FEuler-egészeknek nevezziik.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy w harmadik primitiv egységgyok, és w? = —1—w szintén
az, és igy

¥ =2 =y’ = (2 —y)(z — yw)(z — yw?).
Ez azt (is) mutatja, hogy az Euler-egészek jé eséllyel alkalmazhaték a Fermat-probléma
targyalasaban az n = 3 esetben.

A kovetkezo két allitas egyszertien igazolhato.
4.2.1. Allitds. Az dsszes Euler-egészek Z|w| halmaza, ahol w harmadik primitiv egy-
séggyok, integritastartomanyt alkotnak a komplex szamok ismert Osszeadasaval és szorza-
saval.

4.2.2. Allitas. Az Euler-egészeknek megfelelé pontok egy olyan egységnyi oldali rom-
buszracsot alkotnak a szamsikon, amelynek szogei 120 és 60 fokosak.

Definicié. Az a = a + bw Euler-egész normdjanak nevezzik, és N(«a)-val jeldljik «
abszolit értékének négyzetét:

N(a) =|a]? = (a + bw)(a + bw?) = a® — ab + b2

4.2.3. Allitas.
(1) Tetszbleges o € Z|w]-ra N(«a) € Ny, tovabba N(a) =0 < a=0.

(1) Az a = a+bw Euler egész a® —ab+b? normdja mindig irhaté c¢®+3d? alakban alkalmas
c,d egészekkel.

Bizonyitas.

(1) Megmutatjuk, hogy az 22 — zy + y? = n diofantikus egyenlet pontosan akkor oldhaté

meg, amikor az 22 +3y? = n diofantikus egyenlet. Ebbél nyilvan mar kovetkezik allitdsunk.
Legyen n € N és a,b € Z olyanok, hogy a? + 3b%> = n. Félhasznalva a norma definici-

6jat, n = a® + 3b*> = N(a + biv/3) kapjuk, hogy

a?+3b> = N(a+b+2w) = N(a+b(1+ 2w))
= N((a+b) + 2bw)
= ((a + b) + 2bw)((a + b) + 2bw?)
= (a+b)* — (a+b)(2b) + (20)?,

amibdl vildgos, hogy = = a + b és y = 2b megoldasa az 22 — zy + y? = n egyenletnek.
Megforditva, tegyiik fol, hogy c,d € Z megoldésa az x? — zy + y?> = n egyenletnek.
Ha van olyan a,b € Z, hogy

c=a+b és d = 2b,
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akkor az elobbi gondolatmeneten visszafelé haladva a bizonyitast elvégezhetjiik. Ez termé-
szetesen csak akkor miikddik, ha ¢, d valamelyike péaros (z, y szerepe szimmetrikus). Marad
az az eset, amikor ¢, d paratlanok.

Mivel

n=c?—cd+b* = N(c+ dw) = N(c+ dw?)
— N(c—d — dw)
= (c—d)* = (c— d)(~d) + (=d)®

lathaté hogy ez esetben — 1évén most ¢ — d paros — kaptuk, hogy ez esetben ¢ — d és —d
is megoldas. Erre mar alkalmazhatjuk az elobb leirtakat.

Megjegyzések.

(1) Az Euler-egészek korében a Gauss-egészeknél alkalmazott modon definialhaték a ko-
vetkezok: oszthatdsag, egység, legnagyobb kozos oszto, irreducibilis- és prim elem.

(2) A Gauss-egészeknél alkalmazott mddszerek értelemszerti mddositdséval igazolhatok: a
norma tulajdonsagai, maradékos osztds (természetesen itt racsnégyzet helyett racsrom-
buszt kell hasznélni), a prim és az irreducibilis ekvivalencidja, a szdmelmélet alaptétele,
az egységek karakterizacidja, a kovetkezd tétel figyelembe vételével. Az érdekl6do olvaso
megtalalja e tételek bizonyitasat Freud Roébert és Gyarmati Edit konyvében.

4.2.4. Tétel. Az Euler-egészek gytiriijében 6 egység van, amelyek a kévetkezok.
+1, +w, +w?=F(1+w).

Ezen éppen a hatodik egységgyokok.
4.2.5. Tétel. Az Euler primek a kivetkezik (e tetszlleges egységet jeldl).

(A) e(iv/3) = (1 + 2w),

(B) eq, ahol ¢ = 2 (mod 3) pozitiv (racionalis) primszam,

(C) m, ahol N(m) =1 (mod 3) pozitiv (racionalis) primszam; minden ilyen primszamhoz
egységszerestol eltekintve két FEuler- prim tartozik, amelyek egymas konjugaltjai, de
nem egymas egységszeresei.

Ugyancsak az elébb emlitett konyvben olvashatd, hogy hogyan alkalmazhaték az
Euler-egészek a Fermat-sejtés igazolasara az n = 3 esetben. A kovetkezd tétel bizonyithatd
ugyanis.

4.2.6. Tétel. Az 23 + 33 + 23 = 0 egyenletnek nincs zérétdl kiilonbézé megolddsa az
Euler-egészek gytiriijében.

4.3. A racionalis szamtest masodfoku bovitései.

7.3.1. Tétel. A raciondlis szamok Q testének sszes masodfoki bévitése Q(+/t) alak,
ahol t € Z négyzetmentes szam és t # 1. Kiilonbozo ilyen t egészekhez kiilonboz6 bévitések
tartoznak.

Megjegyzések.

(1) t > 0 esetén a bdvitést valésnak, mig a t < 0 esetben képzetes (imaginarius) bovitésnek
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nevezziik. Ha t < 0 és o = t, akkor Q(a) = Q(—a) 1évén v/t jelentse mindig a gydkvonas
fols6 félsikbeli értékét, azaz v/t = i\/[t].

(2) A racionélis szamok testének méasodfoki bovitéseit gyakran kvadratikus testeknek ne-
vezik. Ha a T C C, kvadratikus test, akkor 7" nem algebrai elemeit szokas kvadratikus
irraciondlisoknak nevezni.

Bizonyitas. Legyen M C C olyan, hogy [M : Q] = 2. Ekkor barmely a € M irracionélis
szdm méasodfoki algebrai szam, és M = Q(«).

Legyen g = g, € Z[z] az o minimalpolinomja (vildgos, hogy racionalis- helyett tekint-
hetiink egész egyiitthatésat!!!), g = ag + a, + azz?. A méasodfoki egyenletek gyokképlete
alapjan a = ro +r1+/s, ahol 79,7 € Q, 1y # 0 és s € Z. Ha s = k?t, ahol t négyzetmentes
és t # 1, akkor a = ro + r1kv/t. EbbSl mar konnyen kaphaté, hogy M = Q(a) = Q(t).

Legyen ezutan Q(v/t) = Q(V/1,), akol t1, to négyzetmentes és kiilonbozik 1-t6l. Mivel

Vit GQ(\/ﬁ) — Vs = a+ bVt

ahol a,b € Q kapjuk, hogy
to = a’ + t1b2 + 2&1)\/%1.

Tekintettel arra, hogy vt; € Q ez csak tigy lehetséges, hogy ha b = 0, vagy a = 0. Az
els6 eset lehetetlen, hiszen bel6le /t5 racionalis volta adédik. A maésodik esetben pedig
Vs /Vt € Q adédik, ami ¢4, £, négyzetmentessége miatt csak akkor lehetséges, ha ¢, = to.
Példak.

(1) A Q(i) test, az in. Gauss-raciondlisok teste masodfoku bévitése a raciondlis szamtest-
nek, ekkor t = —1.

(2) Ha w = %g, azaz egy harmadik primitiv egységgyok, akkor a Q(w) test, az Euler-
racionalisok teste olyan masodfoku bovitésként kaphatd, ahol ¢t = —3.

Definicié. A racionalis szamok Q testének masodfoku bovitéseit kvadratikus testeknek
nevezziik.

Definicié. Egy algebrai szamot algebrai egésznek mondunk, ha (egyik) minimalpolinomja
egész egylitthatds fépolinom (azaz kezdéegytitthatdja 1).

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a Gauss-egészek éppen a Q(v/—1) kvadratikus test egész
elemei.

Az elkovetkezOkben a kvadratikus testek, a raciondlis szamok testének masodfoku
bovitései, algebrai egészeivel foglalkozunk, kiilonos tekintettel arra, hogy melyek azok a
kvadratikus testek, amelyek egészei Gauss-gytiriit alkotnak (érvényes koriikkben a szdmel-
mélet alaptétele).

4.3.2. Tétel. Legyen t # 1 négyzetmentes szam. Ekkor a Q(v/t) bévités algebrai egészei
pontosan a ¢ + dv alaku szamok, ahol ¢,d € 7 és

Vt, ha ¢t# 1 (mod 4);

V=9 1+
2 b

ha ¢t=1 (mod 4).

Mas megfogalmazasban, valamely a + b\/t elem pontosan akkor egész eleme a Q(+/t) test-
nek, ha
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(1) t #1 (mod 4) esetén a,b € Z;
() t =1 (mod 4) esetén a = 5, b= %, ahol u,v azonos paritdsii egészek.
Bizonyitas. Az allitds a Q(v/t) test raciondlis elemeire nyilvanvald, hiszen ezek pontosan
akkor algebrai egészek, ha egész szamok. Ezért elegendd csak az irracionalis elemekkel
foglalkoznunk.

Legyen o € Q(v/t) irraciondlis, igy egyértelmiien irhaté o = ro + r1/t alakban, ahol
ro,m1 € Q, r1 # 0. Nyilvan e szam irhato

a:Lb\/f, a,b,c € Z, In.k.o.(a,b,c) =1, ¢>0, b#0
c

alakban. Ezt rendezve, majd négyzetre emelve

a b/t
oq—— = —
c c

2a a? — tb?
o — “a+ —— =0
c c
addédik. Mivel @ méasodfoku elem, ezért a méasodik egyenldség alapjan az o minimalpoli-
nomja
5 2a a? — th?
o =" — —T+ ———.
c c

fgy a pontosan akkor lesz algebrai egész, ha ezen minimalpolinom egész egyiitthatos, azaz
(1) cl2a és ?la® — th?.

Azt kell belatnunk tehat, hogy ez utébbi pontosan akkor teljesiil, ha
(2) t#1 (mod 4) estén ¢ = 1;

(1) t=1 (mod 4) estén ¢ = 2 és a, b paratlan, vagy ¢ = 1.

Elészor azt mutatjuk meg, hogy (1)-bél ¢ = 1, vagy ¢ = 2 kovetkezik. Ezt gy tessziik,
hogy a ¢ > 2 foltételezésbdl ellentmondést vezetiink le. Ez utébbi foltételezés esetén vagy
van a c-nek p > 2 primosztéja, vagy 4|c.

Ha p|c és p > 2 prim, akkor p|2a = pla, tovdbba p?|a® — tb?. Igy p?[tb? is all. Mivel
pla, In. k.o.(a,b,c) = 1 kapjuk, hogy In. k.o.(pb) = 1, tehat p?|t. Ez azonban ellentmond ¢
négyzetmentes voltanak. A 4|c eset ugyanigy vizsgdlhat6, p = 2 alkalmazdsaval.

Maradnak a ¢ = 1,2 lehetdségek. Viladgos, hogy ha ¢ = 1, akkor (1) barmely a,b € Z-
re teljesil. Ha ¢ = 2, akkor az els6 oszthatésdg barmely a egészre igaz. A mésodik
oszthatosagi foltétel pedig

(2) a> —th* =0 (mod 4)

alakba irhaté at.
Vegyiik észre, hogy az In.k.o.(a,b,c) = 1 és a ¢ = 2 foltételek miatt a,b nem lehet
egyidejlleg paros. Legyen el6szor a b paros és az a paratlan. Ekkor

a?—th>=1 (mod 4),
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ha pedig forditva van, akkor
a® —tb* = —t (mod 4),

tehdt mindketté ellentmond (2)-nek.
Marad az az eset, amikor a, b egyarant paratlan. Ekkor

a®> —th*=1—t (mod 4),

azaz ez esetben (2) pontosan a t =1 (mod 4) esetben teljesiil. Ezzel a tételt bebizonyitot-
tuk.

4.3.3. Kévetkezmény. Jelslje a Q(v/t) bévités algebrai egészeinek halmazat E(\/t). Az
el6ébbi tételiink szerint

(3a) E(Vt)={c+dVt|e,deZ}, hat#1 (mod4),
illetve
(3b) E(\/Z)Z{c+d1+2\/g|c,dEZ}, hat=1 (mod 4).

Mivel az F(/t) halmaz integritdstartomany, hiszen részgyfirtije C-nek, érdeme meg-
vizsgalni e gylri néhany szamelméleti tulajdonsagat. Vildgos, hogy az oszthatdésag, az
irreducibilis- és a primelemek, a legnagyobb kozos oszté és még szamos hasonld tulaj-
donsag, koztik az irreducibilis faktorizdcié ugyanugy vizsgalhaté, mint példaul a gauss-
egészek korében. Midezekhez — hasonléan a Gauss-egészekhez — most is hasznos lesz egy
norma bevezetése.

Definicié. Legyen az a = a + by/t € E(v/t) elem norméaja

N(a) = a® — th? = (a + bVt)(a — bV/1).

Megjegyzés. Vilagos, hogy az iménti norma egész szam.

A kovetkezékben a tételeket csak megfogalmazzuk, esetenként kommentaljuk. A bi-
zonyitasokat az érdeklodo hallgatok megtalalhatjak példaul Freud Roébert és Gyarmati
Edit Szamelmélet c. tankonyvében, vagy Megyesi Léaszlé Bevezetés a Szamelméletbe c.
jegyzetében.

4.3.4. Tétel.
(A) Egy € € E(\/t) elemre
ell & |IN(e)| = 1.

(B) Ha t > 0, akkor E(+/t)-ben végtelen sok egység van.

(C) Hat <0 ést# —1,-3, akkor E(\/t)-ben az Gsszes egység a +1.

4.3.5. Tétel. A szamelmélet alaptétele érvényes az E(+/2) gytiriiben, azaz e gytirti Gauss-
gytirti, de nem érvényes az E(v/—5) és E(+/10) gytirtikben.
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Megjegyzések.

(1) Viszonylag egyszerli szdmoldssal mutathaté meg, hogy az E(y/—5) gyfirtiben a 2 és a
3 nem bonthato fol, azaz irreducibilis, de a 3 nem prim.

(2) Annak a megmutatdsa sem bonyolult, hogy az E(y/10) gyfiriben a —9-nek kétféle
folbontéasa van.

Az a kérdés, hogy mely kvadratikus testek egészeinek gytirtije Gauss-gytiri, azaz me-

lyekben érvényes a szamelmélet alaptétele meglehetdsen nehéz kérdés, teljesen a mai napig
megoldatlan. Ezek koziil néhany eredményt, illetve megoldatlan kérdést emlitiink végeze-

til.
1.

2.

Megoldatlan, hogy létezik-e végtelen sok olyan ¢t > 0 egész, hogy F(/t)-ben érvényes
az alaptétel.

Ismeretes az dsszes olyan t > 0 egész, amelyekre az E(v/t) gytirti euklideszi, azaz elvé-
gezheto benne a norma abszolit értéke szerinti maradékos osztds. Ezek a kovetkezok:

t=2,3,5,6,7,11,13,17,19, 21, 29, 33, 37,41, 57, 73.

Léteznek tovabba olyanok pozitiv t-k, amelyekre igaz az alaptétel, példaul t =
14,22, 23, 31.

. Pontosan 9 olyan t < 0 létezik, amelyre E(v/t)-ben érvényes az alaptétel, nevezetesen

t=—1,-2,-3,—7,—11,—19, —43, —67, —163.

Az elobbiek koziil pontosan 5 olyan van, amelyekben elvégezheté a norma négyzete
szerinti maradékos osztas.
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