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Bevezetés

Két tulajdonsaguk, amelyet mindenki elfogad.

Az elso.
o Igen egyszeriien (is) definidlhatdk, az egész szdmok ,, épitékovei”, de a
legszabalytalanabbul viselkedé matematikai objektumok egyike.
° Ugy fordulnak el6 a természetes szamok kozott, mint , pipacsok a
blizamez6ben” .
o Olyannak mutatkoznak, mint amelyekre egyetlen torvényszerliség sem

vonatkozik. Nincs haszndlhaté becslés arra, hogy egy primszam utan
mikor jon a kovetkezé.

A masodik.

Mindezek ellenére van néhany olyan torvényszeriiség, amelynek szinte
katonds rendben tesznek eleget.
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Bevezetés

Pimszamok

Néhany definicid.
Q A, klasszikus szdmelméleti”. p € N prim, ha a|p = a = %1, +p.
Q Az ,analitikus”. Az
sin7l(s)
S
sin %

analitikus fliggvény egész zérdhelyei, ahol
(oo}

r(s)= [ x*te >dx, x > 0.
0

© Az ,algebrai”. A véges testek karakterisztikai.
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Bevezetés

Két tulajdonsaguk, amelyet mindenki elfogad.

Az elsé megallapitas melletti érvek.

@ A primek szama néhany 100 hosszisagu intervallumban:

intervallum primek szama
o 2 —100 25
9.999.900 — 10.000.000 9
10.000.000 — 10.000.100 2
o Tudjuk, hogy az [n,2n] intervallumban van prim, de ez nagy n-re igen
hosszu.

o Egy valamivel jobb becslés, miszerint az [n, n + \/n] intervallumban is
van prim, csak sejtés.

»
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Prim rekorderek. Prim rekorderek.

Ikerprimek. Sophie Germain primek.
o Definici6. Ha valamely p rimre p + 2 is prim, akkor a (p, p + 2) pért o Definicié. A p paratlan prim Sophie Germain prim, ha 2p — 1 szintén
ikerprimeknek nevezziik. prim.

Példul, (3,5), (11,13), (41,43),...

° A Fermat sejtés vizsgalatakor meriiltak fol: A sejtés igaz n > 2-re, ha
o Természetes az a kérdés, hogy van-e végtelen sok ilyen par.
]

n oszthaté valamely Sophie Germain primmel.

A vilasz nem ismert, azt sejtik, hogy végtelen sokan vannak. © Szdmuk a mai napig ismeretlen. 37 1000-nél kisebb van.

o E primeknek fontos alkalmazdsa van a kriptografidban. A p prim
. biztonsagos prim,” ha p = 2q + 1, ahol q is prim.

220.996.011 _ 6.320.430 2003 | 40. Mersenne

213.466.917 _ 1 4.053.946 | 2001 | 39. Mersenne

12. ] 19.249 - 213018586 4 1 1'3.918.990 | 2007

o Erdekes, hogy a legnagyobb ismert nem-Mersenne prim csak a 12. a
listdn.
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o A ma ismert 5 legnagyobb par: o A ma (2016. februdr) ismert 5 legnagyobb Sophie Germain prim:
sorszam a primpar jegyek | évszam sorszam Sophie Germain prim jegyek | évszam
1. | 3.756.801.695.685 - 2666669 + 1 | 200.700 2011 1. | 2.618.163.402.417 - 21290.000 _ 1 | 388 342 2016
2. 65.514.648.355 - 2333:333 1 1 100.355 2009 . 2. | 18.543.637.900.515 - 2666:667 _ 1 | 200.701 2012
3. 2.003.663.613 - 2195000 4 1 58.711 2007 3. 183.027 - 2265440 _ 1 79.911 2010
4. | 194.772.106.074.315 - 2171960 + 1 | 51.780 2007 4. | 658.621.027.630.345 - 2253824 _ 1 | 76.424 2009
5. | 100.314.512.544.015 - 2171960 + 1 | 51.780 2006 5. | 620.366.307.356.565 - 223824 _ 1 [ 76.424 2009
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Sophie Germain primek. Rekord primek.
(]
s . . . . i j k évszam | megj.
o Néhany kis Sophie Germain prim: a prim Jegye &)
74.207.281
2,3, 5, 11, 23,...,233, 239,...,809, 911, 953,... 1. 2 -1 22.338.618 | 2016 | 49.7 Mersenne
o Eav heurisztikus becslé (I kisebb Sophie G o orimek 2. 257885161 _ 17.425.170 | 2013 | 48.? Mersenne
szgé}/rr“éerl;;l’lsz IKUS becsles az n-ne Ise ophie Germain prime 3 2431112»609 1 12.978.189 2008 47.? Mersenne
4. 2#2643801 _ 12.837.064 | 2009 | 46.? Mersenne
_9 37.156.667 _ 2
" ~1.32032 n L ahod C=T] p(p 2) 5. 232 e 1 11.185.272 | 2008 | 45.7 Mersenne
(log n) (log n) (p—1) 6. 232982657 _ 1 0.808.358 | 2006 | 44. Mersenne
p>2 30.402.457
7. ettt | 9.152.052 2005 43. Mersenne
o Pontossdga az n novelésével nd, de pl. n= 107-nél is csak kb 10% 8. 225.964.501 __ 1 7.816.230 2005 42. Mersenne
9. 224036583 _ 7.235.733 | 2004 | 41. Mersenne
10. 1
11.

o Azaz p = 2q + 1 pontosan akkor biztonsigos, ha g Sophie Germain
prim.




A primszamok eloszlasa. A primszamok eloszlasa

Még egy tulajdonsag, ami nem a szabalyos eloszlast A |, szabalyszer(i” viselkedés.
mutatja.
Hézagok.
o Egyszeriien igazolhaté, hogy a primek sorozatdban akarmekkora hézag Egy alapvetd fontossagt fiiggvény.
is lehet.

Definicié. 7: RT — Ny, m(x) = k pontosan akkor, ha az x-nél nem
o Ugyanis, tetszéleges n € N esetén, a A jeloli az n-nél nem nagyobb nagyobb primek szdma k.
primszamok szorzatat, akkor az

cl
ARGy A8, Ay ooos ASE(EARY) Ezen m(x) fiiggvény viselkedését és kizelitéseit fogjuk vizsgalni. Tekintsiik
egészek mindegyike Gsszetett. elészor a grafikonjat el6szor a [0,100], majd a [0,50.000] intervallumon.

o De emlitettiik, hogy |éteznek tin. ikerprimek, amelyek szdma nem
ismert,

@ és az ezektdl kiilonbozé |, hézagok” hossza sem né monoton.
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A primszamok eloszlasa. A primszimok eloszldsa

7(x) (x)
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A primszamok eloszlisa

7(x)
o Az utdbbi gorbe alakja arra batorit, hogy valamilyen formulat,

legaldbb valamiféle empirikusat keressiink e fliggvény kozelitésére.

o A XIX. szdzad forduldja koriil a 15 éves Gauss a 7(x) fliggvényt
vizsgdlva kovetkez6 tablazatot alkotta meg.

Gauss.
x m{(x) x/w(x)
10 4 2.5
100 25 4.0
1000 168 6.0
10,000 1,229 8.1
100,000 9,592 10.4
1,000,000 78,498 12.7
10,000,000 664,579 15.0
100, 000, 000 5,761,455 17.4
1,000,000,000 50,847,534 19.7
10, 000,000,000 455,052,512 22.0

Szédmelm. tort.
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A primszamok eloszlisa

A 7(x) elsd kozelitése.

@ Bizonyitas hidnydban csak empirikus érveket adott, meghatdrozta az
dsszes primszamot 3 - 10%-ig, és 6sszehasonlitotta a két fiiggvényt.
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]

o Els6 Iatdsra meglepd lehet a két gorbe ,, tdvolodasa”.
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A primszamok eloszldsa

, ,
Primszamok

x (%) x/w(x)

10 4 2,5

100 25 4.0

1000 168 6.0

10,000 1,229 8.1

100,000 9,592 10.4

1,000,000 78,498 12:7

10,000,000 664,579 15..0

100,000,000 5,761,455 17.4

1,000,000 ,000 50,847,534 19.7

10,000,000 ,000 455,052,512 22.0

Gauss észrevétele:

a jobb oldali oszlopban a szdmok kiilonbsége kozelitéleg 2,3 ~ log 10, 10
hatvényainként az x/m(x) hanyados ennyivel nd, igy sejtése szerint 7(x)
aszimptotikusan egyenlé x/ log x-szel, azaz

lim ——= =
X—00

4

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)

Szédmelm. tort.

A primszamok eloszlisa

Gauss sejtése.
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Utdbbi észrevételiink azt szugeralhatna, hogy taldn nem is igaz a sejtés,
hiszen a két fliggvény eltérése szemmel lathatéan né. Ez azonban csak
latszdlag van igy: attdl, hogy a két fiiggvény eltérése minden hatdron tdl
nd, hdnyadosuk még tarthat 1-hez.

o Gauss sejtését csak 1896-ban igazolta egymastdl fiiggetleniil
Hadamard és de la Vallée Poussin. Azéta a , Nagy Primszamtétel”
néven szokas emliteni.

o Az el6bbi észrevétel azért folveti, hogy nincs-e jobb empirikus formula
m(x)-re, mint x/ log x.

4

Szédmelm. tort.
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Tovabbi becslések.

x ™ (x) x/w(x)

10 4 2,5

100 25 4.0

1000 168 6.0
10,000 1,229 8.1
100,000 9,592 10.4
1,000,000 78,498 12.7
10,000,000 664,579 15.0
100,000,000 5,761,455 17.4
1,000,000,000 50,847,534 19.7
10,000,000,000 455,052,512 22.0

Finomitas.
A tablizatot tovabb elemezve észrevehetjiik, hogy

X
—— = -1

P og x

amibdl X
mx) ~ logx — 1

igy vélelmezhetd, hogy siiriibb beosztast véve még jobb kozelités kaphaté.
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A primszamok eloszlisa

Gauss.

o Vélhetéen még jobb kozelitést ad, legalabbis analitikusan jobban
hasznalhatd, az in. , logaritmikus integral”:

[ d
t
Li(x) = /—
log t
2
o Alapos szdmolassal ez jogosithatd, a két fliggvény eltérése korlatos.

Ls(n) — 1,5 < Li(n) < Ls(n),
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Tovabbi becslések.
Ujabb finomitds: Legendre
1808-ban Legendre egy jobb empirikus formulat tett kozzé

()

- X
~ logx — 1,08366

Gauss.

@ Tovabb elemezve az empirikus adatokat Gauss gy taldlta, hogy egy
elég nagy y € R szdm kozelében a primek el6forduldsinak relativ
gyakorisdga j6 kozelitéssel 1/ log y,

@ amibdl kovetkezéen egy nagy x € R szamnal nem nagyobb primek
szamat jol kozeliti az alabbi dn. logaritmikus Osszeg:

Ls(x)—i-i-i-&- -i-L
" log2 log3 77 log[x]’

2016. &prilis 21. 18 / 42
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Gauss.

A két gorbe.
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o A két fuggvény grafikonja lathatdan (a rajz pontossigdn bellil)
gyakorlatilag megegyezik a [0,50.000] intervallumon.
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XIX. szazad.

A szazad kozepén Riemann — részben elméleti meggondolasokkal —
tovdbb javitotta a becsléseket.

Azt sejtette: annak a valdsziniisége, hogy egy nagy n € N szam prim
legyen még kozelebb lehet 1/ log n-hez, ha nemcsak a primeket
vessziik figyelembe, hanem a primhatvanyokat is.

Pontosabban, a primnégyzeteket fél primnek, valamely primszam
kobét egyharmad primnek, és igy tovabb, tekinthetjik. Ez a
logaritmikus integral alabbi kozelitéséhez vezet

(n) + %Tr(\/ﬁ) + %%+ )

amibél 7(n), vagy m(x) megkaphatd.
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A primszamok eloszlisa

Riemann fluggvénye.

Osszehasonlitas.
X m(x) R(x) | m(x) — R(x)
100.000.000 5.761.455 | 5.761.552 —97
200.000.000 | 11.078.937 | 11.079.090 —153
400.000.000 | 21.336.326 | 21.336.185 141
600.000.000 | 31.324.703 | 31.324.622 81
800.000.000 | 41.146.179 | 41.146.248 —69
1.000.000.000 | 50.864.534 | 50.847.455 79
Az eljel gyakran valtozik, amit a kovetkezd abra is mutat. J
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A primszémok eloszldsa

Riemann fliggvénye.

°
m(x) & Li(x) + a2 Li(v/x) + ag Li(¥/X) + ... + akm(¥/x) + . ...
R(x)
@ ahol
%, ha k paros sok kiilonbozé prim szorzata,
ak = —%, ha k paratlan sok kiilonb6z6 prim szorzata,
0, kilénben.

Ezen R(x), az Gn. Riemann-féle kozelité fiiggvény, az eddigieknél jobb
kozelitést ad, példaul
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A primszamok eloszl3sa

Riemann fliggvénye.

Osszehasonlitds. |

600 Rixl—arix}

A\

A
i AR

< x < 1,000,000,000
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A primszamok eloszldsa

Riemann fliggvénye.

Az R(x) fliggvény , j6sdgat” a kdvetkezd tdbldzat is mutatja.

X 7 (x) R(x)
100,000,000 5,761,455 5,761,552
200,000,000 11,078,937 11,079,090
300,000,000 16,252,325 16,252,355
400,000,000 21,336,326 21,336,185
500,000,000 26,355,867 26,355,517
600,000,000 31,324,703 31,324,622
700,000,000 36,252,931 36,252,719
800,000,000 41,146,178 41,146,248
900,000,000 46,009,215 46,009,949

1,000,000,000 50,847,534 50,847,455

Szédmelm. tort.
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A primszamok eloszlisa

7(x)

Egy kis Osszegzés 1.
o Emlékeztetiink: Gauss és Legendre empirikus meggontolasokkal, mig
Riemann elméleti meggondolasok révén jutott kozelité formuldjahoz,
fuggvényéhez. A primszamtétel bizonyitdsa egyikiiknek sem sikertilt.

o Gauss empirikus meggondoldsa — miszerint egy az n-nel egyez6
nagysagrendli egész prim voltanak valdsziniisége kozelitdleg 1/ log n
— alapjan kovetkeztethetiink arra, hogy

o egy n koriili a hossziisdgu intervallumban kozelitéleg a/ log n szamu
prim van,

o legaldbbis akkor, ha n az a-hoz képest elegendéen nagy, de az
intervellum is , elegendéen hosszi” ahhoz, hogy a statisztikai
kovetkeztetések plauzibilisek legyenek.

Szédmelm. tort.
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Riemann fliggvénye.

o Az R(x) fiiggvény a logaritmusfiiggvény egész fliggvénye:

oo
1 (log x)"
R(x)=1 —
(x) +"z::1n§(n+1) n
o0
ahol {(n) = 3 &, az tin. Riemann-féle zeta-fiiggvény.
k=1

o A milt szdzad 20-as éveiben az indus Ramanujan megadta a
Riemann-féle kozelit6 fiiggvény integraleléallitasat:

_ [ logxy
"= | s ®

0

(o]
ahol [(t) = [ x'~le *dx, az in. gamma-fiiggvény.
0
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A primszamok eloszl3sa

m(x)
Egy kis Osszegzés 2.

o Hasonléan kaphaté az a kovetkeztetés is, hogy nagy n kézelében
véletlenszeriien kivalasztott két szam mindegyike prim legyen
kozelitéleg 1/ log? n.

@ Ennek alapjan arra is gondolhatunk, hogy egy n koriili a hosszdsagu
intervallumban kozelitéleg a/ log® n sz&dmi ikerprim van.

@ SOt, egy tovéabbi heurisztikus gondolatmenettel az is megkaphatd,
hogy ezek szama kozelitéleg

a
Cc

log? n’
ahol ¢ ~ 1,3203236. .. konstans.

Az el6bbieknek a valdsaggal vald szembesitését a kovetkezd tdblazat
mutatja.

V.

Szédmelm. tort.
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A primszamok eloszl3sa.

Primszamok, ikerprimek.

Interval

Prime

numbers

Prime
twins

expec—
ted

found

expec—
ted

found

100,000,000~
100,150,000

1,000,000 ,000~
1,000, 150,000

10,000,000 ,000~
10,000, 150,000

100,000,000,000~
100,000, 150,000

1,000,000,000,000~
1,000,000, 150,000

10,000, 000,000,000~
10,000,000, 150,000

100,000,000, 000,000~
100,000,000, 150,000

1,000,000,000,000,000~

8142

7238

6514

5922

5429

5011

4653

4343

8154

7242

6511

5974

5433

5065

4643

4251

584

601

466

389

A primszimok eloszldsa

A becslések osszehasonlitasa.

Tix)+3004

xix)+200

Z(x}+1004

&{x)-100

N‘ AAYA VAW,
i ZaR B A
Riemann

x {in milliens )

A\
T

Legendre

Gauss
w N odss

Legendre

Riemann

ﬂ.“n J 1)

W vg 'W‘v'w #

1,000,000,000,150,000
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A primszamok eloszl3sa. A primszimok eloszldsa

A becslések osszehasonlitdsa. A becslések 6sszehasonlitasa.

o Vizsgdljuk meg az Li(x) — m(x) kiilonbség-fiiggvényt.

w0

e 107-ig pozitiv, és az 4bra sugallata szerint egyre né, azaz Li fols§
becslést ad mindig. Ezt tdmaszthatnd ald az is, hogy R(x) < Li(x).

i

L L

Az Ujabb vizsgélatok ellentmondanak e vélekedésnek. J

\Awwv%wm"v*w L SAR AR WY

2000

Elemzés.
O Kis x-ekre, ha x < 10°, a Legendre-féle empirikus formula jobb a el
Gauss-féle Li(x) logaritmikus integrélnal.
@ Az utébbi azonban x > 5 - 10°-t4| egyértelmiien jobb.
@ A Riemann-féle kézelités mindkettdnél jobb, de az R(x) — m(x)
értékek oszcillicidja egyre né, de csak lassan. x < 10%-ig nem né
néhdny 100 folé.

L L L L
1 0 3 50 70 00 200 500 1000
x [ in millions )
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A becslések osszehasonlitdsa.
Q Elég nagy x-re — amikor mar nagyra né az R(x) — m(x) kiilénbség —
az Li(x) mdr nem foliilr8l kozeliti w(x)-et, azaz
Ixo € R, m(x0) > Li(xo).-

@ llyen xp létezését Littlewood igazolta.
© Skewes megmutatta, hogy ha igaz a Riemann hipotézis, akkor a
legkisebb ilyen xg-ra
X < ].0]'01034
© Skewes: a Riemann hipotézis nélkiil a folsé korlat

10964
xp < 1010

)

Q A jelenleg ismert legjobb becslés
1,65 - 10165
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A primszamok eloszlisa

Primszamok

A legutdbbi alapjan.
o 7(10'8) ~ 50 - 108,
@ és becsiiljiik meg mennyi lehet ennyi primszam reciprokanak osszege:
) Sy
p<1018 P
log log(10'8) + ¢ + £(10'8)
~ log(41,446.531.673.892) + 0,261198
~ 3,985.902.203.314 < 4

o Ugyanis £(10'8) ~ 0
o Mivel 7(10%) a2 50 - 10, hasonlé szdmoldssal az elsd 50 millié
primszam reciprokdnak Osszege kozelitéleg csak 3, 3.

2016. &prilis 21. 35/ 42
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A primszémok eloszldsa

Primszamok

Néhany tisztan deduktiven nyert eredmény.
@ Euklidész IX. 21. Tétel. Primszamok barmely sokasaganal van tobb.

@ Euler (XVIII. sz.): A primszdmok reciprokaibdl allé sor divergens, mig

pl.
BEs
5 = ==
—n 6

© Mertens (XIX. sz. vége)

1
Z = =loglog x + ¢ + &(x),
P<x

ahol lim &(x) = 0 (konvergencia , gyors”), ¢ ~ 0,261498.
X—00
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A primszamok eloszl3sa

Tovabbi becslések.

Csebisev (1850)

o Létezik olyan a, b € R konstans, hogy elég nagy x € R-re
X

a-i<7r(x)<b-—
log x log x
o Példdul, a=0,89 és b =1,11 ilyen.

@ Ez az els6 komoly 1épés a primszamtétel felé.

A ( fliggvény hasznalataval.

Tovabbi formuldk kaphatdék 7(x)-re a Riemann-féle zeta- fiiggvény
zéréhelyeinek folhasznalasaval.
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A primszamok eloszldsa

Tovabbi becslések.

nx) + pr(VR) + 3 VX + .
= Li(x) = ) _ Li(x?),

ahol a ¢ végigfutja a ( fliggvény zérdhelyeit.

(x) = R(x) = D R(x®),

ahol a ¢ végigfutja a ( fiiggvény zérdhelyeit.
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Riemann-hipotézis 1.
A, klasszikus" zeta-fliggvény.
o Euler 1740:

(=3 o)
n=1

o Ha s € R, akkor a definidlé sor konvergens minden s > 1-re, és
divergens minden mas esetben.

o Euler tétele. Ha P jeldli az 6sszes primszamok halmazat, akkor

=Tl 1=

peP

@ A XIX. szazadban Riemann és mdsok igazoltak, hogy az el6bbi sor, ill.
végtelen szorzat akkor is konvergens, ha s olyan komplex szam
amelynek valds része nagyobb 1-nél.

o Ettdl kezdve emlitik e fiiggvényt Riemann-féle zeta-fliggvénynek.
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A primszémok eloszldsa

Primszamok

A Riemann-hipotézisre tamaszkodva zarasul megadunk két becslést a
Gauss-féle kozelité flggvényre. Az elsérdl tudjuk, hogy ekvivalens a
hipotézissel, mig a masodik csak sejtés.

| Li(x) — 7(x)| < v/xlog x,

o Tetszéleges 0 < ¢ < 1 konstansra

[ Li(x) — m(x)| < x€©
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Riemann-hipotézis 2.
A fliggvény kiterjesztése.

o Igazoltdk, hogy ha s > 1, ill. R(s) > 1, akkor az (1)-ben definidlt ¢
fuggvényre teljesiil az

€9 n+1
(1-2) -2 5 @)
n=1
fiiggvényegyenlet.
@ (2) jobb oldala azonban nemcsak $(s) > 1-re hanem minden olyan
s € C-re konvergens, amelyre $(s) > 0.
o Ez lehetdvé teszi a ¢ fliggvény kiterjesztését a {s € C: R(s) > 0}
halmazra, kivéve az )
s=1+ 2min
log 2

értékeket, ahol n > 0 egész.

4
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Kiegészités

Riemann-hipotézis 3.

A fliggvény tovabbi kiterjesztése.
o A kiterjesztett ¢ fliggvény a 0 < $(z) < 1 sdvban azonban a

¢(s) = 2575 Lsin (%5) M1 —s)c(1—s) 3)

egyenletet is kielégiti, s ez

o lehetdvé teszi analitikus kiterjesztését a teljes komplex sikra, kivéve —
az eddigieken kivil — az s = 0 esetet.

@ (3)-bdl azonnal adédik, hogy ¢(2k) = 0 minden k < O-ra.
o Ezen egészek a ( fliggvény trivialis zéréhelyei.
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[ Kiegészités |

Riemann-hipotézis 4.

A hipotézis.
@ Riemann sejtése szerint a nem-valds zéréhelyek mindegyikének valds
fere 1
része 5.
o Ezen sejtést szokds Riemann-hipotézisként emliteni.

o Jelenleg tobb, mint 6 millié komplex zérdhely ismert, és mindegyikiik
valds része %
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