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Elszmények

Ut a valds szam mai fogalmahoz: a kezdetek.

Euler pontosit.

o Pontosabban: vannak olyan , valés(=valésdgos) szamok” is, amelyek
nem raciondlisok, de nem is gyokmennyiségek.

@ Definicié. Az « ,valds szam” algebrai szam, ha van olyan f(x)
racionalis (egész) egyiitthatés nemzéré polinom, hogy f(a) = 0.

o A kordbbi sejtés pontosabban: Az irracionalis szamoknak két osztalya
van: az elébb definidlt algebraiak, valamint azok, amelyek
,meghaladjak” az algebrai mddszerek erejét, azaz nem gyokei
egyetlen raciondlis egyiitthatés (nemzérd) polinomnak sem.

@ Ez utdébbiakat Euler transzcendens szamoknak nevezte.

@ Az elnevezés eredete: transcend=meghalad.
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Elézmények

Ut a valds szam mai fogalmahoz: a kezdetek.

Euler el6tt.
o Elméletileg: valds szdm = ami a valdsagban létezik.
o Gyakorlatilag: kezdetben pozitiv, késébb tetszéleges raciondlis szdm
(= el84ll, mint két egész szdm hanyadosa), végiil bizonyos algebrai
irracionélisokat, pontosabban a v/ a + /b alakd szémokat, —

lényegében azokat, amelyek szerepelnek Euklidesz X. konyvéban — is
ide soroltak.

@ De mdr a pisai Leonardo ramutatott, hogy nem minden egyenlet
gyokei kaphaték meg az el6bbi alakban.

Euler.
o Megjelenik — nem pontosan — a képzetes (=komplex) szdm
fogalma, de az a valés szam fogalman alapul.
o Euler egy sejtése: vannak olyan szamok is, amelyek meghaladjak az
algebrai médszerek erejét.

V.
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Hogyan ismerhetok fol a transzcendens szamok?

o Tételezziik fol, hogy vannak ilyenek.

@ Euler sejtése szerint |éteznek transzcendens szamok, pl. e, 7 ilyen, de
a logaritmus fiiggvények, valamint a trigonometrikus fliggvények is a
legtobb helyen ilyen értéket vesznek fol.

Egy kézenfekvd otlet.

o Egyszeriien igazolhatd, hogy a raciondlis szimok tizedestort alakja
véges, vagy periddikus.

o Bizonyithatd, hogy egy a valds szam pontosan akkor racionalis, ha
lanctort alakja véges, igy a végtelen lanctortek éllitjdk elé az
irracionalisokat.

@ Hasonléan, mint a tizedestorteknél, definidlhaté a ldnctortek
periodicitdsa.

o Jambor dhaj: De szép lenne, ha éppen a periddikus végtelen
lanctortek lennének az algebrai irraciondlisok.

»
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Elézmények

Hogyan ismerhetok fol a transzcendens szamok?

@ Sajnos nem igy van, a periédikus ldnctortek az dn. (valds)
kvadratikus irracionalisokat, az

a+ byt .
7\[ a,b,c,t € Z, t > 0 négyzetmentes
c

)

alaki valés szamokat reprezentaljak,
@ azaz az egész egylitthatés masodfoki egyenletek nem racionalis

gyokeit.

Euler egy eredménye
Az e irraciondlis, mert lanctort alakja végtelen, DE vélhetéen NEM

kvadratikus irracionalis, mert ldnctort alakja nem tiinik periédikusnak.

Szémelmélet torténet 2016. majus 12.
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Létezik transzcendens szam.

Attorés:

LIOUVILLE.
Az 1840-es évek elején folytatott vizsgdlatai elvezettek annak

igazolasahoz, hogy

LETEZIK TRANSZCENDENS SZAM.
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| Elszmények |

Hogyan ismerhetok fol a transzcendens szamok?

e lanctort alakja

e=2+
1+ !
24
1+
1+

i+ ..
=<2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,... >

Ez tényleg nem tiinik periédikusnak, s6t a 7 lanctort alakja sem:

Lambert (Euler tanitvanya)
T =<37,151,282,... >
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Létezik transzcendens szam

Attorés:

Liouville mddszere

o Definicié. a € R n-edfoki (valds) algebrai szdm, ha a legalacsonyabb
fokszami olyan f € Q[x] polinom, amelyre f(a) = 0 n-edfokd.

o Az 4ttorést lehetvé tevé mddszer a diofantikus approximacio.

o Definicié. Legyen n € N. Az o valés szam n-edrendben
approximalhaté racionalis szamokkal, ha létezik olyan — csak a-tdl
fliggd — K(«a) valds szam, hogy az

a-£|<
q

()]
q"

egyenl8tlenség végtelen sok (p, g) egészekbdl 3ll6 parra teljesiil.
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Létezik transzcendens szam

Attorés:

Egy tétel.

Barmely irracionalis szam approximalhaté masodrendben racionalis
szamokkal. A legjobb masodrendii approximacickat a szam lanctort
alakjanak kezdb-szeletei adjak.

Liouville tétele (1844)

Ha « n-edfokii valés algebrai szam, akkor nem approximdlhaté n-edrendnél

jobban raciondlis szamokkal.

4

Kovetkezmény.

Létezik transzcendens szam, ha |étezik olyan valds szam, amely tetszéleges
rendben approximalhaté raciondlis szdmokkal.
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A valés szdmok definicidja

Kitéro: A szamfogalom folépitésének vazlata.

Természetes szamok.
@ A természetes szamok a kovetkezd axidmarendszer egy modellje.
@ A Peano axiémdk.

o N a természetes szamok halmaza, ha
Q leN,
@ Vk € N-hez létezik egy k' € N,
© nem létezik olyan k € N, hogy 1 = K/,
@ ha valamely m,n € N-re m' = n’, akkor m = n,
© ha S C Nolyan, hogy 1 € S, és valahdnyszor m € S, mindannyiszor
m' € S, akkor S = N.
@ Az N halmazon definidlhaté két asszociativ és kommutativ miivelet,
amelyeket altaldban + és - jeloli, és osszeaddsnak, valamint
szorzdsnak nevezziink.
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Létezik transzcendens szam

Az elsé ismert transzcendens szam.

Liouville tétele (1844).

A
&3 17 zérus
1 i)
> jgm =0,1100010...0110. .
n=1

sor konvergens, és Gsszege tetszéleges rendben approximalhaté
racionalis szamokkal, igy az transzcendens szam.
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Kitéré: A szamfogalom folépitésének vazlata.

Egész szamok.

@ A természetes szamok halmazan &ltaldaban nem oldhaték meg az
a+ x = b alaki egyenletek, ahol a, b € N, ezért azt boviteni kell.
o Végezziik el a kovetkezd konstrukcidt.
Legyen A =N x N és definidljuk a kovetkezd relaciot.
Tetszdleges (a, b), (¢, d) € A-ra (a,b) ~ (c,d) & a+d=b+d.
Definiéljunk sszeaddst és szorzast az A/ ~ halmazon:

(ab)+(c.d)=(a+cb+d) (ab):(c,d)=(ac+bd, ad + bc)

o Megmutathatd, hogy az (A/ ~; +, -) algebra egységelemes
kommutativ zérusosztémentes gylir{i (=integritastartomany).

o Ezen a gyiirli elemeit egész szamoknak nevezziik, és halmazukat Z
jeloli. N bedgyazhaté Z-be, azaz létezik N — Z injektiv
homomorfizmus.

4
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A valés szamok definiciéja A valés szamok definiciéja

Kitéro: A szamfogalom folépitésének vazlata. Kitéro: A szamfogalom folépitésének vazlata.
Egész szamok. Raciondlis szdmok.

@ A bdvitési folyamatot tovabb kell vinni, meg kell konstrualni az egész

o Egyszeriien lathatd, hogy tetszdleges a, b, c,d € N-re
szamokat tartalmazé legsziikebb testet, amelyben mar megoldhatdk

°
az ax = b, a # 0 alaki egyenletek is.

(a,b) ~(a+c,b+c) o Végezziik a kovetkezd konstrukciot:
(a,a) ~ (b, b) Legyen A =7 x (Z\ {0}), amelyen két miiveletet és egy (ekvivalencia)

G5 +(c.0) = (2b) relaciét definidlunk:

a,b) + (c,c) = (a,

(a,b) +(b,a) = (c,c) (a,b) + (¢, d) = (ad + bc, bd)

(a,b) + (b+c,a+d) =(c,d) (a,b) - (¢, d) = (ac, bd),

e Ap:N— A/~ nrs (a+ n,a) leképezés miivelettarts és injektiv, (a,b) ~ (c,d) & ad = bc.
amely azt jelenti, hogy A/ ~ tekinthetd N bdvitésének. o Ismét kiterjesztjiik a miiveleteket az A/ ~ faktorhalmazra.
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Kitéro: A szamfogalom folépitésének vazlata. Kitéré: A szamfogalom folépitésének vazlata.

Racionélis szamok.

o Tetszbleges a, b,c,d € Z, b,d # 0-ra
Racionalis szamok.

°
@ A racionalis szamok testében — tobbek kozt — nem oldhatdk meg a
(a,b) + (0, b) = (a, b) kovetkez6 problémak.
@ Bar a konvergens sorozat fogalma definidlhatd: a raciondlis szamokbdl
(a,b) - (d,d) = (a, b) dlls (a,) sorozat konvergens, ha tetszéleges ¢ > 0 raciondlis szimhoz
a#0 = (a,b)-(b,a)=(d,d) van olyan v € N kiiszébszdm, hogy barmely m,n > v-re |a, — ap| < €

az ilyen sorozatoknak gyakran nem létezik hatarértéke.
Q@ A Q test algebrailag nem zart, azaz egy nemzéré f € Q[x] polinomnak
nem foltétleniil van racionalis szam zéréhelye.
(a,b) - (x,y) = (c,d) o A kdvetkezd bévitést tigy végezziik, hogy az elsé probléma
megoldédjék.

@ Az utdbbibdl kovetkezik, hogy ha a # 0, akkor megoldhaté az

egyenlet.
o Ez azt (is) jelenti, hogy a A/ ~ algebra test, amelyet a racionalis
szamok testének nevezziink, és altaldban Q-val jelojiik.

v
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Valds szamok. Valds szamok.

G. Cantor eljdrasa 2.
G. Cantor eljdrasa 1.

— - — — — o Vezessiik be a kovetkezé ~ relaciét QX -n:
o Jelolje Q, az osszes racionalis tagi végtelen sorozat halmazat, és L 8 X
legyen o = (ak) € Qoo. Ezen sorozat nullasorozat, ha tetszéleges egyen o, 5 € Qc,.
+ 7 . .
e € QT esetén van olyan v € N, hogy minden n > v-re |a,| < €. a~f - a—BeQ

A nullasorozatok halmazat jelolje Q.
o Egyszeriien beldthaté, hogy ~ kongruencidja a QX gyiirlinek.

o Azt mondjuk, hogy az a sorozat konvergens, ha tetszéleges o/
részsorozatira a — o’ € Qq. o Ugyancsak egy egyszer(i eljarassal kaphat, hogy
o Egyszeriien lathatd, hogy ez egy atfogalmazdsa a konvergencia K /o~
korabban adott definiciéjanak. €
@ A konvergens sorozatok halmazat jellje Qéo. test.
o Vildgos, hogy e halmaz a sorozatok szokdsos dsszeaddsaval és @ Vildgos, hogy e testnek van olyan részteste, amely izomorf a racionalis

szorzdsdval egységelemes kommutativ gyiir. szdmok Q testével: valamely a € Q-nak azt az osztalyt feleltessiik
meg, amely tartalmazza az (a) dn. konstans sorozatot.

4
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Valdés szamok. Egy nem éppen kedvezé eredmény.

G. CANTOR (1874)

G. Cantor eljardsa 3. o A valés szdmok (a végtelen tizedestortkekkel reprezentdlhaté szdmok)
A Qéc/ ~ (EEEG 8 vallis seimak erls sk, ,,tobberj va[mak K mint a raciondlis szamok, azaz egy un. nem
4 megszamlalhaté halmazt alkotnak, de

@ az dsszes (valds és komplex) algebrai szimok halmaza

Megjegyzés.
megszamlalhatd.

Megmutathaté, hogy a QX / ~ test, amelyet a kdvetkez8kben R jeldl,
kielégiti az 1. foltételt, azaz barmely, az elemeibdl képezett konvergens
sorozatnak van hatarértéke R-ben. A mdsodik foltételt azonban csak a
komplex szamok teste elégiti ki.

o Kovetkezésképp, a transzcendens szdmok (kiilon a valésék is!) nem
megszamlalhaté halmazt alkotnak, , ugyanannyian” vannak, mint az
Ssszes valds (vagy komplex) szamok.

o Mdsképpen mondva a transzcendens szdamok halmaza kontinuum
szamossagu, azaz majdnem minden valés szam transzcendens.
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Néhany transzcendens szém Néhany transzcendens szdm

Néhany fontos konstans. Néhany fontos konstans.
HERMITE (1873) J
Az e szam transzcendens. Kévetkezmények.
LINDEMANN (1882) L
e e L, Q@ Haa e A, a#0, akkor €%, tovabba, ha o € A, o # 0,1, akkor
o Ha ay,...,«ax kiilonbozé algebrai szamok, akkor
log v transzcendens.
€M, ..., e @ Az ™ + 1 = 0 egyenl8ség alapjan im transzcendens, igy — mivel az
algebrai szdmok testet alkotnak, és i algebrai — 7 is transzcendens.
linedrisan figgetlenek az algebrai szdmok teste folott. © gy a kor négyszdgesitésének Skori problémaja nem megoldhaténak
@ Masképpen mondva (az el8bbi jeldlésekkel) tetszéleges py, . . ., pk bizonyult.
algebrai szdmokra @ Lindemann tételébdl kovetkezik Hermite eredménye: ha
n=2, pp =1, xo =0, akkor e nem algebrai, s igy e sem lehet az.
pre™ + ...+ pe**=0 & pp=...=p,=0. P 2 & e /
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Néhany fontos konstans. Részlet D. Hilbert 1900-as périzsi eléadasabdl.
Harom nyitott kérdés.
Q Természetes kérdés ezek utdn, hogy az e + 7 szdm transzcendens-e. Hermite és Lindemann eredményeit — amelyek az exponencidlis
A vélasz nem ismert, mig fliggvényekre vonatkoznak — minden matematikus nagyra értékeli. Ezen
e + im transzcendens volta trivialitds. az uton tovabb kell haladni, s az elkévetkezd idében az alabbi problémat
@ Ugyancsak ismeretlen az dn. Euler-konstans, a kellene megoldani. Bizonyos — az analizisben fontos — transzcendens

fliggvények egyes algebrai szam helyeken algebrai szam értékeket vesznek
_F fol. Ugy tiinik, hogy ezt érdemes alaposan megvizsgalni. Ugyanis dltaldban
c=lm (1+-+...4+——logn), bi . , ; .
n—0o0 2 n azt képzeljiik, hogy a transzcendens fiiggvények mindeniitt transzcendens
értékeket vesznek fol. Tessziik ezt annak ellenére, hogy ismeriink olyan

szdm milyensége, a sejtés: transzcendens. transzcendens fiiggvényeket, amelyek algebrai szimokhoz algebrai szamot,

@ Szintén ismeretlen az o alakii szdmok természete, ha « algebrai, 8 s6t raciondlisat rendelnek.
pedig irraciondlis algebrai szdm, példaul algebrai-e vagy transzcendens
a 2V2 szim.

V.
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Részlet D. Hilbert 1900-as parizsi eldaddsabdl.

Példsul az e'™ exponenciilis fiiggvény értéke minden z € Q-ra algebrai,
mig minden z € A\ Q-ra transzcendens. Ezen &llitds geometriailag is
megfogalmazhato. Ha egy egyenlbszari hdaromszogben az alapon fekvs
szOg €s a szdrak dltal alkotott sz6g ardnya transzcendens, akkor az alap és
a szdr aranya is transzcendens. Bar ez egy igen egyszeriien hangzé allitas,
ekvivalens Hermite és Lindemann eredményével, s a bizonyitdsa is igen
nehéz, s6t meglehetdsen bonyolult. Hasonléan nehéz lehet a bizonyitasa a
kovetkezé allitasnak is.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)
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A probléma megoldasa.

Részlet Hilbert egy eléadasabdl, Gottingen 1919.

@ A VIl Probléma nagyon nehéz, igy érdemes 6sszehasonlitani néhany
ismert problémdval.

@ A Riemann-hipotézis bizonyitasa iranyaba az utébbi években komoly
el6rehaladas tortént, igy nagyon reméli, hogy még megéri a
bizonyitasat.

© Szdmos biztaté eredmény van a Fermat-sejtéssel kapcsolatban is,
ezért talan a hallgatdsag legfiatalabb tagjai megérik a sejtés
bizonyitasat.

@ Annak a bizonyitasat azonban, hogy a 2V2 transzcendens szim, a
jelenlevék koziil senki sem fogja latni.
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HILBERT VII. PROBLEMAJA.

Hilbert kérdése.

Legyen o € A és § € A\ Q, ekkor az of alaku szamok, példaul
2V2 e™ = i~2 mindig transzcendens szam, vagy legalabb irracionlis.

Tovébb az el6adas.

Biztos vagyok benne, hogy ezen, és a hasonlé problémak megolddsa
egészen Uj modszereket igényel, s egy Uj szemléletet is ad. Uj
megvilagitasba helyezi az irracionalis és a transzcendens szamokat.
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Hilbert vélekedésérdl.

Az elsé két kérdésrol.
@ A Riemann-hipotézis, azaz a ¢ fiiggvény minden komplex
zéréhelyének a valds része 5, a mai napig nyitott kérdés.
o A Fermat sejtés bizonyitdsat 1993-ban publikalta A. Wiles.
o Azaz egy kérdésben Hilbert tévedett, egyben talan nem, ha ...

A harmadikrél.

Az elsé részleges megoldas, az elsé nem teljes valasz 1929-ben jelent meg,
majd par év alatt teljessé valt a megoldas.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)

Szamelmélet torténet 2016. majus 12. 28 /32



A VII. Probléma részleges megoldasa.

Gelfond tétele. (1929)

Ha B komplex kvadratikus irraciondlis szam, akkor o’ transzcendens.

Ez tartalmazza az e” esetet, hiszen e™ az i’ egyik értéke. i pedig komplex
és kvadratikus irracionalis.

Kuzmin és Siegel tétele. (1930)

of akkor is transzcendens, ha (3 valés kvadratikus irracionalis szam.

Megjegyzések.
@ A két matematikus eredményét egymastdl figgetleniil érte el.

@ Hilbert megérte annak bizonyitasat, hogy 2V2 transzcendens szdm?

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)
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A VII. Probléma teljes megoldasa.

Megjegyzések.
© Gelfond és Schneider egymastdl fiiggetleniil jutott el ezen
eredményhez.
@ Hilbert sejtése a legerésebb formdban bizonyult igaznak.
© Hilbert 1943-ban halt meg, azaz megérte sejtése teljes bizonyitasat.
Q Még egy 1919-es tévedése.

DE

Az el6bbi tévedések nem arnyékoljdk be azon &ltalanos vélekedést,
miszerint David Hilbert a XIX. szazad utolsé harmadanak és a XX. szazad
elsé felének egyik legnagyobb hatdsti matematikusa volt.
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A VII. Probléma teljes megoldasa.

Gelfond — Schneider tétel. (1934)

Ha o, 0 és 1-t6l kiillonboz6 algebrai szamok, tovabba (3
irracionalis, akkor of transzcendens szam.

Két tovabbi ekvivalens allitas.
Q Ha a, 8 0,1-t8l killonbozd algebrai szdmok, akkor log o/ log 3
raciondlis, vagy transzcendens.
@ Legyenek «, 3 nemzérd algebrai szdmok. Ha log «, log 3 linedrisan
fiiggetlenek a raciondlis szamtest folott, akkor linedrisan fliggetlenek
az algebrai szdmok teste folott.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)
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Egy zard gondolat.

@ Gelfond bizonyitasaban alapvetd szerepe volt a kovetkezdé komplex
fiiggvénynek:

X
|
-
T
-

F(Z) — Ckle(k log a+/log 3)z
0/

x
Il
Il
o

o ahol Gy € Z és |F()(p)| ., nagyon kicsi" sok p, k értékre.

Az el6bbi fliggvény csak egy szerény adalék a probléma nehézsége
illusztraciéjahoz.
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