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Kina a l.e. | évezredben.

Feladatok a 2. konyvbdl.

@ Szdmoljunk:
78v + x = 576,

mivel
576 =7 - 78 + 30,

az egyenlettel osszevetve

V+L,7+Q
78 78

adédik, amibdl lathatd az egyetlen egész megoldds

v=T és x = 30.

@ 30 nagy- és 48 kisméretlit vettiink, egyenként 8, ill. 7 pénzért.

4
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Kina a l.e. |. évezredben: A matematika mivészete kilenc
konyvben.

Feladatok a 2. konyvbdl.

o 38. Probléma. 576 rézpénzért 78 nagy- €s kisméretii bambuszt
vasaroltunk. Mennyibe keriiltek az egyes fajtak?

o Megjegyzés. Allandd foltétel: a kétféle dolog aranak kiilénbsége 1
rézpénz. Ki nem mondott foltétel: az ar egész szam.

o Megoldds (mai szimbolikdval): Ha most x, y jeldli a vésarolt nagy- ill.
a kisméretli bambuszok szdmat, mig u, v az araikat, akkor a
megoldandé egyenletrendszer

x+y=78
xu+ yv =576
u=v+1

y
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Kina a l.e. | évezredben.

Bonyolultabb problémak a konyvbdl.

o Az egyes targyak mennyiségét kulonbozé mértékegységekben adtak
meg (az dtszamitdsokhoz téblazatok &lltak rendelkezésiikre).

o Altaldnos alakjuk az

m
x+y:;
ux+vy=A
v=u+1

egyenletrendszer. Mindig teljesiilt, hogy An > m.
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Kina a l.e. | évezredben. Kina a l.e. | évezredben.

Megoldasi séma (folytatds).
2. lépés. Megoldja az egyenletrendszert az ismert médon.
Megoldasi séma.

!
y An
1. 1épés. Az x' = nx, y' = ny helyettesités utdn: u+ ot
X +y' =m A
ux' + vy’ = An @ amibdl az u az — tort egészrésze,
m
v=u+l @ mig az y' e tort tortrészének szamlildja.

@ A konyvben szabaly formajdban megadjak azt az eljarast, amellyel el
. n .. 2 (A& An A .
kell allitani az — tort szamlaldjat és nevezdjét, majd azt, hogy
m
mindebbdl hogyan kaphaté a tort egészrésze, ill. tortrésze.
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Kina a l.sz. | évezredben. Kina a l.sz. | évezredben.
I1.-V. szazad. A, szaz madar probléma”.
o A lll. szazadig szinte csak olyan feladatokkal taldlkozunk, amelyeknek o Az el6bbi probléma mas szamokkal igen sok keleti konyvben szerepel.
egyetlen pozitiv egész megolddsa van, vagy csak egyetlen megoldas o A kdzépkori Eurépaban harminc volt a madarak szama.

megadasdt célozzdk. o Csen Lua mds adatokkal (drakkal) is megoldotta a problémat, példdul,

o A lll. szazadtdl megjelennek olyan feladatok is, amelyeknek tobb ha a kakas 4ra 4, a tytiké 3 rézpénz, tovabbd 3 csirkét adnak egy
pozitiv egész megolddsa van, és azokat olykor meg is keresik. pénzért.
@ Csen Luan kommentdrja (570 koriil) szerint a 190 koriil élt Hszi Je o A megoldandé egyenletrendszer
konyve mar tartalmazta a kovetkezd probléma megolddsat.
z
@ 100 rézpénzért hdny kakast, tyikot és csirkét vdsdrolhatunk, ha 4x + 3y + 3= 100
osszesen 100 baromfit vesziink, és egy kakas dra 5, egy tyik dra 4

rézpénz, mig egy rézpénzért 4 csirkét adnak? X +y+z=100

o Csen Luan megolddsa: 15 kakast, 1 tytkot és 84 csirkét vettiink.

Csen Lua (egyetlen pozitiv) megolddsa: x =8, y =14, z =78,
o Ez az egyetlen pozitiv egész megoldas. o bdr van még egy pozitiv: x =16, y =3, z=281
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Kina a l.sz. | évezredben.

Csang Csiu-csien, VI. szazad.
o Az ilyen feladatnak nemcsak egy pozitiv egész megoldasa lehet,
@ és meg is adta az Osszes pozitiv megoldast.
@ Az § feladatdban az drak rendre 5, 3, % voltak.
)

Egyenletrendszere

5x+3y+§:100
x+y+z =100,

amelynek 3 pozitiv egész megoldasa van:

4 kakas 18 tydk 78 csirke,
8 kakas 11 tydk 81 csirke,
12 kakas 4 tyuk 84 csirke.

4
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A probléma tovabbi élete.

Néhany tovabbi szerzo.

a VII. szdzadi kinai Liu Csun-feng, a szintén kinai Hszi Cse-vej, a VIII.
szézadi yorki Alciun, a X. szzadi arab (egyiptomi) Abu Kamil, a XII.
szdzadi indus Bhaszkara, és a XllI. szazad elején élt pisai Leonardo
(ismertebb nevén Fibonacci).

Az elsé6 teljes megoldas.

A XV. szdzadi szamarkandi Dzsamsid al-Kasi adta meg (a kézépkori iszldm
matematikusok egyik legnagyobbika).
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Kina a l.sz. | évezredben.

Csang Csiu-csien, VI. szazad.

o Eszrevette: a kakasok szdma mindig 4-gyel nd, a tydkoké 7-tel
csokken, mig a csirkéké 3-mal né.

Igazolhatd, hogy ez az Gsszes pozitiv egész megoldas.

Van még egy nemnegativ megoldés is, a 0, 25, 75,

ami alapjan mar az altaldnos megoldast is fol tudjuk irni
x=4t, y=25-Tt, z=75+3t,

ahol t € Z; s a nemnegativ megoldasok a t = 0,1, 2, 3 értékekhez
tartoznak.

o DE ez mar mai kiegészités!
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Még egy keleti problémasereg a Ill.-1V. szdzadbdl.

Szun-ce feladata.

Sziang csin: Adott ismeretlen szamd targy. Ha harmasaval leszamoljuk, a
maradék 2 lesz, ha otosével, gy a maradék 3, mig ha hetesével, akkor a
maradék 2. Hany targy van?

Absztrakt megfogalmazasban.

Keressiik meg azt a szamot (keressiink olyan szamokat), amely(ek)
3, 5, és7-tel osztva rendre 2, 3, 2 maradékot ad(nak).

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)
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Kina

Szun-ce feladata.

A Sziang csin-beli megoldas.
@ A harmaséval torténé leszamolasnal és a 2 maradéknal vegyél 140-et,
@ az otosével torténd leszamolasndl és a 3 maradékndl vegyél 63-at,
@ a hetesével torténd leszamolasnal és a 2 maradéknal pedig végy 30-at.

@ Szamold ezeket 6ssze: 140 + 63 + 30 az 233. Vonj ki ebbdl 210-et, és
ekkor megkapod a keresett mennyiséget, ami 23.

4

Egy Gauss &ltal bevezetett fogalom.

Definicié. Legyen n > 1 egész, a, b € Z. Azt mondjuk, hogy a kongruens
b-vel modulo n, ha n|a — b.

Jelolése: a = b (mod n).
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Szun-ce feladata.

Az eredeti megoldds Gauss terminoldgidjaval.

@ ElSszor olyan u, v, w pozitiv egészeket keres, amelyekre

35u=1 (mod 3)
21v =1 (mod 5)
15w =1 (mod 7)

@ A kongruenciarendszer helyett 3 kongruenciat kell megoldania.
© Ezeket egyszeriisiti
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2u=1 (mod 3)
v=1 (mod 5)
w=1 (mod 7)
Q A megolddsok: u=2, v=1 w=1
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Szun-ce feladata.

Attekintés Gauss terminoldgidjaval.
@ A kinai irnok a legkisebb olyan x € N szdmot kereste meg, amelyre

]
x =2 (mod 3)
x =3 (mod 5)
x =2 (mod 7)

@ azaz az elébbi Un. linedris kongruenciarendszer legkisebb pozitiv
megoldasat kereste meg.

@ Kovessiik az eredeti megoldds |épéseit ezen (j technikaval.
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Szun-ce feladata.

Az eredeti megoldds Gauss terminolégidjaval.
Q@ Azu=2, v=1, w=1 megolddsok alapjan az

(2]
x=2-5-7-2+1-3-7-3+1-3-5-2=140+63+ 30 = 233

szamot hatarozza meg,

© amelybdl a legkisebb pozitiv megoldas:
x =233 -2-105 = 23.

©Q Ugyanis 106 =3-5-7.
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Megjegyzés.
Az un. , kinai maradéktétel” all elSttiink, s Szun-ce megoldasa pontosan
az az eljards, amelyen a tétel egyik ma is alkalmazott bizonyitdsa alapul.
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Két hasonlé probléma az I. évezredbdl.

Még egy kinai.

Egy 17 tagl kaldzcsapat egy zsadk aranypénzt rabolt. Amikor megprébaltak
egyenld aranyban elosztani a zsakmdnyt 3 érme kimaradt. E maradékon
Osszevesztek, aminek sordn egy kaldzt tarsai megoltek. Ujraosztotték
egyenld ardnyban a zsakmanyt, de most 10 érme maradt ki. Ezen ismét
Osszecsaptak, aminek végén ismét megolték egy tarsukat. Ekkor azonban
mar a hatramaradottak el tudtdk osztani a zsdkmanyt egyenlé ardanyban
egymas kozott. Mennyi lehetett a zsakmanyolt aranypénzek szama?

Brahmagupta feladata a VII. szazadbdl.

Ha egy kosarbdl a tojasokat kettesével, harmasaval, négyesével, otosével,
vagy hatosaval szedjiik ki mindig marad egy tojas a kosarban. Ha azonban
hetesével szedjiik ki, egy sem marad benne. Keressiik meg a kosarban levé
tojdsok (legkisebb) szamat.

Aritmetika - Szdmelmélet
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2. Hatarozatlan egyenletek a korai hindu matematikaban.

Az eljaras a kovetkezo:

(1) Ha létezik a-nak és b-nek olyan m koz6s osztéja amelyre m{ ¢
teljesiil, akkor nincs egész megoldas.

(2) Ha ilyen m nincs, akkor osszuk végig az egyenletet In.k.o.(a, b)-vel, s
igy csak azzal az esettel kell foglalkoznunk, amikor In.k.0.(a, b) = 1.

(3) Kovessiik most Euklidész algoritmusdt, mellyel a legnagyobb kozds
osztét hatdrozzuk meg, és tegyiik fol, hogy a > b.
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2. Hatdrozatlan egyenletek a korai hindu matematikdban.

o Jelentésen meghaladtak Diophantoszt, 6k az Osszes egész megoldast
keresték, mig a gorog megelégedett egyetlen racionalis megoldassal is.

o Az ax + by = c alaku egyenletek, ahol a, b, c > 0 egészek, egész
megoldadsainak megaddasaval el6szor Aryabhata foglalkozott.
Médszerét utédai jelentdsen tovabbfejlesztették. Egy ma is hasznalt
eljarast fejlesztettek ki, amelyet az ax + by = c egyenleten mutatjuk
be mai jeloléseket haszndlva.
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2. Hatdrozatlan egyenletek a korai hindu matematikdban.

Az euklideszi algoritmus legyen az aldbbi:

a=ab+n (0<n <b),
an + r (0 <n< rl),
n=an+nr (0 <n< fz),

Aritmetika - Szdmelmélet

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)

2016. marcius 10. 20 / 41



2. Hatarozatlan egyenletek a korai hindu matematikaban.

1
Az elsé egyenl6ségbdl azt kapjuk, hogy % =a + B mig a masodikbdl

rn
b 1 . ey 02 4
azt, hogy — = ap + 7L amit az el6z6 egyenl6ségbe helyettesitve
rn n

r

a - 1
=g+ —
b

22+T1

adddik.
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2. Hatarozatlan egyenletek a korai hindu matematikaban.

o Vildgos, hogy az eljaras akkor is miikodik, ha a < b. Ez esetben
a; = 0, s minden ugyantgy megy ezutan, mint a korabbi esetben.
o Lanctortek segitségével a kovetkezOképpen kaphatjuk meg az

ax + by = 1 linedris, kétismeretes hatarozatlan egyenlet megoldasat,
ahol In.k.0.(a, b) = 1.
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2. Hatdrozatlan egyenletek a korai hindu matematikdban.

Az eljarast folytatva kapjuk, hogy

a_ L1
b ! 1

e ——

2 + 1

a3+ —

A fenti tipusi kifejezést ma lanctortnek nevezziik. (Ez most terészetesen
véges.)

a 1
o Azindusok az — =a; + — — -+
b~ ' at at
ez terjedt el a kozépkori Eurépaban), mig ma az

- ifrdsmédot haszndltdk (kés8bb

%:(al,ag,...>

jelolés a gyakori.

y
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2. Hatdrozatlan egyenletek a korai hindu matematikdban.

. . . il ) i e a .
(1) Az euklideszi algoritmus segitségével fejtsiik lanctortbe az — tortet:
<30a aly...,dn—1, an>~
(2) Legyen «; ezen lanctort i-edik kezddszelete, azaz
aj = (ag,al,...,a,-) (I

valamint legyen LA az i-edik kezdGszelet egyszeriisitett alakja
i
(i=0,1,...,n). Ekkor nyilvénvald, hogy p, = a és g, = b.
(3) Béarmely i-re (1 < i < n) teljesiil, hogy

pigi—1 — pi—19i = (—1)"" .
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2. Hatarozatlan egyenletek a korai hindu matematikaban. Az elso , igazi” eurdpai matematikus.

A pisar LEonarpo (1170-1250)

(4) Mindezek alapjan az adédik, hogy @ Tanulmanyai (Bougie), utazdsai (Egyiptom, Sziria, Bizanc, Szicilia,
Provance).
aqn-1 = bpp1 = (=1)"7, o Miivei: Liber abaci (1202, 1228), Practica geometrie (1220), Flos
N (1225) és Liber quadratorum (1225).
@ A konyvek cimeirdl:
ax + by = (—1)n_1 o Liber abaci — Abakusz konyve, vagy inkdbb a Szamoldsok konyve

o , , (abacus vagy abare az abaci eredete?),
egyenletnek, amibdl mar konnyedén megkaphaté az ax + by =1

4 . . @ Flos ,, Virdgocska”, zommel gazdasagi szamitdsokat tartalmaz, de
egyenlet tetszbleges egész megoldasa.

‘ néhany elméleti problémat is.

o Liber quadratorum — Négyzetszamok konyve (Sain M.??77 sicl)
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Leonardo: Liber abaci Leonardo: Liber abaci

Eev érdekes feladat a XII. feiezetbél Kozépkori orosz kézirat.
gy craekes feladat a All. Tejezetbol. Mendegél 7 anydka, minden anydkandl 7 bot van, minden boton 7

agacska, minden agacskdn 7 tarisznya, minden tarisznyaban 7 lepény,
minden lepényben 7 veréb, minden verébben 7 ziiza. Mennyi ez dsszesen?

7 anyoka mendegél Roma felé, minden anyckaval mendegél 7 6szvér,
minden 6szvéren 7 zsak van, minden zsakban 7 kenyér van, minden kenyér
mellett 7 kés van, minden kés 7 tokban van. Mennyi mindezek 6sszege?

XIX. szazadi angol z hyme).
Egy régebbi valtozat: RHIND 79. feladat. szézadi angol nonszensz-vers (nursery rhyme)

As | ing to St. lves,
o Van 7 haz, 49 macska, 343 egér, 2401 kaldsz, 16807 biizaszem. > 1 was going to ves

| met a man with seven wives;

@ Vélhetben a kovetkezo feladatrdl van szé: Every wife had seven sacks,

@ Ha van 7 haz, minden hazban 7 macska, minden macska megeszik 7 Every sack had seven cats,
egeret, minden egér elpusztitana 7 kalaszt, és minden kaldszban 7 Every cat had seven kits,
mag van, akkor hany szem gabona menekiil meg? Kits, cats, sacks, and wiwes,

How many were going to St. Ives?
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Leonardo: Liber abaci

A probléma, amelyet mindenki ismer.

Hany par nyul jon a vilagra egy év alatt, ha kezdetben egyetlen parunk
van, és minden egyes hénapban minden partdl egy tjabb par sziiletik
foltéve, hogy a parok a masodik hénaptdl kezd6déen produktivok.

Hatdrozatlan egyenletekre vezet6 problémak 1.

A 30 madar probléma: Egy ember 30 madarat vasarol: foglyokat,
galambokat és verebeket. A fogoly dra darabonkint 3 eziist, a galamboké
2, mig a verebeké % Osszesen 30 eziistét fizet. Hédny madarat vett az
egyes fajtakbol?

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)
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Leonardo: Liber abaci

Hatdrozatlan egyenletekre vezet6 problémak 3.

1. Lévasarlasi probléma. Az egyik ember azt mondja a masiknak: ha
nekem adod pénzed egyharmadat, akkor meg tudom venni a lovat. Erre a
madsik ugy valaszol, hogy ha te pedig a pénzed negyedét adod nekem,
akkor én tudom megvenni a lovat.

Megoldas.
Ha s a 16 ara, akkor megoldandé az ismeretlenekre:
1
X+ gy =s
1
y+ ZX =s

egyenletrendszer, x és y a , kupecek” pénze.
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Leonardo: Liber abaci

Hatdrozatlan egyenletekre vezeté problémak 2.
A megoldas. A feladat az

x+y+2z=30
1
3x+2y+§z:30

hatarozatlan egyenletrendszerre vezet, amelynek egyetlen pozitiv
megolddsa az x =3, y =5, z =22.

Megjegyzés. E feladat egy varidnsa az Skori kinai, hindu, valamint a
kora-kozépkori arab forrasokbdl is ismert 100 madar problémanak.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)
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Leonardo: Liber abaci

A legkisebb egész megoldas:

x=(3-1)-4=8
y=(4-1)-3=9
s=3-4-1-1=11

Altalanositas 3 szereplére.

2. Lévasarlasi probléma. A megoldandé egyenletrendszer most
1
X+ g(y +z)=s
1
y+ Z(X +2)=s

1
Z+g(X+Y):5

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)
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Leonardo: Liber abaci
Megoldas 1.
o Altaldnos jegyeket tartalmaz a szoveges megoldas.
° Uj hatdrozatlant vezet be: x+y +z =t,
o Kivonja beléle mindhdrom korabbi egyenletét:
°

2 8 4
Sy+2) =3 +2) = flxty)=t—s=D,

3
o A megoldandé egyenletrendszere igy
=z = 3
yrE=a
4
x+z==-D
8
5
x+y=-D
Y=3
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Leonardo: Liber abaci
Egy meglep6 feladat.
o A vasarldssal kapcsolatos feladat — mai terminolégiaval — a
kovetkezd egyenletrendszerre vezet.
]
1
xX+y+z+ §(u+ viw+t)=s
1
y+z+u+§(v+ wHt+x)=s
1
t+x+y+ §(2+U+ v+w)=s
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Leonardo: Liber abaci

Megoldds 2.
@ x,y,z—re egész értéket akar kapni, ezért D-t 24-nek valasztja,

o igy egyenletrendszere

y+z=36
x+z=232
x+y=30

e amibél x =13, y =17, z=19.

Megjegyzés.
Hatarozatlan egyenletrendszer ilyetén megoldasa szerepel Diophantos
Arithmetica c. konyvében, pl az |. 24 feladat megoldasa.
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Leonardo: Liber abaci
Leonardo megoldésa.

)

x =507, y =171, z = 4029 — 4038, u = 1347
v =451, w=131, t =1431

o Itt a z-re kapott megoldast , hidnyként” értelmezte, s azért

@ nem oldhaté meg a feladat, mert

o az egyik résztvevének

@ nincs elegendd pénze.
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Leonardo: Liber quadratorum

A 2. konyv nyité problémdja, palermoi Janos kérdése.

Melyik az a négyzetszam, amelyhez 5-6t adva is és 5-ot kivonva is
négyzetszamok kapunk.

Mai szimbolikaval.
Megoldandé az

x> +5=y>2

x> —5=1z

egyenletrendszer.

Leonardo megolddsa (az eredmény).

5 1 7
x=3+—, y=4+—, z=2+—

12 12’ 12

4
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Palermoi Janos kérdése.

Az egyenletrendszer megoldasa.

@ ElSszor osszeadja az egyenleteket:
2x2 = y? 4 72

@ y =u+vés z=u— v helyettesitésel az egyszeriibb
X2 =u? 42

egyenletet kapja.

© Lathatd: x, u, v egy pitagoraszi szamharmas, aminek megkeresésére
jol ismert médszer all rendelkezésre.
Q x=a’+b% wu=2ab, v=05b>—2a°

© Ha a, b paratlanok, akkor lehet 2-vel osztani:
X7a2+b2 U= ab V7b2—az
T2 - T2
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Palermoi Janos kérdése.

Leonardo megolddsa (a médszer).

Q Kezdd lépésként altalanositja a problémat, mintha a kovetkez6
egyenletrendszert kellene megoldania.

o
X2+ C=y?

x?— C=27?

Leonardo terminolégiaja.

Abban az esetben, ha x2 és C megoldasa e problémanak, akkora C szamot
CONGRUUM-nak nevezi, mig az x? négyzet a
QUADRATUS CONGRUENTUS.
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Palermoi Janos kérdése.

Leonardo tétele.
Ha a, b relativ prim egészek és b > a, akkor
@ valahdnyszor a és b mindegyike paratlan, mindannyiszor
C = ab(b — a)(b+ a) egy congruum és az 8 kongruens négyzete
2+ b2\2
2= ( )
a
@ Ha pedig a paratlan és b paros, vagy megforditva, akkor

C = 4ab(b — a)(b + a) egy congruum, és az & kongruens négyzete
x? = (a% + b?)2.
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Palermoi Janos kérdése.

Specidlis esetek.
@ Az a=1és b=9 esetre Leonardo azt kapta, hogy C = 720 = 5 - 122
ésx =41, y=49, z=31.
Q Az x,y, z-re kapott értékeket 12-vel osztva kapta Leonardo az eredeti
probléma megoldasat, amikor C =5,
7

5 1
=842 — 44— =L
x=3+1p v=4t =244
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