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Bardtsagos szamparok.

Pithagoras véleménye.
Egy maig is nyitott dkori probléma.

o A legenda (Jamblikusz, I.sz. Ill. szdzad) szerint Pithagoras azon
Baratsdgos szampdrok. kérdésre, hogy , Ki a barat?”" azt felelte, hogy , Az én masik énem.”

@ A pithagoreusok szerint a (220,284) baratsigos szampart alkot, mert

. . mindketté megegyezik a masik részei osszegével.
Klukovits Lajos

TTIK Bolyai Intézet A legkorabbi el6fordulas.

A Biblia korai kommentdtorai ramutattak, hogy amikor a Teremtés konyve
2016. marcius 24. 32:14 verse szerint Jakob 200 ndstény és 20 bak kecskét ajandékoz
Ezsaunak, akkor , hagyon bolcsen” valasztotta meg az ajandék
mennyiségét, ezzel a baratsdgukat erdsitette meg.
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Bardtsagos szdmparok. Bardtsagos szdmparok.

Formidlis definicid.

Thabit ibn Qurra (836-901) eredménye.
Legyen n € N-re o*(n) = o(n) — n. (m, n) € N? bardtsigos szampar, ha Hape3.0m1_1 3001 bba r = 9.920-1 _1
a*(m) = n, és o*(n) = m, ahol o(n) az n € N Gsszes pozitiv osztéinak ap=sr —1, g=3-2"—1tovabbar=23- B
Ssszege. primszamok, akkor az
M=2"pqg é N=2"r

Példak.

@ (220,284) gorogok (Biblia?) bardtsagos szampadrt alkot. )

o (17.292,18.416) P. Fermat 1636, R

o (9.363.584,9.437.056) Descartes 1638, izl Jeide

o 1764-ben Euler 64 bardtssgos szémpart jelentett be (kettd tévedés (220,284), (17.292,18.416), (9.363.584,9.437.056)

volt) Ezek az n = 2,4,7 értékekhez tartoznak.
' . L . Paganini szdmai nem ilyen alakdak.

@ (1184,1210) B.N.I. Paganini (1866), ez a mésodik legkisebb. /
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Hogyan johetett ra Thabit 4ltalanos eredményére?

A gorog par elemzése.
0 220 =12%2.5.11 és 284 =22 .71,

o e két szam 2"pq és 2"r alakban irhatd, ahol n =2, és a p, q, r primek:

p=5=8-7 =il
g=11=3-22 -1,
r=71=9-2%-1,

@ azaz irhatdk olyan alakban, mint a Thabit allitasaban szerepldk.

Hogyan tovabb?
o Milyen alakiinak kellene lennie a p, g, r primeknek, hogy
@ az a =2"pq és az b = 2"r szdmok baratsagos part alkossanak,

@ miért a specidlis alak, egydltalan miért j6, ha primek?

Aritmetika - Szdmelmélet

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)

Iszldm matematikusok

van der Waerden elemzése 1.
Egy ,, mai” szdmolas.
e Ha (a, b) bardtsdgos szampar, akkor o(a) = o(b) = a+ b.
eo(a)=(1+2+---+2")(r+1)és
ob)=1+2+ - +2")(pg+p+q+1).
o A bal oldalak egyenldk, igy

r=pqg+p+aq.
@ A mértani sorok Osszegzésével kapjuk, hogy
(@~ 1)(r+1) = (2" ~1)(pqg +p +q + ).
e amibdl a o(a) = a+ b Gsszeg

(2™ —1)(pg+p+q+1)=2"pg+2"r
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Iszlam matematikusok

van der Waerden elemzése 0.

Mit kell foltételezntink?
Legaldbb azt, hogy
@ Thabit meg tudta hatdrozni az ilyen alakd szdmok osztéit, és

o Osszegliket is ki tudta szdmolni (ltaldnosan).
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van der Waerden elemzése 2.
o Ha az (1)-et a (2)-be helyettesitjiik, akkor
@™ —1)(pg+p+q+1)=2"pg+2"(pg+p+q)  (3)
@ Thabit szamdra ismert atalakitdsokkal adédik, hogy
2"(p+q+2)=pg+p+q+1 (4)
o Bevezetveap+1=Pésaqg+1=Q jeloléseket (amibdl
r=PQ — 1 is adédik) a (4) formula egyszeriisodik:
2"(P + Q) = PQ (5)
Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Aritmetika - Szamelmélet 2016. marcius 24. 8/13




Iszlam matematikusok Iszlam matematikusok

van der Waerden elemzése 3. van der Waerden elemzése 3.

o Ismét az ismert dtalakitasi technikakat alkalmazva: mindkét oldalhoz
adjunk 22"-et, majd vonjunk ki 27(P + Q)-t:

o A legegyszeriibb valasztds a t = 1, s ekkor
2 2
22" = PQ —2"P —2"Q + 22" pP=2"4271=3.2m1
22" =(P-2")(Q-2") Q=2"+2"1=3.2"
@ A jobb oldalon vagy mindkét tag pozitiv, vagy mindkett6 negativ. Az o amib8l mar adédik Tabit megolddsa:
utébbi nyilvan lehetetlen.
o Foltehetd, hogy P < @, s ekkor p=3-2""1 -1
° g=3-2"-1
_ _ 2n—1
p_on_ont r=PQ-1=9.2"""-1
Q _on— 2n+t

v
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Euler 4ltalanositasa. Néhany mai eredmény.

Sue e @ Mintegy 12 millié barétsigos szémpdr ismert. Van kézéttiik 282

decimalis jegyii. E lista tartalmazza az 6sszes olyat, amelyek kisebbek
1010- nél.

@ Nem ismeretes, hogy van-e végtelen sok baratsagos szampar.

Legyenek n > m > 0 egészek. Ha a

p=(2"""4+1)-2m—1,
g=(2"""+1)-2"—1,
ro @4 1)2 gmbn . © 1955-ben Erdés Pal megmutatta, hogy a baratsagos szamparok

stirlisége 0 a természetes szamok kozott.

szdmok primek, akkor a © Nem ismeretes olyan par, amelyben a két szam relativ prim lenne.
Igazoltdk, hogy egy ilyen parban mindkét szém nagyobb 10%3-né| és
2"pq és 2"r szorzatuk legaldbb 22 kiilonb6zé primmel oszthaté.

© Nem ismeretes, hogy vannak-e olyan baratsagos szamparok,

Ssial e oD Sl il y amelyekben kiilonbozé paritasd a két szam.

Megjegyzés. @ Az ismert bardtsdgos szdmparokban zommel pdros szamok

" S p Inek, de vannak pératlan pérok is, péld4ul: (12.285, 14.595)
Th [ =n-1 k felel meg. Eddig ki lsltak AP, P P [P ’
abit tétele az m = n — 1 esetnek felel meg. Eddig két part talsltak e & (69.615, 87.633). Az elbbi a legkisebb ilyen par.

tétel alapjén: (m, n) = (1,8), (29, 40). /

4
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Eulertél napjainkig.

Néhany érdekesség.

@ Léteznek olyan baratsdgos parok, amelyekben a szimjegyek Osszege
megegyezik. llyenek példaul a

(69.615, 87.633), (100.485, 124.155), (1.358.595, 1.486.845)

parok. Az elsé 5000 baratsagos par koziil 427 ilyen.

@ Léteznek olyan (a, b) parok is, amelyek koziil mindketté oszthatd
jegyeik Osszegével, pl. a (2620, 2924) par.

© Nincs olyan par, amelyben valamelyik tag négyzetszam.
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