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A gorogok.
A szam.

o Euklidesz definicéja szerint: egységekbdl osszetevédd sokasdg, tehat
1-nél nagyobb egész szam.

o Definialtdk és hasznaltdk a szamok aranyat, ami a pozitiv raciondlis
szamnak felelt meg.

@ Az aranyokkal valé szamoldsrdl szél Euklidesz V. konyve, az Eudoxos
ltal bevezetett mennyiség fogalmat hasznélva.

@ De itt csak tin. osszemérheté mennyiségekkel foglalkoztak, bar ezt itt
nem posztulaltdk.

@ Azaz, a szam 1-tdl kiilonbozé pozitiv racionalis szam.

A X. konyv.

Ezen nagyrészt Eudoxostdl és Theaitetosztdl szarmazd konyv bizonyos
Osszemérhetetlen mennyiségekkel és azok aranyéval foglalkozik, azaz
specialis, pozitiv irraciondlisokkal.

v,
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0. A szim fogalma.

A folyammenti kulturdk kora.

Mezopotdmia.
@ Szamon — mai széhasznalattal — pozitiv raciondlis szamot értettek.

@ Ha gazdasagi szdmitdsnal , negativ szdam" adddott, akkor azt nem
tekintették rendes szamnak, hanem az egyszeriien hidnyt, adéssagot
jeldlt.

@ A gyokvondskor mindig csak pdr lépést tettek algoritmusukban,
hitték, hogy az néhdny (tovabbi) lépés utdn (biztosan) véget ér.

o Kovetkezésképp, az irraciondlis fogalma fol sem meriilhetett.

Egyiptom.
@ A szdm naluk is pozitiv raciondlis volt, s6t

@ a tortek kezelése is specidlis, nehézkes volt.
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1. Hindu aritmetika (200-1200)

o Geometridjuk a gorog tradicidk folytatasa, de aritmetikdjuk Uj utakon
jar.

@ Az V. szazad végétdl a hindu matematikusok munkajat elsésorban
asztronémiai és asztroldgiai problémak motivaltdk. Szinte az osszes
matematikai mii csillagdszati (nem kiloniilt niluk el a csillagjésldstdl
még) konyvek részeként jelent meg.

@ E korbdl mar tobb matematikus (csillagdsz/csillagjds) nevét is
ismerjiik:

ARYABHATA (476-550(?)),
BRAHMAGUPTA (598-660),
MAHAVIRA (800(?)-870(?)) és
BHASKARA (1114-1185(?)).

@ A perddus elsé felében a szdmokat hol szavakkal, hol mds, szam
jellegli szimbdlumokkal jelolték. A 600-as évek koriil kialakult a tizes
alapu helyiértékes szamirasuk.

4
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1. Hindu aritmetika (200-1200)
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1. Hindu aritmetika (200-1200)

A korszak mdsodik felétdl az eddig csak a szdmjegy hidnyat jelzd
szimbdélumot, a , korocskét”,
hidnyanak jele arab eredeti.
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szamként is kezdték hasznalni. A szdmjegy

1. Hindu aritmetika (200-1200)

Szdmirdsuk.

Mahavira (IX. sz.) a kovetkezéket irta:

Egy szamot 0-val szorozva 0-t kapunk, s ha egy szambol 0-t vonunk ki,

akkor a szam nem valtozik.

Azt is irta, hogy:
Ha egy szamot 0-val osztunk, akkor a szam valtozatlan marad.

Itt nyilvan arra gondolhatott, hogy ha egy szdmot , sehany” részre

osztunk, akkor nem torténik semmi.
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Brahmi numerals around 1st century AD

3[4]s]6[7]8]9
S S R 2§ | 3

Gupta numerals around 4th century A.D.
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Nagari humerals around 11th century A.D
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1. Hindu aritmetika (200-1200)
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Megjelennek a tortek is, féleg csillagdszati szamitdsokban. irasukra
babyloni hatvanas rendszert alkalmaztdk. A miiveletek elvégzési
szabdlyait szinte ugyanigy adtdk meg, mint manapsag.
Mahavira a torttel valé osztds szabdlyaként azt mondta, hogy

» forditsd meg és szorozz vele.
Bevezették a negativ szam fogalmat is hiany jelolésére.
El6szor Brahmagupta fogalmazta meg 628-ban a négy alapmiivelet
szabdlyat negativ szamokra.
Konkrét problémak megoldasanal azonban, ha az egyenlet valamely
gyoke (a szdmolds végeredménye) negativ szdmnak adddott, akkor
azt, mint lehetetlen megoldast, elvetették.
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1. Hindu aritmetika (200-1200)

Példaul Bhaskara (XII. sz.) véleménye.

...ha egy probléma (pl. egyenlet) megolddsaként 50-et és —5-6t kapott: Ez
esetben a masodik értéket nem lehet figyelembe venni, mert az nem lehet
megoldasa a problémanak, hiszen az emberek nem fogadjak el a negativ
megoldasokat.

Négyzetgyok.

@ Késébb Bhaskara arra is rémutatott, hogy egy pozitiv szamnak két
négyzetgyoke van, az egyik pozitiv, mig a masik negativ. Folvetette a
negativ szam négyzetgyokének kérdését is, de azt mondta, hogy az
nem létezik, lévén barmely szdm négyzete pozitiv.

o De mindezt indokldsok, pontos definicidk és tételek megfogalmazasa
nélkil tették, altaldban verses formdban.

@ Mindezek ellenére, ha igen lassan is, de a negativ szamokat egyre
ltaldnosabban fogadtdk el.
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1. Hindu aritmetika (200-1200)

o Lathato hogy, az irracionalisokkal ugyantigy bantak, mint az
egészekkel. Az (1) azonossdg nem mds, mint a jél ismert

ct+d=1/(c+d)2=+c?+d?+2cd (2)

azonossdg, ac=+/aés d = Vb helyettesitéssel.
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1. Hindu aritmetika (200-1200)

@ A hinduk masik nagy |épése az aritmetikdban az irraciondlisok
problémdjanak egyre korrektebb kezelése. Tolik vették at az arabok.

o Korrekt médon kezdtek veliik is szamolni. Nem bizonyitottdk ugyan
altalanosan eljardsaikat, de boségesen illusztraltdk mddszereiket.
Példaul:

V3+V12=1/(3+12) +2V3-12 = V27 = 3V/3.

o Az dltalanos elv, amit haszndltak, mai jelolésekkel a

Va+vVb=1/(a+b)+2Vab (1)

azonossag, ahol természetesen a, b > 0.
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1. Hindu aritmetika (200-1200)

1. Hindu aritmetika (200-1200)

Bhaskara a kovetkez6 eljarast adta meg verbélisan két irracionalis
Osszegére:

A nagyobbik és a kisebbik hanyadosanak négyzetgyokét noveld eggyel,
vedd ezen Osszeg négyzetét, majd szorozd meg a kisebbel, és ennek
négyzetgyoke a két négyzetgyok osszege.

Ez az elébbi példank esetén ez azt jelenti, hogy

V3+V12=

ami természetesen most is 3v/3.

o Folismerték, hogy egy masodfoki egyenletnek két gyoke van, ami
negativ, vagy irraciondlis is lehet.
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2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szazadban.

2. lrraciondlisok a XVI-XVII. szdzadban.

@ 1500 koriil az eurépai matematikusok, elsésorban az iszlam tradiciok
alapjan, mar egyre kiterjedtebben szamoltak gyokmennyiségekkel,
specidlis tipusokat definidltak és kalkulusokat adtak meg.

o A f6 motivacid a gyakorlat és a tudomdnyok igényei.

o Emlitésre érdemes (j eredményeket tartalmaz példdul az olasz Luca
Pacioli (1445(?)-1517) Summa..., tovdbbd Tartaglia (Nicolo
Fontana, 1500(?)-1557) General trattato de’ numeri e misure cimii
konyve.

@ A szdzad masodik harmadaban az irracionélisokkal valé szdmolasi
technikdkat jelentésen tovdbbfejlesztette a német Michael Stiefel
(1487-1567) és a flamand hadmérndk Simon Stevin (a hollandok
. Bolyaija”, 1548-1620). Egyre djabb tipusait definiiltik a
gyokmennyiségeknek, és adtak rdjuk kalkulusokat.
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2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szézadban.

2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szadzadban.

Stiefel Arithmetica Integra, 1544.

Mivel az olyan geometriai bizonyitasokban, ahol a racionalis szamok nem
megfelelbek, alkalmazhatdk az irracionalis szamok, és veliil elvégezhetjiik a
bizonyitdsokat; az irdnyba kényszeriiliink haladni, hogy kijelentsiik: az
irracionalisok igenis szamok, mivel a veliik kapott eredmények redlisok
(valésagosak). Mdsrészt azonban mds meggondoldsok arra késztetnek
benniinket, hogy tagadjuk azt, hogy az irracionalisok egyaltalan szamok.
Ugyanis, amikor szamolunk veliik (tizedestért alakban) azt tapasztaljuk,
hogy nem lehet Gket pontosan meghatarozni. Iéy nem nevezhetjiik Gket
igazi szamoknak, mivel természetiiknél fogva hianyzik beldliik a precizitas.
Ezért, ugyanugy mint ahogy a végtelen nem szam, egy irracionalis szam
sem igazi szam, hanem épptgy valami kodos végtelen.
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2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szézadban.

2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szazadban.

o Stiefel példaul az v/a + ¥/b alakdakra. (Euklidesz X. kdnyve)

@ Girolamo Cardano (1501-1576) — a hires Ars Magna szerz&éje —
eljdrast adott a kobgyokot tartalmazé nevezd gyoktelenitésére.

o Stevin egyik legismertebb Ujitdsa a tizedesortek kozel mai formaju
irasa volt.

o A nullat egyre inkabb szdmnak tekintették, de ,, semminek” nevezték,
ami igen sok problémat okozott a negativ szimok mibenlétének
tisztazasakor.

o Az a kérdés, hogy az irraciondlisok, a gyokmennyiségek, szamok vagy
nem még jé ideig élénk vita targya volt.
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2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szézadban.

2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szazadban.
Stiefel

A valésagos szamok egészek vagy tortek, igy az irracionalisok nyilvan nem
szamok.

Blaise Pascal XVII: szazad

Az olyan mennyiségek, mint példaul a v/3 csak geometriai mennyiségként
foghato fol. Az irracionalisok pusztan szimbolumok, amelyek nem léteznek
az altaluk reprezentalt folytonos geometriai mennyiségtdl fiiggetleniil. A
veliik valo szamoldsokra tehat nem aritmetikai szabalyok vonatkoznak,
hanem az Eudoxos-féle ardnyelméletet (Euklidesz V. kényve) kell
alkalmazni.

Isaac Newton (1643-1727)

Az 1707-es Arithmetica Universalis-ban |ényegében ugyanez van (kb. 30
évvel kordbbi eredményeinek Gsszefoglaldsa).

V.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)
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2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szazadban.

2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szdzadban.

M3s vélekedések.

@ Simon Stevin: az irracionalisok olyan szamok, amelyek tetszéleges
pontossaggal megkozelithetSk raciondlis szamokkal.

o René Descartes (1596-1650) 1628-ban kiadott A gondolkodds
szabdlyai cim{i konyvében az irraciondlisokat olyan absztrakt
szamoknak tekintette, amelyek folytonos mennyiségeket
reprezentdlnak.

@ Az angol John Wallis 1685-ben megjelent Algebra cimii konyvében
mar teljes jogl szamoknak ismerte el az irracionalisokat, s azon
véleményének adott hangot, hogy az Elemek V. konyve lényegében

aritmetikai jellegii.
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2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szézadban.

2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szadzadban.

Példaként tekintsiik Cardano egy feladatat.

Az apa 56, fia 29 éves. Hany év miilva lesz az apa kétszer annyi id6s, mint
a fia?

V.

Ha x jeloli az évek szamat, akkor az
56 + x = 2(29 + x)

egyenletet kell megoldanunk, amibél x = —2. A kapott negativ megoldas
lehetetlen, ami abbdl addédott, hogy rosszul tiiztiik ki a feladatot. Azt
kellett volna kérdezniink, hogy , hany évvel ezel6tt" volt az apa kétszer
annyi id6s, mint a fia
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2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szézadban.

2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szazadban.

A problémas negativ szamok.

Hasonlé gondjaik voltak a ,, negativ szamokkal” is. Iszlam tradicidk alapjan
szamoltak ugyan veliik, de a legtobb matematikus nem tekintette azokat
szamoknak. Egyenletek megolddsaként tobbnyire még azok sem fogadtak
el Oket, akik kiilonben hajlamosak voltak szamnak tekinteni.

o Legtobbjiik, igy Stiefel is, , abszurd szamoknak” nevezte Sket.

@ Girolamo Cardano megadta ugyan az egyenletek negativ gyokeit is, de
csak fiktiv megoldasoknak, puszta szimbdlumoknak tekintette azokat,
hiszen a semminél kisebb mennyiségeket reprezentdltak, mig a
pozitivokat valésoknak nevezte.

@ Hasonldan vélekedett Descartes is, aki az egyenletek negativ gyokeit
hamis gyokoknek nevezte, mert azok a semminél kisebb mennyiséget
jelolnek, de az egyenlet transzformdcidjdval pozitivva, azaz —
széhaszndlata szerint — valdssa tehetdk.

4
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2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szézadban.

2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szazadban.

@ Blaise Pascal (1623-1662) a 0 — 4 kivondst valami teljesen abszurd
dolognak tartotta.

o Baratja, a teolégus és matematikus Antoine Arnould, érdekes érvet
taldlt a negativ szamok ellen.
o Megkérddjelezte a
(-1):1=1:(-1)

arany korrekt voltat, hiszen, ha —1 < 1, akkor a bal oldalon kisebb
szam aranylik nagyobbhoz, mig a jobb oldalon forditva, nagyobb
aranylik a kisebbhez. Ezen aranyok semmiképp sem lehetnek egyenldk.

o Példaja masok figyelmét is folkeltette.

o Komoly elvi problémat okozott az is, hogy a 0-t ,,semminek” nevezték.
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2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szazadban.

2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szdzadban.

1712-ben Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1726) azt irta, hogy

. az ellenkezés jogos, de azért lehet ilyen aranyokkal dolgozni, mert
korrekt formajuak. Igy veliik ugyanaz a helyzet, mint a képzetesekkel.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)

2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szézadban.

2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szadzadban.

Emlitésre érdemes kiilonos véleményt hangoztatott John Wallis
(1616-1703), aki elfogadta ugyan a negativ szamokat, de gy vélte, hogy
azok nem kisebbek a 0-ndl, hanem nagyobbak a végtelennél. 1685-6s
Arithmetica Infinitorum cim{i kdnyvében dgy érvelt, hogy a a/0 hanyados
pozitiv a-ra végtelen Iévén, amennyiben a nevezét egy negativ b szamra
cseréljiik, akkor az a/b hdanyadosnak nagyobbnak kell lennie a végtelennél. |

Miel6tt a matematikusok egyontetli véleményre jutottak volna a negativ és
az irraciondlis szamok mibenlétérdl egy talan még silyosabb kérdéssel
keriiltek szembe, a komplex szdmokkal. Ezekrél majd késobb.
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2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szézadban.

2. Negativ szamok és irracionalisok a XVI-XVII. szazadban.

Egy kis osszegzés.

o Az els6 algebrista, aki elfogadta a negativ szimokat az angol
Thomas Harriot (1560(?)-1621) volt a XVI. szdzad végén, de az
egyenletek negativ gyokeit 6 is elvetette. O hasznalta elészor kettés
értelemben a minusz jelet.

o Az olasz Raffaello Bombelli (1526-1572, a , casus irreducibilis” els§
megolddja) korrekt definiciét adott a negativ szimokra.

@ Simon Stevin az egyenletekben ugyan megengedte a negativ
egyiitthatdkat, de gyokként mar nem.
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3. Uj eredmények az irracionalisokkal kapcsolatban.

3. Uj eredmények az irraciondlisokkal kapcsolatban.

o A XVI. szdzad utolsé harmadanak egyik nagy eredménye a lanctortek
részbeni Ujrafolfedezése és djabb alkalmazésai volt.

o Az Gjdonsdg az a folismerés volt, hogy a végtelen lanctortek jol
alkalmazhatdk az irracionalisok elméletében is.

o Raffaello Bombelli 1572-es Algebra cimii konyvében taldlkozunk ezzel
elészor. O a /2-t a kovetkezOképpen kozelitette.
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3. Uj eredmények az irracionélisokkal kapcsolatban. 3. 0j eredmények az irracionalisokkal kapcsolatban.

Bombelli szdmolasa. Bombelli szdmoldsanak folytatasa (mai fogalmakkal).
o Kiinduldsi pontjaa v2 =1+ % egyenléség volt, amibdl el6szor @ Az eljérast folytatva Bombelli azt kapta, hogy
1 1 1
\@:1+;:>y:1+\/§:>y:2+;, V2=1+ : '
o majd 2+ 1
24—
V2=1+4+-=1+ , 2y 1
- 1
24+ y 24 -
adddott. 24+ —
o Ezt folytatva a B
1 @ azaz
V2=14—"" 111 1 1
1 V2=l1+4—F—4—F:—+—+...
QR 24+ 2+ 2+ 24+ 2+
24+ l @ Azzal természetesen mdr nem foglalkozott, hogy a végtelen lanctort
konvergdl-e valamilyen értelemben, hiszen az ilyetén kérdések abban a
egyenlGséget kapta. korban fol sem meriiltek.
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3. Uj eredmények az irracionlisokkal kapcsolatban.
Ujabb fogalom: végtelen szorzatel6allitdsok. Ujabb végtelen szorzatok.
o Emlitésre érdemes el6zménye volt Wallis eredményének a francia
@ John Wallis a mar emlitett konyvében végtelen szorzatel6allitast adott udvari matematikus és csillagisz Frangois Viete (1540-1603)
m-re: 4ia - drbe irt 2k- i (k> 5
4 3.3.5.5.7.7... forrzullajla 7r| re, atmelyet korbe irt 2%-oldald (k > 2) sokszdgek
—_—— segitségével nyert:
T 244668 gty
A konvergencia problémaja természetesen nala sem meriilt fol. 2 —
o Konyvében azt is megemlitette, hogy Lord William Brouncker o
(1620-1684), a Royal Society (az Angol Kirdlyi Tudés Térsasig) elsé 1
elndke, ezen szorzatra a kovetkezd végtelen lanctortet adta meg: = \/;
4 —_ 12 32 52 72 z . . 7 e . . ” .
e 2121 21 21 ) o A Ianctottek konvergencnapro.blerriajaj\,vall' is VYaIIls foglalkozott elk?szor
az 1695-6s Opera Mathematica cimii konyvében, de csak formalis
de nem haszndlta semmire. ) szamolasokat végzett megadva a ldnctort véges kezdd szeleteit, 6
konvergensnek nevezte, sorozatat.
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3. Uj eredmények az irracionélisokkal kapcsolatban. 4. Komplex szamok.

Egy rovid eléremutatas. » Képzetes szamok” .
Végtelen egyszerii lanctortek. Cardano feladata.
Legyen ag € Z, a1, a2,... € N. Az Bontsuk fol a 10-et két részre gy, hogy a részek szorzata 40 legyen.
1 P
e 7 A megoldas.
a+ 1 A feladat az x(10 — x) = 40 mdsodfokl egyenletre vezet, amelyet
n 1 formalisan megoldva az 5 4 /—15 gyokoket kapjuk.
az — o
' Cardano kommentarja.
kifejezést végtelen egyszerii ldnctortnek nevezziik. ) ... ha tiltessziik magunkat azon a lelki tortidrdn, amit az ilyen szdm okoz,
formalisan ellendrizhetjiik az eredményt, ami korrekt, de hasztalan.
Egyszer(i észrevételek. ’
Q « véges kezdd szeletei sorozata mindig konvergens. Bombelli kalkulusa.
@ E hatdrérték mindig irraciondlis szadm. A | casus irreducubilis” tdrgyalasakor leirta a négy alapmiivelet
@ Ha az ap, a1, a», . . . sorozat valahonnan kezdve periédikus, akkor a elvégzésének szabilyait az a + b\/—1 alakd kifejezésekre, de ezeket nem
gydke valamely egész egyiitthatés masodfokd polinomnak. tekintette szimoknak, csak haszontalan puszta , szofizmusoknak” . |
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4. Komplex szémok. 4. Komplex sz&mok.

» Képzetes szamok” . » Képzetes szamok” .
Albert Girard véleménye.

Mire is hasznalhatjuk ezen lehetetlen megoldasokat? Harom okunk is van:
az adltalanos szabalyok bizonyitasa, hsznalhatésaguk és mert nincs mds

o Isac Newton.
megolaas. / Nem tulajdonitott jelentéséget az egyenletek komplex gyokeinek nyilvan
Konkluzié azért is, mert nem volt (akkor még) fizikai jelentésiik.

Lényegében tehdt, mint az egyenletek formalis megolddsat, a komplex
megoldasok elfogadasat ajanlotta, de azt nem fogadtak el kortarsai.

G. Leibniz 1702.

Az Isteni Szellem egy nagyszerii megnyilvanuldsi alkalmat talalt az analizis
Descartes. ezen csoddjdban, az idealis vilag e szokatlan tiineményében, amely

Q Elutasitotta, imaginarius (képzeletbeli) megolddsoknak nevezete egyidejiileg Iétez5 és nemlétez, amelyet mi a negativ egység imaginarius
gyokének neveziink.

azokat. )
Q Ervelése.
@ Az egyenletek negativ gySkei az egyenlet transzformdacidja révén
val6sokka (azaz pozitivokkd) tehetk,
@ a komplex gydkokkel ezt nem lehet megtenni.

4
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4. Komplex szémok.

» Képzetes szamok” .

Ut a megoldasok felé.

Miel6tt akdr az irraciondlis, akar a negativ szdmok kérdésében |ényeges
el6rehaladas tortént volna, hosszu és éles, olykor személyeskedd vitaban —
ha nem is kielégitéen — valahogy megoldddott a komplex szamok
mibenlétének néhany fontos momentuma. A , megolddshoz”, mint
annyiszor, most is keriilé Gton jutottak el.
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4. Komplex szémok.

Vita a komplex szdmok mibenlétérdl 1.

1. fordulé: Jacob Bernoulli és G. Leibniz.

@ Mindezek ellenére nyugodtan haszndltdk — formalisan — e mddszert,

DE nem foglalkozak azzal, hogy a b® — 4ac < 0 esetben a gyokok
nem valédsak,
dx

cx+d
eredményezett, amelyekben legaldbb a d nem valés (komplex) szam

volt.

igy eljdrasuk alapjan olyan [ alaku integralokat is

ami azt foltételezte, hogy ismerték és hasznaltdk mind a negativ,
mind a komplex szdmok logaritmusat is.

Leibniz ki is jelentette, hogy a komplex szamok jelenléte semmiféle
problémat nem okoz.
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Vita a komplex szamok mibenlétérdl.

1. fordulé: Jacob Bernoulli és G. Leibniz.
b — 2

2

. a“dx . A0l el
o Jacob Bernoulli az [ ——— integrél kiszdmitdséra az x = a-5——
a? —x b2+t

helyettesitést alkalmazta,

dt . L o 2
eezAf o Alog t alakd, tehat logaritmusfiiggvényre vezetd integralt

1 i 1
at+x a—x
folbontast.

o Erre Leibniz is rdjott, Johann Bernoullival kozosen alkalmazta

J

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Aritmetika - Szdmelmélet 2016. marcius 17. 34 /49

eredményezett.

@ Késébb 6 is folfedezte az

a
2 —x2 2

X P 2 PSP S
—5———— alaku integrdlok kiszdmitdsdra is.
ax?+bx+c

4. Komplex sz&mok.

Vita a komplex szdmok mibenlétérol 2.

2. fordulé: Johann Bernoulli és G. Leibniz.
adx

o Johann Bernoulli még ennél is tovdbb ment 1702-ben. Az [ )
—z

. Lecoa s =1 "
integral kiszdmitdsdra a z = bm helyettesitést,

@ mig az fL integralndl a z = \/—1th;1 helyettesitést
) & p2tz2 e N tr1 Y
javasolta.

. —dt . .
@ Ez utdbbi az fm integrélra vezet, ahol mar mindenképpen

komplex szam logaritmusadhoz jut.

Egy fontos folfedezés.

Az eredeti integral az arcus tangens fliggvényre vezet, igy eredménye
kapcsolatot teremtett a trigonomertrikus fiiggvények és a logaritmus
fliggvény kozott.

4
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4. Komplex szémok. 4. Komplex szémok.

Vita a komplex szamok mibenlétérdl 2. Vita a komplex szdmok mibenlétérdl 2.

Leibniz érvelése.

o A pozitiv logaritmus értékek az 1-nél nagyobb szdmokhoz tartozok,
mig a negativok a 0 és az 1 kozottiekhez.

Tisztazandé 4j kérdések.
© Léteznek-e a negativ, ill. a komplex szamok logaritmusai?

@ Ha igen (ugyanis a kovetett eljdrdsok ezt igénylik), akkor hogyan

@ Nincs olyan szdm, amely valamely masféle szam logaritmusa lehetne.
definidljuk azokat?

) o Ha log(—1) létezne, akkor igaz lenne a log(—1) = 2log(+/—1)
egyenléség is, de ennek jobb oldalan nemlétez6 mennyiség all.

Leibniz valaszai. o Mondta mindezet integralasi mddszerei ismeretében.

Egy 1712-es dolgozat és levél Johann Bernoullihoz: »
@ a negativ szdmok logaritmusai a valésagban nemlétezék, Johann Bernoulli érvei.
L p ; d(— d
o oz Izl use ((dpzsleibalid, ) d(=x) XX) = 7)( = log(—x) = log x. Lévén log1l =0, log(—1) =0 is all.
Johann Bernoulli viszontvélasza.

Leibniz kontraja.

A negativ szdmok logaritmusai létez8k, azaz valdsdgosak (valds szdmok).

d
A d(log x) = YX osszefiiggés csak pozitiv x-ekre 3ll fonn.

v
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4. Komplex szémok. 4. Komplex sz&mok.

Vita a komplex szdmok mibenlétérdl 3. Vita a komplex szamok mibenlétérdl 3.

Euler 1740-es levele Johann Bernoullihoz.
o Egy differencidlegyenlet kétféle megoldasabdl
3. fordulé (1727-31): Johann Bernoulli és Leonhard Euler (1707-83) . gy diierenciaiegyen me

Bernoulli fonntartotta korabbi véleményét, amelyet Euler elutasitott. Az 6

y = 2cos x és y =@/ 4 g/
véleménye is meglehetbsen ellentmondasos volt ekkor még. lgy nem

jutottak egyetértésre. adédik.
o Mivel az egyenletnek egyetlen analitikus fiiggvény tesz eleget

Attérés, Roger Cotes eredménye 1714-bél. kovetkezik, hogy

o A mar-mir feledésbe meriilt eredmény (mai jeldlasekkel) V=Ix | o—V=Ix eV=Ix 4 o—v=Ix

sinx:ﬁ és CoS X = S S—
V—1® = log(cos ® + v/ —1sin ®). v
. . . o Ebbdl kovetkezik Cotes eredménye is.
o Ez késébb alapvetének bizonyult.

o Melléktermék: pontos kapcsolat a trigonometrikus és az exponencidlis
fuggvények kozott.

@ 1743-ban publikdlta ezt.

4
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Vita a komplex szamok mibenlétérdl 3.

Egy kozbiilsd de fontos eredmény 1. August de Moivre (1667-1754)

E francia matematikus Nantes-i Ediktum visszavondsa miatt menekiilt
Anglidba egy 1722-ben publikilt dolgozatiban (az eredmények 20 évvel
kordbbiak) azt irta, hogy egy igen érdekes Gsszefliggést taldlt két adott
aranyul szog sinus versusai kozott. E szogfliggvény ma mar nem
hasznélatos: versaw =1 — cos .
o Azt allitotta, hogy ha két szog ardnya 1: n és x, t jeloli rendre sinus
versusaikat, akkor rajuk fonnallnak az

1—2z"+2°" = —27"t és 1—2z+2°=—2zx

egyenletek.

@ Ezekbdl a z kikiiszobolése utan, és az
x =versp =1—cosyp, t=versnp =1 — cos ny helyettesitésekkel

az kaphatd, hogy

4
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4. Komplex szémok.

Vita a komplex szdmok mibenlétérdl 3.

Euler kontra Leibniz és Johann Bernoulli 1.
Q Leibniz allitdsa, hogy a d(log x) = dx/x Osszefiiggés csak x > 0-ra
igaz , arnyékba boritja az analizis alapjait, amely szerint azok

ltaldnos elveket tartalmaznak”. E formula is altalanos.
i d(=x)  dx , . .
@ Bernoulli érvelésébdl, miszerint S = = pusztan az kovetkezik,
hogy log x és log(—x) egy additiv konstansban — amely éppen
log(—1) — kiildnbozik.
@ Bernoullinak a log(—1) = 0 allitdsat korrekten bizonyitania kellett
volna.
@ Azon érvelése ugyanis, hogy a (—a)? = a? egyenléség alapjan
log(—a)? = log a?, amibél log(—a) = log a kdvetkezik nem korerkt,
O hiszen (ay/—1)* = a* = loga = log(ay/—1) = log a + log(v/—1),
azaz log(v/—1) = 0.

4
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4. Komplex szémok.

Vita a komplex szamok mibenlétérdl 3.

Egy kozbiils6 de fontos eredmény 2. August de Moivre (1667-1754)

°
(cos + vV —1sin)” = cos np + v/ —1sin np.
o E formulaban Moivre-nal n > 0 egész.

o Euler késébb megadta altaldnositdsat tetszleges valds kitevore, de
eredménye nem volt korrekt.
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Vita a komplex szamok mibenlétérdl 3.

Euler kontra Leibniz és Johann Bernoulli 2.

@ Bernoulli azonban més helyen azt llitotta, hogy log(v/—1) = —lg.
o Leibniz (Newton és Gregory eredménye alapjan):
[o ]
(_l)nfl
| = X"
og(1+ x) Z X"
n=1
@ amibél az x = —2 helyettesitéssel a
4 8
log(~1) = —2— -~ — > —
og(—1) 273

o végtelen sor adddik, amib8l mar jdl Iathatd, hogy log(—1) # 0, sét
nem is |étezik.

o Euler vélasza: sorokkal érvelve itt semmit sem ériink el.

4
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Vita a komplex szamok mibenlétérdl 3.

Euler kontra Leibniz és Johann Bernoulli 3.

@ hiszen
1 0 L
Tox = 17x+x27x3+x47...:Z;(fl)'x',
o amelybdl x = —3 és x = 1 helyettesitésekkel, majd a két sort

Osszeadva kapjuk, hogy

1
§:1+3+9+27+...
1—1 1+1-1+

=
0=2+2+10+26+...

@ és az utolsé egyenléség pedig mar nyilvan lehetetlen.

V.
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Euler megoldasa 2.
o Mivel x* egy végtelen nagy kitevdjli gyok (Iévén 1/i végtelen kicsi
kitevd), az y-ra végtelen sok komplex értéket kapunk,

@ tovabba y = log x, ezért log x-nek is végtelen sok komplex értéke van.
o Pontosabban fogalmazva, ha

x=a+ bv—1=c(cosp + vV—1singp),
akkor a ¢ helyett e€-t frva
x = e(cosp +v/~1sinyp) = eCeV/~1pE2Am)

o igy
y =logx = C+ (¢ £2\71)v—1,

ahol ) tetszéleges nemnegativ egész szam.

4
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Euler megoldasa 1.
Egy végtelen sor mai szimbolikdval.

= 1 1\"
e=3 o= jim (1+2)

n=0 "

o Az e végtelen osszegként valé ismert eléallitdsa alapjdn
i
x=¢e = (1 + X) ,
i

ahol i egy végtelen nagy szamot jeldl.

o Mindkét oldalbdl i-edik gyokot vonva
X :1+X,, azaz y:i(x%—l).

adédik.
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4. Komplex sz&mok.

Euler megoldasa 3.

Euler kommentarja.

...valamely adott pozitiv valés szamnak egyetlen valds és végtelen sok
képzetes logaritmusa van, mig a negativ és a képzetes szamok
logaritmusanak minden értéke képzetes, tehat imaginarius, azaz
képzeletbeli”.
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4. Komplex szémok.

Zaré megjegyzések.

1. Megjegyzés.

E zsenidlis megoldasaval nem aratott osztatlan sikert. Példaul D’'Alambert,
aki a Nagy Francia Enciklopédia matematika fejezetét Gsszeallitotta,
analitikus, geometriai és metafizikus érvek sordt adta a log(—1) =0
egyenléség elfogaddsa érdekében.

2. Megjegyzés.
Euler gondolatmenet mai szemmel is brillidns, de
bar korrekt eredményre vezet

°
°
@ mai értelemben teljesen inkorrekt.
°

Mentségiil: Euler zseni volt.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Aritmetika - Szdmelmélet 2016. mércius 17. 49 / 49



	0. A szám fogalma.
	1. Hindu aritmetika (200-1200)
	2. Negatív számok és irracionálisok a XVI-XVII. században.
	3. Új eredmények az irracionálisokkal kapcsolatban.
	4. Komplex számok.

