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Torténelmi mérfoldkovek

Mezopotamia a Il. évezred el6tt.

Az itt él6 népek 2.

@ Virosillamokat alapitottak,

Q@ a V. évezred végén Osszeolvadtak az dslakdkkal.

© Megbizhatd régészeti (irdsos) forrasok kb. 2750-t8l vannak, zémmel a
varosallamok harcairdl a hegeménidért.

@ Példaul Uruk « Kis, és Ur < Lagas.

© 2500-tdl Ur, a kor legnagyobb lakossagu varosa, hegeménidja.

O 2400 koriil Lagas a vezet6é hatalom, az elsé tarsadalmi reform:
Urukagina a kistermel6k érdekében, majd az elsé kisérlet egységes
birodalom [étrehozasara.

@ 2370 koriil Sarrukin (Szargon) vezetésével AKKAD héditék, az elss
sémi nép e tdjon. Atveszik és terjesztik a sumér kultirat.
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Torténelmi mérfoldkovek

Mezopotamia a Il. évezred elGtt.

@ Mar a l.e. VIII. évezred elején is lakott volt a kellemetlen okoldgiai
viszonyok ellenére.
@ Kevés dsvanyi nyersanyag, pusztitd drvizek: 6zonvizek.
@ Az elsd varosok (falvak) kultikus helyeken 7000-t&I:
@ Dzsarmo (Kurdisztan) kb. 150 lakos,

@ Jerico (Palesztina) kb. 2000 lakos 6000 koriil,
© Ur (Dél-Mezopotamia) kb. 34.000 (!) lakos 2800 koriil.

Az itt él6 népek 1.
@ Az Sslakék ismeretlenek.
@ Az elsd ismert bevandorlék a SUMEROK.
© Nem tudjuk merrdl jottek,

@ biztosan nem tartoztak a semi-, ill. az indoeurdpai népek csaladjaba.
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Torténelmi mérfoldkovek

Mezopotamia a Il. évezred elGtt.

Az itt él6 népek kulturdja.
@ Ismeretlen eredetii képiras.
@ 2600 koriil: a Gilgames eposz, az elsé irodalmi alkotds.
@ Ozbnviz legendsk.
@ Mintegy 250 ilyen legenda ismert.
@ GOrogok: Zeusz bosszija az emberi romlottsdg miatt.
@ Majak: A gyékényen iil6 bolcsek konyve.
O A, klasszikus" bibliai torténet.
© Fontos taldlmanyaik.
@ fazekaskorong,
@ lovak hasznilata,
@ 16 vontatta kerekes jarmiivek.
Q Kezdetleges, helyiértékes jegyeket is hordozd, szamirds: jele az 1-nek
és a 10-nek, meg a 60 hatvanyainak volt.
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Torténelmi mérfoldkovek

Mezopotamia a Il. évezred elsé harmadaban

2000 koriil tobb hulldmban djabb, nomad, héditéd sémi népek jonnek:
(ismét) akkadok, eldmiak, amurok/amoritdk és masok.
Letelepednek, djabb vérosokat alapitanak, koztiik BABILONT. Gyors

. lakossagcsere”, a sumer holt nyelv lesz, az akkdd valik dltalanosan
haszndltta.

A XVIII. szizad elején HAMMURAPI megalapitja az Obabiloni
Birodalmat.

Hammurapi torvényei, 1801, Susa.
Ma is érvényes és hasznalt matematikai eredmények.

1600 koril a hettita héditék megdontik a birodalmat. Rovidesen a
kassuk is jonnek, elterjesztik a I6tenyésztést.

@ Asszir héditok.
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Behistum tabla
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Torténelmi mérfoldkovek

Mezopotamia a Il. évezred elsé harmadaban

résos emlékek.
Q Az els6 szdmottevd leletegyiittes: Asszurbanipal asszir uralkodd
Ninive-i konyvtara.
@ 1870. A Behistum kétdbla megtalaldsa:
© perzsa, asszir és méd nyelven tudésit |. Dareiosz perzsa uralkodd
Kambiizesz folotti gy6zelmérdl

@ A perzsa ismeretében megfejtették a masik kettét, majd az asszir
alapjan az akkddot.
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Arilmetika

Mezopotamia a Il. évezred elsé harmadaban
A mezopotdmiai szamirds.

60-as alapi — kovetkezetesen helyiértékes — szamirast alkalmaztak.
MindGssze két jelet haszndltak: sajat jele az 1-nek és a 10-nek volt.
Hidnyossdga: nem volt jele a szimjegy hidnyanak.

6/41

A szdmjegyek irasa.
o Az 1 jele, az ,,ék":

I

o Nemcsak az 1-et, hanem a 60 barmely egész kitevés hatvanyat
jelolhette.

o A 10 jele, a , sarokpant”:

<

o Ez szolgdlt a 60 barmely egész kitevés hatvanya tizszeresének
jelolésére is.
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A mezopotamiai szamiras.
A lehetséges jelentések.

m
<<y

o Ha egész szam, akkor lehet példaul
°

1 % 603 + 10 x 60% + 20 x 60 + 5 = 253.205,

@ vagy
1 x 602 + 30 x 60 + 5 = 5.405,
@ vagy akar
60 + 35 =95

@ s6t még
1 x 602 + 35 = 3635
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A mezopotamiai szamiras.

Neugebauer otlete.

A 60-as szdmrendszerben megadott szimok decimdlis jegyekkel vald
folirdsdra Neugebauer adott meg egy mddszert: a 60-ados jegyeket
decimdlisan irjuk, és vesszdvel vélasztjuk el egymastdl. A

. hatvanados-vessz6t” pontosvesszdvel jeloljiik. igy az el8bbi szdmok a
kovetkezdképp irhatjuk:

Az atiras.

1 x 60% +10 x 60% + 20 x 60 + 5 = 1,10, 20,5 = 253.205,
1% 60% +30 x 60 4+ 5 = 1,30,5 = 5.405,
14+10x 6071 +20 x 6072 +5 x 60~ = 1;10,20,5
11 1

=175 % 180 " 33200

4
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Aritmetika

A mezopotamiai szamiras.

DE 6k hatvanados tortekkel is szamoltak. Ujabb hidnyossag: hatvanados
vesszd nincs.

A lehetséges jelentések szama novekszik.

Tortek.
Néhany lehetséges jelentés:
(]
1410 x 601 +20 x 6072 +5 x 603
P O S
- 6 180  43.200’
° 35 7
60 + 50 = 60E'
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Arilmetika

Aritmetika Hammurapi koraban.

Egyszerii észrevételek 1.

o A helyiértékes szamiras egyszeriisitette a szamitdsok elvégzését,
lehet6vé tette egyszer(i tdbldzatok alkalmazasat a szorzasra és az
osztdsra.

o llyen, szadmolast konnyitd tablat ezres nagysagrendben taldltak.

Ha ,, mai fejjel” gondolkodunk:

58 szorzétablat kellett késziteniiik: a 2-t6l 59-ig terjedd szamokra.

Ok , még praktikusabbak” voltak, roviditették a legtobb tablat:

1-20-ig minden szam szerepel, de utana csak a 30, 40 és az 50.
Vildgos miért: a hidnyzd értékek Gsszeaddssal megkaphatdk.
DE nem keriilt el6 egyetlen teljes, 58 tablas kollekcid,
SOT a kiilonboz lel8helyekrdl sem.
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Aritmetika

Aritmetika Hammurapi koraban.

Egyszerl(i észrevételek 2.
@ Olyan tébldkat (is) taldltak, amelyek

1,20 1,30 1,40 3,20 és 3,45

tobbszordseit (szorzatait) tartalmaztdk.

o Ha ezek az ismertek folytatdsai, akkor 602 = 3600 tablabdl allt volna
egy ,, kollekcid” .

@ Ez nehezen képzelhet6 el, mert agyagtabldk voltak, nem konnyii
papirusz-tekercsek.

@ SOT, olyan tablat is taldltak, amelyen a 44,26, 40 szam szorzatai
szerepelnek.

o Ha még ezek is egy ,, teljes kollekcid” részei, akkor az 603 = 216000
darabos lett volna.

o Ez elképzelhetetlen, mert kezelhetetlen is.

V.
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Aritmetika Hammurapi koraban.
Egy , rejtélyes” tabla

2 30 16 3,45 45 1,20
32 18 3,20 48 1,15
4 15 20 3 50 1,12
5 12 24 2,30 54 1,6,40
6 10 25 2,24 1 1
8 7,30 27 2,13,20 1,4 56,15
9 6,40 30 2 1,12 50
10 6 32 1,52,30 1,15 48
12 5 36 1,40 1,20 45
15 4 40 1,30 1,21 44,26,40
Kérdés.
o Mit rejt e tabla?
o A kulcs egy kis szdmolds. |
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Aritmetika

Aritmetika Hammurapi koraban.

Egyszeri észrevételek 3.

Meglepdnek tiinhet, hogy nem taldltak tablakat a 11-gyel, 13-mal, 14-gyel,
17-tel és a 19-cel valé szorzasra.

Mi lehet ennek az oka?

A rejtély kulcsa néhany elsé latasra nehezebben értelmezhet6 tabla. J
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Avitmetika

Aritmetika Hammurapi koraban.

Szamolds.
@ A haromszor két oszlopban osszetartozé parok vannak,

o példaul

1

- =0;30

2

1

- =0;20

8

1

- =0;15

4
LI 0;0,44,26,44

1721 - 1 b b ?

@ azaz reciprok-parok.
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Aritmetika

Aritmetika

Aritmetika Hammurapi koraban.

Aritmetika Hammurapi koraban.
Elemzés.

Egy kérdés.
o Mivel nem volt jeliik a szdmjegy hidnydra, mas olvasat is lehet, példaul

Mi az oka a , hidnyoknak"? Miért nem szerepelnek pl. a 7,11,13,14, ...
szamok?
2-30=1,0,

2.0;30=1,
0;2-0;30=0;1

Egy egyszerii vélasz.
@ Az ilyen szamok reciprokai nem véges hatvanados tortek, példaul

1:7=0;8,34,17,

1:11 = 0;5,27, 16,21, 49,
o Vélhetden a tablzatban olyan (a,3) parok szerepelnek, amelyekre

X (periédikus) hatvanados tortek.
a-a=060", keZ. Ayl 2 ] a 2 D ng
o VélhetSen a végeseket tekintették , szabdlyosoknak™, hiszen azokkal
o Megjegyzés. Itt és késébb az egyiptomi matematikdhoz bevezetett lehetett konnyen szdmolni.
1

— = n irdsmédot fogjuk hasznalni.
n

@ Sokszor tettek egy kivételt: 1 - 10-ig csak a 7 nem szabdlyos, olykor
) szerepelteték a 7 tobbszoroseit is.
J
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Aritmetika

Négyzetgydkvonds-Pithagorasz-tétel

Egy meglepetés: approximécié jellegli eredmények. Az YBC 7289 agyagtabla.
1. Tébla (Sachs)

o A szoveg a 7,11,13,14 és 17 reciprokait targyalja, de 14 és 17 esetén
nem a-a =1, hanem a- 3 = 10 alakban,

o és kétoldali kozelitést ad 7-re,

8,34,16,59 < 7 < 8,34,18
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Négyzetgydkvonds-Pithagorasz-tétel

2. a YBC 7289 tabla.

A tablan egy négyzet lathatd két atldjaval. Az oldalan a 30, atléin az
1,24,51,10 és a 42,25, 35 szamok olvashatdk.

Ezek interpretacidja:
o Vegyiik észre, hogy

1,24,51,10-30 = 1,24,51,10 : 2 = 42,25,35
® ami azt rejti, hogy az a = 30 oldalbdl a d = 42, 25,35 4tlét a
V2 =1;24,51,10

érték segitségével kaptuk.
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Négyzetgydkvonds-Pithagorasz-tétel

Tovabbi approximacidk.

o Hasznaltdk a pontatlanabb v/2 & 1;25 kozelités is.
o Ebbdl szarmazhat a Ill.-1V. szdzadi hindu Sulva-Sutra
1 1 1
e R T
értéke,
o amelynek szexageszimdlis megfelel6je:
1;25—-0;0,8,49,24 = 1;24,51, 10, 35, ...

o Még ekkor is haszndltdk az egyiptomi elemi torteket.
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Négyzetgyokvonas-Pithagorasz-tétel

Mennyire j6 az approximacié?

Szamoljunk

o Emeljiink négyzetre
1;24,51,10% = 1; 59,59, 59, 38, 1, 40

@ azaz a hiba kisebb mint 22 x 60~* ~ 10~

o Decimdlisan e szdm 1,41421296, a mai kalkulator adta 1,4142135
helyett.

Egy jogos kérdés.
o Ismerték a Pitagorasz-tételt tobb mint 1000 évvel a gorog
matematikus el6tt?

e A vilasz IGEN, de ...
o Késébb indoklunk.
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Plimpton 322 Plimpton 322

A Plimpton 322 agyagtébla. Plimpton 322 Neugebauer atirdsaban
| (=b)  li(=d) IV
[1,59,0,]15 1,59 2,49 1
Az elsé benyomds. [1,56,56,]58, 14,50, 6, 15 56,7 3,12,1 2
@ A New York-i Columbia Egyetemen &rzot tabla toredezett, még ujkori [1,55,7,]41,15,33,45 1,16,41 1,50, 49 3
megtalaldsa el6tt megragasztottak. [1,]5[3,1,]0,29,32,52,16 3,31,49 59,1 4
@ Az eredetileg minden bizonnyal nagyobb tablan négy oszlop talalhatd, [1,]48,54,1,40 L5 1,37 5
az utolsé jelentdsége csekély, csak a sorok szdmozdsat tartalmaza. [1,]47,6,41,40 5,19 8,1 6
o Mindegyik fol6tt megnevezés is van (az elséé letorott) [1.,143, 11, 56, 28, 26, 40 38,11 %9,1 !
iy e [1,]41,33,59,3,45 13,19 20,49 8
o Il szelessegmegoldo Szam, [1’ ]38, 33, 36, 36 97 1 12’ 49 9
o |ll. atmérémegoldé szam, 1, 35,10, 2,28,27,24,26,40 1,22,41 2,16,1 10
o IV. neve. 1,33,45 45 1,15 11
1,29,21,54,2,15 27,59 48,49 12
[1,]27,0,3,45 7,12,1 4,49 13
1,25,48,51,35,6,40 29,31 53,49 14
[1,]23,13, 46,40 56 53 15
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A Plimpton 322 agyagtabla. A Plimpton 322 agyagtébla.
Néhdny egyszer(i észrevétel.
o Az eredeti tabla néhany hibat tartalmaz:
(a) 11.9-ben 9,1 &ll, a helyes érték 8,1 lenne,
(b) 1.13-ban 7,12,1 &ll 2,41 helyett, 777 észrevétele.
(Z) Illlll'lsgbe" 53 ta'%“‘até 1'46hh7|yett' 1.8. helyes értéke a fontivel (amely Neugebauer kdnyvében szerepel)
() (MEPecon €7 BT Aot TElprese J szemben [1]41, 33,45, 14, 3,45. E hiba okit sem magyardzza Neugebauer.
o . . Az elemzés alapjan amennyiben d? leirdsandl 7,13, 20,01 helyett
E hibak vélhetd okai. egyszeriien 7,13, 21-et irunk, a tablizabeli értékhez jutunk.
o (a) egyszerli elirds lehet, pl. masolasi hiba,
o (b) a szerepls érték a helyes szam négyzete: 2,412 =7,12,1
@ (c) az irnok a helyes érték felét irta oda: 53 -2 = 1,46
@ (d) nincs rd magyarazat.
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A Plimpton 322 agyagtébla.

Neugebauer elemzése 1.

@ A ll. és a lll. oszlopban &llé b, d szamok (n pitagoraszi szamok,
ugyanis
=Py b2

o Az [ szdm ugyan nem taldlhaté meg a (jelenlegi) tablazaton, de
konnyen kiszamithaté b és d ismeretében.

o VélhetSen egy idékozben letorétt (és vissza nem ragasztott)

oszlopban szerepeltek.
d2
@ Az els6 oszlop pedig a 7 szamokat tartalmazza.

o Itt a Pitagorasz-tétel?,

o sOt itt kezd6dott a pitagoraszi-szamharmasok vizsgalata?

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)
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Plimpton 322

A valaszok.
1. Kérdés.
@ Az els6 sorbdl b 1.50
7= 2.0 =0;59,30~1

@ azaz a hdromszog egyenlszard, egy négyzet fele.

o Egyszeriien kaphatd, hogy a 15. sornak megfelel6 derékszogii
haromszog két hegyesszoge kozelitéleg 30° és 60°.
.y . - d?
o A kozbiilsé étékek pedig olyanok, hogy az I. oszlopbeli A értékek

d
kozelitéleg linedrisan csokkennek, ami még inkdbb teljesil a 7
értékekre.

3. Kérdés.

A vélasz egyszerli: empirikus eredményként.

V.
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A Plimpton 322 agyagtébla.
Az el6bbi / értékek.

sor / sor / sor I

1 2,0 6 6,0 11 1,0
2 57,36 7 450 12 40,0
3 1,20,0 8 16,0 13 4.0
4 3,45,0 9 10,0 14 45,0
5 1,12 10 1,48,0 15 1,30

Harom megvalaszolandé kérdés.
@ Milyen elv szerint rendezték el a szamharmasokat?

© Hogyan szamoltak ki a tdbldzaton szereplé szamokat? Hogyan
hatdroztak meg olyan négyzetszamokat, amelyek osszege
négyzetszam?

© Milyen ,,szinten”, milyen ,, mélységben” ismerték a Pitagorasz-tételt?
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Plimpton 322

A vilaszok.
2. Kérdés.
o Tudjuk (MA), hogy minden pitagoraszi szimharmas megkaphatd a
kovetkezd formula alapjan.

I=2pq, b=p°—q* d=p>+q°,

@ ahol p, g € N, amelyekre In.k.o.(p,q) =1, p > g, nem lehet
mindketté paratlan.

Ezekbdl

9~ (pa+pa)

;= 5(P3+Pa)-

o Vildgos, hogy % csak akkor véges hatvanados tort (a tabldn ez mindig
teljesiil), ha p, g szabdlyos szdmok, azaz csak a 2,3,5 lehetnek
primosztdik.

@ So6t, mindegyik olyan, hogy reciproka szerepel majd mindegyik
tablazatban.
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A vilaszok.

2. Kérdés, a szamolds menete.
@ Sok olyan feladat szerepel az agyagtablakon, amelyekben két
mennyiséget kell meghatdrozni akkor, ha ismerjiik szorzatukat
valamint Gsszegiiket vagy kiilonbségiiket.

o Ha modern jeldléseket hasznalunk, akkor

x-y=a
xty=b

alakl egyenletrendszerhez jutunk, amelybdl
X = é + é i a
T2 2) T

b b\?2
y=i§:|: (5) +a

Aritmetika - Szdmelmélet
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Plimpton 322

A valaszok.

2. Kérdés, a szdmolds menete.
o Ha x, y egész, akkor a, b is egészek,
o de c = 2,/xy csak akkor (pozitiv) egész, ha \/xy egész, tehat

x=p* & y=d,

o valamely p, g € N-re.

o Ebbdl mar egyszerlien adddik, hogy a, b, ¢ pitagoraszi szamhdrmas,
ha valamely p, g € N-re, ahol p > g és nem lehetnek egyszerre
paratlanok, és

a=p’+q¢*, b=p*—q¢* c=2pq.
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Plimpton 322

A valaszok.

2. Kérdés, a szamolds menete.

"

o Eljarasukat ismerjiik, ugyanaz, ami ,,0sszeg és szorzat médszereként
szerepel az alexandriai Diophantoszndl |.sz. 250 koriil.

o Alkalmazasdhoz tudni kell az (a & b)? = a% & 2ab + b? azonossigot,
és tudni kell négyzetgyokot vonni.

o A pitagoraszi szamharmasok esetén az

a=x+y
b=x—y

egyenletrendszerbdl lehet kiindulni, de teljesiilnie kell még az

P2=b+c% & 2=4xy

foltétel parnak.
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Egy BM agyagtabla alapjan.

Négyzetgyokvonds.
o Ha a 2 négyzetgyokét akarjuk meghatdrozni akkor egy olyan szamot
kell keresniink, amelyiket 6nmagdval megszorozva 2-t kapunk.
@ Az is vildgos, hogy a keresett szdm nagyobb 1-nél, de kisebb 2-nél.
o Az agyagtdablardl tudjuk, hogy |épésenként egymads utan olyan
szamokat szamoltak ki, amelyeket onmagukkal szorozva a 2-hoz egyre
kozelebb keriiltek.

4
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Egy BM agyagtabla alapjan.

A szamolads menete.

o 1. Iépés: Legyen az elsd kozelités 1;30 és osszuk el ezzel a 2-t,
1; 20-at kapunk. A V2 e két szadm kozé esik.

@ 2. lépés: Vegyiik e két szdm Osszegének felét (szamtani kozepiiket),
ami az el6bbi ketté kozott van. Ez

0;30(1;30+ 1;20) = 0;30 - 2; 50 = 1;25.

@ Ha ezzel elosztjuk a 2-t, akkor 1;24,42 21-et kapunk. E két szam is
kozrefogja a V/2-t, de mar kozelebrdl.

o 3. lépés: Vegyiik e két utdbbi szdm szamtani kozepét:

0;30(1; 25 + 1;24,42,21) = 0;30 - 2; 49, 42,21
=1;24,51, 10, 30.

4
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XX.-XXI. szazadi kérdések.

Két kérdés.
@ Biztosan konvergal-e az iménti eljardssal kapott sorozat tetszdleges
a € QT esetén \/a-hoz?
@ Ha a vélasz igen, mit mondhatunk a konvergencia sebességérdl, azaz
mennyire hatékony az eljdras?

Vilasz az 1. kérdésre.
o Alkalmazzuk az eljirést tetsz8leges a € QT -ra.

o 1. lépés: Legyen aj, és by = ai' V/a e két érték kozott van.
1
b
Oy = 2
2 an
o E két szdm is kozrefogja \/a-t, és

a
o 2. lépés: Legyen ap = L

@ ap, by az a1 és a by kozé esik.
k)

4
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Egy BM agyagtabla alapjan.

A szdmolds menete.

Ha elhagyjuk az utolsé 60-ados jegyet, vagy a 21 felét 10-nek vessziik,
megkapjuk a YBC 7289 agyagtabla értékét: 1;24,51,10.
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XX.-XXI. szazadi kérdések.

Vilasz az 1. kérdésre.
o Az eljarast folytatva olyan

a1, az, ... by, ba, ...

sorozatokat kapunk, amelyre

@ egyrészt a; és b; (i = 1,2,...) kdzrefogja \/a-t, masrészt
|al—b1\ > |32—b2‘ > o000

o Ez azt jelenti, hogy az {aj, b;} pérok altal meghatdrozott intervallum
sorozat tagjainak hossza 0-hoz tart, azaz egyetlen kozos pontjuk van,
tehdt

lim a, = lim b, = /a.
n—oo n—oo

V.
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XX.-XXI. szazadi kérdések.

Valasz a 2. kérdésre.

o Alkalmazzuk eljdrasunkat /2 kiszdmitaséra egy 8 jeggyel dolgozé
kalkuldtort hasznalva.

Legyen a; = 1,5.

Maximdlisan kihasznalva e kalkulator lehetdséget, as = 1,4142135.

o Ez az érték megegyezik azzal, amelyet kalkuldtorunk négyzetgyokvond
funkcidja ad.

o Ha a Windows kalkuldtorat hasznaljuk, akkor az
1,4142135623730950488016887242097

szamot kapjuk.

A pontossag 6 - 107,

Emlékeztetdiil, az agyagtdbla értéke decimalisan 1,41421296
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