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Torténeti attekintés.

A gorog torzsek bevandorldsa.

@ A 3 bevandorld torzs el6bb a kisazsiai partvidéket, utdna a
szigetvildgot (beleértve néhdny Foldkozi tengeri szigetet, pl. Ciprust
is), majd a Peloponeszoszi félszigetet foglalta el.

A ionok zommel , szelid" héditék voltak, atvették a krétai eredetii
kultdrat,

az achdjok mar szervezett birodalmat alakitottak ki és megkezdték a
hatalom 3atvételét,

ezt a dorok befejeztek,

korabbi helyett szinte egyeduralkodéva tették 6si indoeurépai
hitvilagukat otvozve a krétaival.

o A kétféle — minoszi és indoeurdpai — hitvildgbdl alakult ki az ismert
GOROG MITOLOGIA, amelyben egyarant taldlhaték miikénei- és
indoeurdpai istenek.

o |.e. 1200 koriil Agamemnon vezetésével szovetség Troja ellen, a hires
Trojai haboru.

V.
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Torténeti mérfoldkovek

Torténeti attekintés.

A folyammenti kultdrak hanyatldsa a Il. évezred kozepétdl

@ a nagy- és novekvd szamd Uj papirusz és agyagtabla nem jelentett
mindségi fejlédést,

@ a bronzot folvaltotta a vas = az ennek birtokdban levé népek gyors
folemelkedése,

o az |. évezred elején a fejlédés silypontja a Foldkozi tenger
medencéjébe (a partvidék és a szigetek) tevédott 4t = a , tengeri
kor" kezdete.

Atmenet a kultdra teriiletén: a MINOSZ-i kulttira Krétan.
o l.e. 2500 - 1400-ig létezett,
@ élénk hajoforgalom, kereskedelem Kréta és Egyiptom kozott,

@ Minosz palota, pusztuldsa l.e. 1400 kortiil,
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Torténeti mérfoldkovek

Torténeti attekintés.

A gorog kultdra kezdetei.

o Az elsé jelentSs és hosszan |étezd gorog varoséllam a kisazsiai
MILETOSZ volt, amely egészen |.e. 540-ig alapvet6 szerepet jitszott.

@ Fontos keleti kapcsolatok: vita a matematika torténészek és a
filolégusok kozott,

o Platon: , Barmit is vettek at a barbaroktdl, azt mindig magasabb
tokélyre fejlesztették.”

@ Thalész, Pithagorasz, Demokritosz és Eudoxos utazasai.

o van der Waerden: ,,... a hellének nem lehettek olyan korldtoltak, hogy

ne vették volna észre és ne becsiilték volna meg, ami az idegen
kultirdkban érték.”
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Torténeti attekintés.

A Klasszikus Gorog Kor: l.e. 550 - 350.
o A, gorog demokracia viragkora”.
o Hires matematikai és filozdfiai iskoldk.

lon Iskola, Pitagoreusok, Eleatdk, Archytasz iskoldja, Szofistak,
Akadémia, Lyceum, Eudoxos iskolaja.

Az iskolak jellege.
Platon filozéfiai miivei, Arisztotelesz logikaja.
A matematika deduktiv tudomannya vélasa.

A két enciklopédikus 6sszegzd matematikai munka: EUKLIDESZ,
ELEMEK, és APOLLONIUSZ, KUPSZELETEK.
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A gorég matematika kezdetei WWAVACIERREIGETS

A Pitagoreusok Iskoldja, kb. I.e 585-400.

o Nagy kérdés: valdban 6k voltak-e a deduktiv matematika
megteremtdi, vagy csak — tiszteletre mélté — el6futdrai.

o Konkrétabban: a szdm absztrakt fogalma téliik ered-e?

o Kezdetben a szdm fogalma még naluk sem kiiloniilt el a fizikai
valésagtdl (pl. kdvek), erre utalnak a figurdlis szdmokkal kapcsolatos
eredmények, DE ebben is benne van az absztrakcié csirdja.

o Proklosz és Eudémosz «—  Arisztotelész.
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A gorég matematika kezdetei WLVACIERREIGETS

A Pitagoreusok Iskoldja, kb. I.e 585-400

Pithagorasz

@ A szamoszi Pithagorasz életérdl.
@ Legenda szerint Thalész tanitvanya (is) volt.
@ Utazésai: Egyiprom, Mezopotamia, India (?), Kina (?7?)
O Iskoldt alapitott Crotonban (Dél-Itélia),
O Logisztika, aritmetika, geometria.
@ Az iskolardl:
@ A legendak szerint Pithagorasznak sok tanitvanya volt, DE
@ a név szerint ismert tagok: Philolaosz (V. sz.) és ARCHYTASZ
(428-347)
© Proklosz (l.sz. V. sz.) szerint: ... Pithagorasz a matematikat szabad
eléaddsokban ismertette, ... 8 volt (Pithagorasz), aki megteremtette a
,tiszta matematikdt”, s ezzel e tudomdnyt a ,,szabad mlivészetek”
részévé tette.
@ Ez azt (is) jelentette, hogy csak aritmetikaval és geometridval
foglalkoztak (a domindns az el8bbi).
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A gorég matematika kezdetei WLVACIERREIGETS

A Pitagoreusok Iskoldja, kb. I.e 585-400

Logisztika: figuralis szamok.
A haromszogszdmok.
o
() L] ()
L] o L] () o (]
1 3 6
Haromszogszamok.
Altaldban: n
hn:1+2+.,.+n:§(n+1)
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A gdrég matematika kezdetei A gbrég matematika kezdetei

A Pitagoreusok Iskoldja, kb. l.e 585-400. Logisztika. A Pitagoreusok Iskoldja, kb. l.e 585-400
Négyzetszamok:
(] L] (] o
Logisztika: négyzetszamok.
* ¢ ¢ ¢ * ¢ ¢ Tovébbi észrevételeik a négyzetszamokkal kapcsolatban:
° L] L] () L] L] L) L) () O
K24 (2k +1) = (k + 1),
L] () L] L] () L] L] L] L] () Y
1+3+...+(2k+1) =K.
1 4 9 16

ésszefijggés a négyzetszamok és a hdromszogszdmok kozott:

K k+1
nk:hk+hk+1:E(k+1)+%(k+2):(k+1)2
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A gdrég matematika kezdetei A gbrég matematika kezdetei

A Pitagoreusok Iskoldja, kb. l.e 585-400. Logisztika. A Pitagoreusok Iskoldja, kb. I.e 585-400. Logisztika.

o Hatszogszamok.
OtszOgszamok. &

Figure 3.5. Pentagonal numbers

Figure 3.6, Hexagonal numbers

1,5 8 11, ...

1, 6, 10, 14, ...
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A gorég matematika kezdetei WW.VACEREIGETS

A Pitagoreusok Iskoldja, kb. I.e 585-400. Aritmetika
(szamelmélet).

Altaluk bevezetett fogalmak.

o A szdm fogalma, paros- és paratlan szdm,

@ primszdm, Osszetett szam,

@ oszté (rész),

o tokéletes szam, pl. 6, 28, 496, 8128. Nichomachos sejtése.

o A szdmtani-, a mértani- és a harmédnikus kozép fogalma.

o Zenei ardny:

g PG 200
2 p+q

C")sszemérhetéség: a és b (szdmok, szakaszok) dsszemérhet8k, ha van
olyan ¢, hogy a = mc, b = nc valamely m, n szdmra.

@ Nem Osszemérhetd = irraciondlis.
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A gorég matematika kezdetei WWAVACIERREIGETS

Pitagoreus eredetii fogalmak.

Euklidesz, Elemek VII.

o VII.17.D A két szam Osszeszorzasakor keletkezd szamot sikszamnak
nevezziik, az Osszeszorzott szamokat pedig az oldalaknak.

o VII.23.D Egy szam tokéletes, ha egyenld osztéi (részei) osszegével.
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A gorég matematika kezdetei WLVACIERREIGETS

Pitagoreus eredetii fogalmak.

Euklidesz, Elemek VII.
o VII.1.D Az egység az, ami szerint minden |étez6t egynek mondunk.
o VII.2.D A szam az egységekbdl Gsszetevédd sokasag.

o VII.3.D Egy kisebb szdm egy nagyobbnak hanyada (része), ha osztja
a nagyobbat.

VI1.12.D Primszam, amelyik csak az egységgel oszthaté. (A8)

VI1.13.D Szdmok egymashoz relativ primek, ha csak az egység kozos
osztdjuk.

VII.14.D Osszetett az a szam, amelyiket valamely szam oszt.
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A gorég matematika kezdetei WLVACIERREIGETS

A Pitagoreusok Iskoldja, kb. I.e 585-400. Aritmetika
(szédmelmélet).

Nekik tulajdonitott (Eudemosz és masok) osszefiiggés (tétel).

@ Ha m paratlan szam, akkor

mmzfl m?+1
o2 72

Un. pitagoraszi szamharmas, azaz az ilyen oldalhosszisagu
haromszogek derékszogiiek.

@ A, parosrdl és a pdratlanrdl sz6l6 tanitds,” Euklidész, Elemek IX.
21-33. Tétel.

@ Arisztotelész szerint: az, hogy a négyzet oldala és atl6ja nem

Osszemérhetd az 6 folfedezésiik.

Az, hogy /2 bsszemérhetetlen az 1 egységgel, elészor 6k igazoltdk,

mddszeriik a ,, reductio ad absurdum” volt. — Szabé Arpad elmélete.
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A gorég matematika kezdetei WW.VACEREIGETS A gorog matematika kezdetei WWIVACENEIGIELS

Elemek IX. Konyv. A Pitagoreusok Iskoldja, kb. I.e 585-400. Aritmetika.

A Parosrdl és a Paratlanrdl sz416 tanitas.

o I1X.21. Barhany péros szamot adunk dssze, az dsszeg paros. Nekik tulajdonitott (Eudemosz és masok) eredmény (folytatds).

o 1X.23. Ha ésszeadunk valahany paratlan szdmot, amelyek pératlan © Az dsszemérhetetlen ardnyok — irraciondlis mennyiségek (szdmok)
sokan vannak, akkor az 6sszeg is paratlan lesz. elméletének kezdete — Elemek X. konyve.

@ 1X.25. Ha egy paros szdmbdl paratlant vonunk ki, a maradék o Végtelen sok primszam van.
paratlan. o Elegendd foltétel valamely paros szam tokéletes szam voltéra.

o 1X.30. Ha egy paratlan szam oszt egy parosat, akkor a felét is osztja. o Két szam legnagyobb koz6s osztéjanak (kozos részének) létezése,

o IX.31. Ha egy paratlan szam relativ prim valamely szdmhoz, akkor a kiszdmitdsa. )
kétszereséhez is relativ prim. |
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Kt el il st Kt mély el s et
A IX. Konyv (a harmadik aritmetikai: szdmelmélet). A IX. Konyv (a harmadik aritmetikai: szdmelmélet).

A bizonyitas folytatdsa.

Tetelek. o Ne legyen most d prim. Ekkor osztja valamely primszdm (VII. 31.
o 1X.20. Primszamok bdrmely adott sokasaganal van tobb. Tétel). Ossza a g prim.
o Bizonyitas. (az eredeti) Legyenek az adott primszamok a, b és c. o Azt 4llitom, hogy g az a, b és c egyikével sem azonos.
Rz &l e [Nz (FD0b P meElm ven, i 2,5 & & o Tegyiik fol ugyanis, hogy az a, b és c osztjak e-t, tehat g is osztja e-t

o Vegyiik ugyanis a, b és c legkisebb kozos tobbszorosét, ami — a VII. (ugyanis a, b és ¢ az Gsszes prim).

Hlo. G| e = el G5 Uiz 2p2 € = @i 1L = @ 1) ok o Viszont g d-t is osztja, tehat a maradék egységet is osztja g, ami

@ Ez vagy primszam, vagy Osszetett szam. ellentmondds, hiszen g szdm.

o Legyen el6szor prim. Taldltunk tehat az a, b, ¢ szamoknal tobb o g tehat nem azonos az a, b, ¢ szdmok egyikével sem.
pillined, el s gy Gl J o A feltétel szerint prim, tehat taldltunk az adott a, b, ¢ primeknél tobb

primet, a-t, b-t, c-t és g-t. Eppen ezt kellett megmutatni.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Aritmetika - Szdmelmélet 2014. mdrcius 4. 19 / 48 Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Aritmetika - Szdmelmélet 2014. mércius 4. 20/ 48



YRR R WL T Két mély tétel és utdéletiik.

A IX. Konyv (a harmadik aritmetikai: szdmelmélet).

A bizonyitas folytatdsa.

o 1. Megjegyzés. Az oszthatésig egy elemi tulajdonsdgat hasznilja,
amelyet — két masikkal egyetemben — sohasem fogalmaz meg, de
ismertnek tételez fol: ha z = u+ v, t|z, t|u akkor t|v.

o 2. Megjegyzés. Az iménti bizonyitas lényegében megegyezik azzal,
amelyet az elemi szimelméleti tanulmanyainkban megismertiink, csak
ott a foltételben szerepld , Gsszes” primszam a pi1, p2, . . ., Pk-
Euklidesz bizonyitdsa Iényegében csak azt haszndlja ki, hogy abbdl a
foltételbdl, hogy csak véges sok primszam létezik, sziikségképp
ellentmondasra jutunk. Tehat tulajdonképpen azt igazolja, hogy
végtelen sok primszam van, de ezt igy nem fogalmazza meg, hiszen az

6 vilaga véges.

Aritmetika - Szdmelmélet
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LY RUEE R WL T Két mély tétel és utdéletiik.

Megjegyzések.

@ A XVIII. szazadban L. Euler igazolta e tétel megforditdsat, azaz azt,
hogy minden paros tokéletes szam ilyen alakd.

@ Ebbdl kovetkezden, a péros tokéletes szamok keresése M = 2k _1
alakd, dn Mersenne-primek keresésére redukalédik.

© Vilagos, hogy M csak akkor prim, ha k prim.

©Q Természetes kérdések:

@ létezik-e végtelen sok Mersenne-prim, azaz végtelen sok paros tokéletes
szam.
@ létezik-e paratlan tokéletes szam.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Aritmetika - Szdmelmélet 2014. mércius 4. 23 /48

Ket mély it s ot
Egy még meglepobb tétel.

A IX. konyv utolsé tétele.

1X.36. Ha az egységtdl indulva kétszeres aranyban mértani sorozatot
alkotunk addig, amig az 6sszeg primszam nem lesz, és ezt megszorozzuk
az utolso taggal, akkor tokéletes szamot kapunk.

Mai terminoldgiaval, szimbolikaval
A
(1+2+4+.. 42Kkt

szam tokéletes, ha az els6 tényezd, azaz

142444, 21 =02k_1

primszam. Ekkor k is prim.
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Két mély et és et
Tokéletes szamok: a mai helyzet.

I.sz. 100 kortil Nichomachosz
o Az els6 4 tokéletes szam: 6, 28, 496, 8128.
o Két sejtést fogalmazott meg e szdmokkal kapcsolatban:

Q Az n-edik tokéletes szam n jegyii,
@ A paros tokéletes szdmok folvéltva 6-ra és 8-ra végzédnek.

o Mindkét sejtés hamis, DE...

Kora kozépkori kommentarok.

o St. Augustinus (Vl.sz.): bdr Isten a Vildgot egyszerre is
megteremthette volna, de jobbnak latta ezt hat napig tartonak
nyilvanitani, mert a mii tokéletességét a hat tokéletes szam is
szimbolizalja.

@ Az Univerzum tokéletességét az is szimbolizdlja, hogy egy holdhdnap
(az az id6, amely alatt a Hold megkeriili a Féldet) 28 napos, vagyis
egy tokéletes szimmal adhaté meg.

4
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YRR R WL T Két mély tétel és utdéletiik.

Tokéletes szamok: a mai helyzet.

Kora kozépkori kommentarok.
@ yorki Alcuin (Vlll.sz.): ... a mai emberiség a Noé barkdjaban utazé
nyolc lélek leszarmazottja, s ez a masodik teremtés mar kevésbé
tokéletes, mint az eredeti, Iévén a nyolc nem tokéletes szam.

Tovabbi tokéletes szamok.
o Hidalricus Regius (a XV. szdzad): 21 — 1 = 2047 = 23 - 89.
o XV. szdzadi névtelen kézirat: az 6todik tokéletes szam

Ps = 212(21% — 1) = 33.550.336,

Nichomachos 1. sejtése?
Ugynd, a hatodik tokéletes szam: Ps = 216(217 — 1) = 8.589.869.056.
o A masodik sejtés is hamis.

4
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LY RUEE R WL T Két mély tétel és utdéletiik.

Tokéletes szamok: a mai helyzet.

Marin Mersenne 1644
o A lista 6t hibat tartalmaz:
Q@ Ms7 és Mos7 nem primek,
@ a listdn nem szerepld Mgy, Mgg, Myo7 primek.

@ Mjy7 prim voltat csak a XIX. szdzad végén igazolta E. Lucas.

A tovabblépés.

o Lucas tétele. Képezziik a kévetkezd (rekurziv) sorozatot:
n =3, rmy1 = ra —2. Egy 4k +3 alaki p primre M, pontosan akkor
prim, ha Mp|rp_1.

@ Lehmer dltaldnositdsa a XX. szazad 20-as éveibdl: Mddositsuk az
el6z6 tételben szereplé sorozatot annyiban, hogy az elsé tag 4 (és
nem 3). Tetszbleges p primre M, pontosan akkor prim, ha Mp|rp_1.
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LY RUEIE R S T Két mély tétel és utdéletiik.

Tokéletes szamok: a mai helyzet.

Marin Mersenne 1644
o A My = 2K — 1 szdmokat vizsgélta a k < 257 primekre.

o Allitdsa: My prim, valahanyszor

k=12,3,57,13,17,19,31,67,127 és 257.

Vélhetden csak a k < 31 eseteket tesztelte explicite.

o Euler megdllapitotta, hogy M3y prim,
o megkapta a nyolcadik (paros) tokéletes szdmot:
Pg = 230(23! — 1) = 2.305.843.008.139.952.128
Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Aritmetika - Szamelmélet 2014. marcius 4. 26 / 48

LY RUEE R SR T Két mély tétel és utdéletiik.

Tokéletes szamok: a mai helyzet.

Mara az sszes M, n < 257 teljes faktorizdcidja ismert. Ezek koziil taldn
a legnehezebb (a leghosszadalmasabb) az Mas; faktorizicidja volt, amelyet
elészor 1984-ben tudtak elvégezni, s 32 6ra CPU id6t igényelt egy
szuperszamitégépen.

Jelenleg (2014. februdr) 48 Mersenne prim (péros tokéletes szam) ismert,
a legnagyobb a
p = 57.885.161

kitevéhoz tartozik, decimalis jegyei szama
17.425.170,

tesztelése 39 napot vett igénybe egy szamitégépen. A 47. Mersenne prim
12.978.189 jegyii.
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YRR R WL T Két mély tétel és utdéletiik.

Tokéletes szamok: a mai helyzet.

Két nyitott kérdés
© Létezik-e végtelen sok paros tokéletes szam?

Q@ Létezik-e paratlan tokéletes szam?

Euklidesz.

@ Euklidesz az Akadémian tanulhatott, de Alexandridban dolgozott l.e.
300 kordil.

@ A klasszikus kor utan élt, de annak szellemében irta konyveit
(Elemek, Kiipszeletek, Optika, stb.).

© Az Elemek a klasszikus kor matematikaja egy részének enciklopédikus
Osszefoglaldsa, mai sz6hasznélattal nem formalis axiématikus

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Aritmetika - Szdmelmélet

elméletként.
@ Sok szerzd miivébdl dllitotta ssze.

@ khioszi Hippoktatesz, a platonista Leon konyvei,
@ Eudoxos és Theaitetosz szdmos eredményét épitette be.
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Euklidesz. Az Elemek szerkezete.
@ Milyen formdban maradt fonn?
@ A megiras korabdl nincs fonnmaradt kézirat. @ 13, konyvbdl™ all.
@ Késébbi gorog k?rT\mentérok: az alexandriai Heron, Papp?s (Isz. 3. o Kevés kivétellel mindegyik definicidkkal kezddik.
sz.), az alexandriai Theon és a neoplatonista Proklosz (mindkettd I.sz. . L, . L, L
4. s2.) a legjelentésebbek. o Ezeket vdltozd szamd tétel és azok szigori bizonyitasa koveti.
O A télik szdrmazé gordg nyelvii toredékek és a késdbbi arab forditdsok o Az elsé kényv mds: a definiciék utan 5 posztuldtum (mai
az autentikus forrasok. terminoldgidval axiéma) majd 9 axiéma (ma axiéma séma) kovetkezik
o A“Ie“grégebbi teljes kézirat 10. széza(.'li. és a Vatikdni Konyvtdrban érzik. a tételek eldtt.
Gorog nyelvii véltozat a Theon el6tti idSkbol. ) . L, , o ,
© Bath-i Adelard latin forditasa 1142. o Megjegyzés. Az axiomak szama kiaddsrdl-kiadasra valtozhat, olykor
@ Euklidesz tobbi konyve jelenleg ismeretlen, a Kipszeletek Apolloniusz &) oA EIIEN e CEielE o /
konyvének elején részben olvashaté.
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A ll. Kényv (a , geometriai algebra™).

Tételek eredeti szoveggel.
o I1.1. Ha van két szakasz, és az egyikiiket valahdny részre osztjuk,
akkor a két szakasz §ltal kozrefogott téglalap egyenld a folosztatlan
szakasz és az egyes részek altal kozrefogott téglalapok Gsszegével.

o Bizonyitas.

4 K L D
Figure 4.8

o Formalizdlva: a(b+c+d+...)=ab+ac+ad+...
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Az V. Kényv (Eudoxos: Mennyiségek elmélete).

Definicidk (csak mai terminoldgidval).
o V.5.D Legyenek a, b, c,d mennyiségek. Ezekre fonall, hogy

a C

b d
@ Ha a, c-t tetszbleges egész szammal, mondjuk m-mel, mig b, d-t
tetszdleges egész szammal, mondjuk n-nel megszorozzuk, akkor m, n
barmely valasztasanal

ma<nb = mc<nd,
ma=nb = mc=nd,
ma>nb = mc>nd.

V.
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A 1l. Kényv (a , geometriai algebra™).

Tételek eredeti szoveggel.

o 11.4. Ha egy egyenesszakaszt tetszblegesen kettéosztunk, akkor a
teljes szakaszra emelt négyzet egyenl6 az egyes részekkel szerkesztett
négyzeteknek meg a két rész altal kozrefogott téglalap kétszeresének
osszegével.

o Bizonyitas.

b ab B
a a ab
a b
Figure 4.9

Formalizélva: (a+ b)? = 2% + 2ab + b?

D
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Az V. Koényv (Eudoxos: Mennyiségek elmélete).

Tételek (csak mai terminolégiaval).
Legyenek a, b, ... tetszéleges mennyiségek, m, n, ... egész szamok.
o V.. ma+mb+mc+...=m(a+b+c+...)
e V.4. Ha % = 5, akkor
ma _ me
nb  nd’
e V.12. Ha % = % = % akkor
a_atcte
b~ b+d+f
e V.17-18. Ha § = §, akkor
aFb c¥d
]
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A VII. Konyv (az elsé aritmetikai).

Definicidk.
o VII.1.D Az egység az, ami szerint minden |étez6t egynek mondunk.
o VII.2.D A szam az egységekbd| Gsszetevédd sokasag.

@ VII.3.D Egy kisebb szdm egy nagyobbnak hanyada (része), ha osztja
a nagyobbat.

VI1.12.D Primszam, amelyik csak az egységgel oszthaté.

VI11.13.D Szdmok egymdshoz relativ primek, ha csak az egység kozos
osztojuk.

VII.14.D Osszetett az a szam, amelyiket valamely szam oszt.

VII.17.D A két szdm osszeszorzasakor keletkezé szamot sikszamnak
nevezziik, az osszeszorzott szamokat pedig az oldalaknak.

o VII.23.D Egy szdm tokéletes, ha egyenld osztéi (részei) osszegével.

Aritmetika - Szdmelmélet
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A VIII. Kényv (a masodik aritmetikai: sorozatok).

Tételek.

o VIII.1. Ha egy tetszbleges sok tagl mértani sorozat szélsé tagjai
relativ primek, akkor a sorozat tagjai legkisebbek azon szamok kozott,
amelyeknek ugyanaz az ardanya, mint nekik.

o VIII.6. Ha egy tetszbleges sok tagl mértani sorozat elsé tagja nem
osztja a masodikat, akkor egyetlen tag sem oszt semmilyen masikat.

o VIII.14. Ha egy négyzetszdm oszt egy madsikat, akkor az oldala is
osztja a masiknak az oldalat; s ha az egyiknek az oldala osztja a
masiknak az oldalat, akkor az egyik négyzetszam is osztja a masik
négyzetszamot.

o VIII.22. Ha egy hdromtagi mértani sorozat elsé tagja négyzetszam,
akkor a harmadik is négyzetszam.
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A VII. Konyv (az elsé aritmetikai).

Tételek.

o VIIL.1. Ha van két nem egyenl6 szdmunk, a kisebbet véltakozva
mindig kivonjuk a nagyobbdl, és a maradék sohasem osztja a
megel6z6 szamot, mig csak nem az egység a maradék, akkor az
eredeti szamok relativ primek.

o VII.2. Keressiik meg két adott nem relativ prim szam legnagyobb
kozos osztéjat.

o VIL.16. A két szdm Osszeszorzdsakor keletkezd szamok egyenl6k
egymdssal [fiiggetleniil a sorrendtdl].

o VII.18. Ha egy szdmot megszorzunk két szammal, akkor a
keletkezett szamok ardnya ugyanaz, mint a szorzéké.

e VIIL.22. Az ugyanazon ardnyd szdmok koziil a legkisebbek relativ
primek.

o VII.31. Barmely szdm prim, vagy osztja egy primszam.

4
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A IX. Konyv (a harmadik aritmetikai: szamelmélet).

Tételek.

o 1X.2. Ha két szdm Osszeszorzasakor négyzetszam keletkezik, akkor a
szamok hasonlé sikszamok.

o IX.11. Ha az egységgel kezdédéen valahdany szam mértani sorozatot
alkot, akkor egy kisebb tag egy nagyobban valamely, a sorozatban
eléforduld szam szerint van meg.

o I1X.14. Primszdmok legkisebb kozos tobbszorosét egyetlen mds
primszdm sem osztja, csak amelyek eredetileg is osztjdk.

A konyv tovabbi tételeirél mar széltunk. J
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SN Irracionalisok Elemek Irracionélisok

A X. Kényv (az irraciondlisok ékori elmélete). A X.1. Tétel bizonyitdsa 1.

Legyen a két nem egyenlé mennyiség a,c és a > c.

o X.1.D Mennyiségeket 6sszemérhetéknek mondunk, ha ugyanazon
mértékkel mérheték, osszemérhetetleneknek pedig, ha nem talalhatd
hozzdjuk kozos mérték.

Az V.4. Definici6 — mennyiségek egymdshoz viszonyitott aranyardl
akkor beszéliink, ha az egyik tobbszorose meghaladja a mésikat —
) értelmében c-nek van olyan tobbszorose, amely meghaladja a-t.
o X.4.D Es nevezziik az adott szakasz négyzetét raciondlisnak, és az Legyen ez dc > a.
azzal dsszemérhetd fellileteket raciondlisnak, az azzal
Osszemérhetetleneket pedig irracionalisoknak, az éket eléallitd
szakaszokat — ti. ha a feliiletek négyzetek, magukat az oldalakat, ha

o Megjegyzés. Euklidesz eredeti bizonyitdsdban d = 3, amit lgy
hasznal, hogy az nem szoritja meg az &ltaldnossigot.

pedig valamely mas sokszogek, a veliik egyenlé négyzeteket folrajzold o Adjuk meg a kovetkezd ey, .. ., €41 mennyiségeket:
szakaszokat — irracionalisoknak. °
o X.1. Tétel. Ha adva van két nem egyenl6 mennyiség és a a a—e a—(e1+e)
nagyobbikbé| levonunk a felénél tbbet, és a maradékbdl ismét a B> > 5 & 5
felénél tobbet, és igy tovabb, akkor egy olyan mennyiség fog a—(e1+...+e4-2)
megmaradni, amely kisebb az adott mennyiségek kisebbikénél. €d-1> 2
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Elemek Irracionalisok Elemek Irracionalisok
A X.1. Tétel bizonyitasa 2. A X.1. Tétel bizonyitasa 3.
o Mivel dc > a,
°
@ Az a mennyiségbdl ezutdn levonjuk e;-et, majd az a — e;
mennyiségbél az e>-t, az a — (e + €)-bbl az ez-at és igy tovabb, de—c=(d—1)c>a—e
Osszesen d — 1 szadmu lépést tesziink. (d—1Dc—c=d—-2c>a—(e1+ &)

o Lathaté: az ey,..., eq—1 mennyiségeket lgy hatdrozzuk meg, hogy a
levondsok mindig elvégezhetdk legyenek, azaz pozitiv mennyiség
maradjon minden egyes Iépés utan. (d=(d=2)c—c=c>a—(es+... +e4-1)

@ Tekintsiik most a dc mennyiségeket, és abbdl is vonjunk le d — 1
szdmy |épésben mindig c-t. Ez esetben mindig az adott (kapott)
mennyiség felénél kevesebbet vonunk le.

o Az utolsé egyenl6tlenség éppen a bizonyitandd, hiszen

°
o Hasonlitsuk most dssze a két eljarasunkat. (d=(d=2)c—c=c>a—(e1+...+e4_1) =

(...((a—el)—ez)—...—ed,g)—ed,l.
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Elemek. Irracionélisok

A X.1. Tétel bizonyitasa 4.

Megjegyzések.
© Euklidesznél a fonti bizonyitdsban d = 3, de gondolatmenete
megegyezik az dltalunk leirt altaldnos esetnél alkalmazottal.

@ Euklidesz megjegyzi: , hasonlé a bizonyitas, ha a fele részeket vonjuk

le".

© Vegyiik észre: Euklidesz azt haszndlta — hivatkozva az V. konyv 4.
definicidjara —, hogy
... ha két nem egyenlé mennyiség koziil a kisebbiket véges szamui
lépésben 6nmagahoz adjuk, akkor a nagyobbiknal nagyobb
mennyiséget kapunk.

Q DE az idézett definicié erre nem jogosit, az csak ardnyuk |étezésérd|
szol.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)

Elemek. Irracionélisok

A X.1. Tétel bizonyitasa 6.

Kommentarok.

@ A kutatdsok szerint a X. konyv legnagyobb része Eudoxostdl és
Theaitetosztdl ered, igy lehet, hogy Euklidesz , egyszeriibbre vald
torekvésével” talalkozunk itt.

@ A. DE MORGAN rovid summazata: ,, Euklidesz e konyvben 0sszegzi az
Gsszes olyan szakaszra vonatkozé ismeretet, amelyek (modern
terminoldgidval) megadhatdk, mint

VVa£vb,

ahol a, b 6sszemérheté szakaszok.”

© Vildgos, hogy nem az osszes irracionalis reprezentalhaté ilymddon,
Euklidesz e részben a geometriai algebrajaval (a Il. kdnyv tartalma)
kezelhet6 esetekre szoritkozott.
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Elemek Irracionélisok

A X.1. Tétel bizonyitasa 5.

Archimedesz megjegyzése.

Archimédész rdmutatott, hogy ezt posztulalni kellettt volna, amit Eudoxos
meg is tett. Archmédész ugyancsak posztuldtumként haszndlta, azéta
nevezik Archimédész - Eudoxos axiomanak.
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Elemek Irracionélisok

A X. Konyv befejezése.

Egy régen vart tétel.

A 115. Tétel (az utolsé) utan kévetkezik a X.27. Fiiggelék. Mutassuk
meg, hogy a négyzetekben az 4tlé linedrisan 6sszemérhetetlen az oldallal.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)
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