| Pithagoraszi szamharmasok

Definicidk.

Hatvanyosszegekre bontas.
(a, b, ¢) € N3 Pithagoraszi szimhdrmas, ha

Pithagoraszi szamhdrmasok, a Fermat problémakor.
a2+ b2 =%

Klukovits Lajos Az
X2 +y2 — 22
TTIK Bolyai Intézet

egyenletet szokas Pithagoraszi egyenletnek nevezni.
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Pithagoraszi szamharmasok. Pithagoraszi szamharmasok

A folyammenti kultdrak.
o Mindegyikben ismerték a (3,4,5) hdrmast Gorogok.
e Az Obabyloni Birodalom korabdl szarmazé Plimpton 622-es @ Ha m paratlan szam, akkor
agyagtablan 15 olyan (raciondlis szdmokbdl 3ll6) harmas van, o
amelyekre teljesiil a Pithagoraszi egyenlet. (m m?—1 m?+ 1)
o Indidban a l.e. |. évezredben szamos ilyen harmas szerepel az (n. 2 2
szlitrdkban, tobbnyire oltdr-konstrukcids problémdk kapcsan. Gn. Pithagoraszi szdmharmas, azaz az ilyen oldalhosszdsagti
o Példdul (5,12,13), (12,35,37), (15,36,39), osszesen 6 hirmast haromszogek derékszogiliek.
ismertek. o Ez vélhetSen a tarrentumi Archytasz eredménye.
o Ugyancsak a l.e. |. évezredben Kindban is ismertek tobb Pithagoraszi ‘
szamharmast. )
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Pithagoraszi szimharmasok

A pisai Leonardo: Liber quadratorum.

Az 1. konyv bevezet6 llitasa.

Az elsé n paralan szam Gsszege n?.

A konyv fé problémaja.
o Keressiink olyan négyzetszamokat, amelyek eléallnak két
négyzetszam Gsszegeként.

o Masképpen fogalmazva: Keressiik a Pithagoraszi egyenlet
megoldasait.

Megjegyzés.

A kor szokasainak megfeleléen Leonardo specidlis eseteket vizsgélt, mindig
konkrét szamokkal dolgozott. Médszere azonban tartalmazta az
altalanositas csirajat.

Szédmelm. tort.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)
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Pithagoraszi szamharmasok.

A pisai Leonardo: Liber quadratorum.

Egy tovabbi eset: paros négyzetszam.
o Megjegyzi, hogy a paros négyzetszamok oszthatdk 4-gyel, tovabba
o két egymdst kovetd paratlan szam Osszegére bomlanak.
o Legyen a paros négyzetszam a 36, 36 = 17 + 19.
01+3+...+15=82
@ azaz osszegezte a 17-nél kisebb pdratlan szdmokat.
o (1+3+...+15) + (17 +19) = 10,
@ amibdl a 10? = 82 + 62 folbontds adddik.

Megjegyzés.
E harmas megkaphaté az el8bbi (3,4,5) harmasbdl, de Leonardo

igyekezett minden egyes éltala vizsgalt harmast minél tobbféleképp
eléallitani.

4

Szédmelm. tort.
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Pithagoraszi szamharmasok

A pisai Leonardo: Liber quadratorum.

Az elsé eset: paratlan négyzetszam.
o Legyen a pdratlan négyzetszam a 9.
0 1+3+5+7=16=4
014+3+4+54+7+9=25=52
o kaptuk, hogy 5% = 32 + 42,

Altalanosan.
Legyen y? = d pératlan. Ekkor

—1\2
x2:1+3-|r...-s-(cl_2):(L2 )

2
z2:X2+y2:1+3+...+(d72)+d:(%) :

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)
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Pithagoraszi szimharmasok

A pisai Leonardo: Liber quadratorum.
A péros négyzetszam esete altaldnosan.
@ Legyen a pdros négyzetszdm 4k = (2k — 1) + (2k + 1), majd
Leonardo eljardsat kovetve

2
e =1+3+...+(2k-3)= (%) =(k—1)

6/27

2k +1+1)2

o (14+3+...+(2k—3))+((2k—1)+(2k+1)) = (f) ,

o =(k+ 1)2,

o amelyekbdl (k —1)? + 4k = (k +1)2.
Megjegyzés.
Az eljardssal

(8> —1,2a,a°+1), a>1

alakd harmasokat kap.
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Mit mondhatunk ma.
Definicié.

Az olyan (a, b, ¢) Pithagoraszi szimharmast, amelyre In.k.o.(a, b,c) = 1,
primitiv Pithagoraszi szamharmasnak nevezziik.

Egy tétel.

Legyenek m > n > 0 egészek, kiilonbozd paritdsiak és In.k.o.(m, n) = 1.

Az

a=m?—n’ b=2mn,

c=m?+n?
hdrmas primitiv primitiv Pithagoraszi szamharmas, és az Gsszes primitiv
Pithagoraszi szimharmas eldall ilyen alakban.

Kovetkezmény.

Végtelen sok primitiv Pithagoraszi szamharmas létezik.
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a Fermat problémakér.

Fermat problémakor

o E rovid bejegyzés — amelyet kezdetben gy emlegettek, mint , A
Nagy Fermat Tétel”, vagy , Fermat utolsé tétele” —, egy kiterjedt
kutatast inditott el.

o A kezdeti dltaldnos vélekedés szerint a bizonyitas létezett, csak ,, tjra
meg kell taldlni”.

o A XIX. szazad kozepétél — az altalanos sikertelenség miatt — kezdék
az &llitast ,, Fermat-sejtésként” emliteni.

o A sejtést a XX. szazad utolsé évtizedében sikertilt igazolni.

Az n = 2 eset.
@ Legyen (a, b, c) primitiv Pithagoraszi szdmharmas.
@ Vildgos, hogy In.k.o.(a, b) = In.k.0.(a,c) = In.k.o.(b,c) = 1.
o Nyilvanvald, hogy a, b, c nem lehet mind paratlan, ezért koziliik kettd
paratlan, egy paros. ¢ nem lehet paros.

V.
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Fermat problémakor

A kiindulépont.
@ 1637-ben Pierre Fermat Diophantosz Aritmetikajdban az dn.
Pithagoraszi szdmharmasokrdl olvasott.

o Folismerte, hogy bizonyos négyzetszamok két négyzetszam Osszegére
bonthaték, pl. 25 = 9 + 16, azaz 52 = 32 4 42,

A legendas lapszéli mondat.

,-..csodalatos bizonyitdst taldltam arra, hogy sem egyetlen kobszam,
negyedik és magasabb hatvany nem bonthaté két kobszam, két negyedik
hatvany, és igy tovabb, osszegére, azaz az

X"+ y"=2" n>3

egyenletnek nincs megolddsa a pozitiv egészekben, de tdl kicsi e margd
arra, hogy ezt ide leirjam...”

4
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a Fermat problémaksr

Az n = 2 eset.

Ha az a péros, akkor a? = c? — b? = (¢ + b)(c — b), amibd|

(3)2_ c+b\% /c—b\2

2/ 2 2 ’

A jobb oldali két tényezé is relativ prim, igy a szdmelmélet
alaptételébdl adéddan

c+b c—b 5
2 = 2

azaz mindketté négyzetszam.

e m>n, In.k.o.(m,n) =1, és m, n ellenkezd paritasq.
o Kaptuk: a=2mn, b=m? — n?, c = m?+ n?.
o Vildgos, hogy minden primitiv harmas ilyen alakd, és az sszes ilyen

harmas Pithagoraszi.

»
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a Fermat problémakar. a Fermat problémakar.

Az n = 4 eset. Euler megolddsa az n = 3 esetre.

Az Gn. Euler egészek gyliriije.

o Ezzel az esettel részletesen foglalkozott Fermat. o Euler az x3 + y3 + 23 = 0 egyenletet vizsgalta.
o Megmutatta, hogy ha (a, b, c) megolddsa az x* + y* = 22

egyenletnek, akkor van olyan (&, b/, ¢’) megoldésa is, hogy ¢’ < c.

o Az alkalmazott médszer az dn. végtelen leszallds. {a+ba:abeZ, a#1, a®=1}CC

o Ebbdl mar kovetkezik, hogy az x* 4 y* = z* egyenletnek nincs
nemtrivialis egész megoldasa.

@ lIgazolta, hogy nincs nemtrividlis megoldasa az

alaki komplex szdmok (az dn. Euler egészek) gyiirtijében.

o Mivel e gyiirii tartalmazza az egészeket, eredményébdl kovetkezik,
hogy az x3 4 y3 = z3 egyenletnek nincs nemtrivialis (racionalis) egész
@ Bizonyitasaiban alapvet6 volt, hogy alkalmazhatta a szdmelmélet megoldésa.
alaptételét. (Azaz, hogy létezik egyértelm{i primfaktorizicid.)

@ Vélhetd, hogy — hasonlé mddszerrel — az n = 3 esettel is boldogult.

) @ Euler bizonyitasdban is alapvetd volt, hogy az Euler egészek korében
érvényes a szamelmélet alaptételének egy dltalanositasa.
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Fermat problémakor: a tovabblépés egy lehetdsége. Fermat problémakor: a tovabblépés egy lehetdsége.

Euler eljarasanak altaldnositasa.
o Legyen p > 3 prim, és a € C egy p-edik primitiv egységgyok (aP =1

Egy egyszerii észrevétel. de « egyetlen p-nél kisebb pozitiv kitevés hatvanya sem 1).

@ Nyilvanvald, hogy az x" 4+ y" = z" n > 2 egyenlet
megoldhatatlansigat elegendd az n = 4 esetre igazolni, valamint arra,
ha n paratlan prim.

o Megvizsgaljuk az xP + yP = zP egyenletet.
@ 1847-ben Lamé gy taldlta, hogy tetszbleges a, b € Z egészekre

@ Ugyanis, ha n > 5, akkor 4| n, vagy n-nek van pératlan primosztdja, a4+ bP = (a+ b)(a+ab)(a+ azb) ) H(aJrap—lb) 1)
és

o ha megoldhatd Z folott az x" + y" = z" n > 2 egyenlet, és k | n akkor ahol o p-edik primitiv egységgyok.
megoldhaté az x* + y* = zk egyenlet is. o Ez egy

o Kinalkozik, hogy Euler gondolatmenetét dltaldnositsuk p > 3
primekre.

Z[a] e {30 + aja + 32a2 P ooa ap,za”72 Taj € Z} (2)

gytri folotti folbontas.

o E gyiiriik integritastartomdnyok.
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Fermat problémakor: a tovabblépés egy lehetdsége.

Euler eljardsanak altalanositasa: Lamé eljarasa
o Ha valamely a, b € Z-re aP + bP = cP alkalmas c egészre, akkor

o az (1) egyenldség jobb oldaldn valamennyi tényezé teljes p-edik
hatvany, és alkalmazhatjuk Euler médszerét.

@ Ehhez az kell, hogy a (2)-ben definidlt integritastartomdnyban
éevényes legyen a szamelmélet alaptétele.

o Kezdetben Lamé dgy vélte ez igaz, de késdbb rdjott, hogy nem.
Ugyanis

o ez minden p < 19-re igaz, de mar p = 23-ra nem.

o Erre néhany év miilva 6 maga is rajott.

o Kérdés: vannak-e olyan 23-nal nagyobb primek, amelyekre van
folbontasi tétel.

Szédmelm. tort.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet)

Fermat problémakor: a tovabblépés egy lehetdsége.

Euler eljarasanak altaldnositasa, Kummer 1840-t4l.

Definicié. A p pératlan prim reguldris, ha nem osztdja a
By, By, ..., Bp_3 tn. Bernoulli szdmok szamlaldinak.

Definicié. A Bernoulli szamok a

t
] fuggvény hatvanysoranak
egylitthatéiban szerepel6k:
t = B,
et —1 Z ﬁt '
n=0
o Ezen B, szdmok a ,,nem til nagy” indexekre viszonylag konnyen
kiszamolhatdk.
o A p < 100-ra csak a 37, 59, 67 nem regularis pl.:
_ 37-683 - 305065927
B 510 ’
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Fermat problémakor: a tovabblépés egy lehetdsége.

Fermat megjegyzésérdl.

o Vélhetd, hogy Fermat képes volt Euler (késébbi) gondolatmenetének
alkalmazdasdra, azaz ezen az lton is elintézni az n = 3 esetet.

o Az is foltételezhetd, hogy képes volt attekinteni az n = 5, s6t taldn
még az n = 7 eseteket is, amelyek mar igen nagymértékii szamolast
igényelnek.

o Mindezek alapjan ugy vélhette, hogy ez az eljaras miikodik az Gsszes
paratlan primre, azaz

o mindegyik Z[a] gyliriiben érvényes a szimelmélet alaptételének
megfeleld altalanositasa.

@ Sajnos ez nem bizonyult igaznak. a kivant tipusd folbontasok a
p < 23 primekre biztosan léteznek, de nagyobbakra? p = 23-ra nem..

o A, nagy elme” is elbdbiskol olykor.
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Fermat problémakor: a XIX. szdzad fejleményei.

Kummer eredményei az 1840-es évekbdl.
Kummer tétele. A Fermat sejtés igaz a regularis primekre.
o Kummer azt sejtette, hogy végtelen sok regularis prim van, de

@ ez a mai napig sem bizonyitott.
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a Fermat problémakér. Hatvanysszegekre bontds.

Fermat problémakor: a XX. szazad. Négyzetosszegekre bontas.

Indité kérdések.
o Pithagoraszi szimharmasok: bizonyos négyzetszamok folbonthatdk

@ 1993. jdnius 23-4n Cambridge-ben Andrew Wiles bejelentette egy két négyzetszdm Osszegére.

konferencidn, hogy igazolta a sejtést. o Altalsban megmondhaté-e, hogy mely természetes szdmok bonthaték
o Miutdn leirta az igen hosszl bizonyitast rajott, hogy az nem teljes, két négyzetszam osszegére?

egy jelentds , hézag” van benne. o Melyek azok, amelyek csak kett6nél tbb négyzetszam Gsszegére
@ 1995-re Richard Taylorral kozosen megadott egy korrekt bizonyitast, bonthaték? (Ha vannak ilyenek.)

amely kb. 200 oldalas. @ Van-e olyan korlt, hogy legfoljebb annyi négyzetszam Ssszegére mar
o Az alkalmazott médszer alapjan vildgos, hogy kordbban lehetetlen mindegyik természetes szam folbonthaté.

volt korrekt bizonyitdst adni a sejtésre. @ Mi a helyzet a magasabb hatvanyokkal?

o Tudjuk (Fermat sejtése, Wiles tétele), hogy n > 2-re egyetlen n-edik
hatvdany sem bonthaté két n-edik hatvany osszegére. De
folbonthaté-e ketténél tobbre?

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Szamelm. tort. 2014. &prilis 1. 21 /27 Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Szamelm. tort. 2014. &prilis 1. 22/27

Négyzetosszegekre bontas. Négyzetosszegekre bontas.

Két négyzetszam osszege. . P ;o
8 ISP Gl Harom négyzetszam Osszege.

@ A pisai Leonardo eredménye: Ha m, n € N két négyzetszam Osszegére

, ) Gauss: Valamely n > 1 pontosan akkor nem all el6 3 négyzetszam
bonthatd, akkor szorzatuk is.

osszegeként, ha

o Pontosabban, ha m = a? + b2, n = ¢ + d?, akkor n=4"8k+7), m, ke Np.

mn = (ac — bd)? + (ad + bc)?. ’
o Kovetketésképp elegendd a primszamok folbonthatdsagaval Négy négyzetszdm Osszege.

foglalkozni. o Lagrange: Ha m, n € N négy négyzetszdm Gsszegére bonthatd, akkor
o Euler: Ha p = 4k + 1 prim, akkor el63ll két négyzetszam Osszegeként. szorzatuk is.
o Egy n > 1 egész pontosan akkor &ll elé két négyzetszam osszegeként, ° igy most is elég primszdmokkal foglalkozni.

ha primtényezés folbontasaban a 4k + 3 alakd primek csak paros

e 141 ” o Lagrange: Minden primszam el6all 4 négyzetszam Osszegeként.
kitevével fordulnak eld.

. , , Lo . 3 . o Kovetkezmény. (Lagrange) Minden természetes szam el8all négy
o Megjegyzés. Itt és a tovabbiakban a folbontasokban a 0 is négyzetszdm dsszegeként

szerepelhet. )
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Hatvanybsszegekre bontds.

Magasabb kitevGs hatvanyok.

Waring 1770.
o Bizonyitas nélkiil a kovetkezdket jelentette be:

@ Minden (természetes) szam eldall 4 négyzetszdm, 9 kobszdm, 19
negyedik hatvany, stb. Osszegeként.

o Megjegyzés. A , stb” ers tilzds, mert implicite azt tartalmazza,
hogy minden k > 1 egészhez van olyan w(k) € N, hogy minden
természetes szam el83ll w(k) szdmd k-adik hatvany Gsszegeként.

Hilbert 1909.
o A Waring bejelentés szerinti w(k) szdm minden k > 1 egészre létezik.

o DE Hilbert tételének a bizonyitdsa egy un. tiszta egzisztencia
bizonyitds, azaz semmit sem mond a w(k) fiiggvény értékeirdl.

o Waring w(4) = 19 &llitdsit csak 1986-ban igazoltdk.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Szamelm. tort. 2014. &prilis 1. 25 /27

Hatvanybsszegekre bontds.

Magasabb kitevGs hatvényok.

g(k) és a G(k) értékek

k 2 8 4 b5 6 7 8
g(k) | 4 9 19 37 73 143 279
G(k) |4|4—-7|16 |6—18 |9—28|8—45|32—57

Megjegyzés.
Sajnos még kis k-ra is nagy a bizonytalansig a G(k) értékekre. PI. A
G(3)-nél a 4-7 jelolés azt mutatja, hogy csak az bizonyitott (jelenleg),

hogy
4 < G(k)<T.
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Hatvanysszegekre bontds.

Magasabb kitevés hatvanyok.

Becslések.
o Ha g(k), k > 1 jeldli a w(k) lehetd legkisebb értékét, akkor

NEE

ahol [,] at egészrész (pontosabban az dn. alsé-egészrész) fliggvényt
jeléli.
o Ha G(k) jeloli a w(k) értékét , elég nagy” n-ekre, akkor

G(k) < 6klog k.
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