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El8zmények

Legismertebb miive

Aritmetika

o Az Aritmetika, 13 konyvbdl allt a fordsok szerint, és

o hatdrozott, valamint hatdrozatlan egyenletekre vezeté problémakat
taglalt.

o Gorogiil csak 6 konyv maradt fonn, ezeknek tobb mésolata és
forditdsa létezik.

o Az egyik legismertebb Tartaglia a (harmadfoku egyenletek megolddja)
latin forditdsa a XVI. szazadbdl.

o E forditds egy XVII. szdzadi kiaddsaban szerepel (a margén) P.
Fermat elhiresiilt mondata.
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Elzmények

Diophantosz, I.sz. 250 kortil

Eletérdl egy rejtvény(sir)vers
Vén Diophantoszt rejti e k6. Bar 6 maga szunnyad,
Megtanitotta a sirt, miondja el élte sorat.
Evei egyhatodat tolté ki a gyonge gyerekkor,
Még feleannyi lefolyt, s alla szakalla kin6tt.
Egyheted eltelt még, és naszdny varta a férfit,
Elmdlt djta ot év, és fia megsziiletett.
Ez feleannyi napig lathatta a fényt idefennt, mint
Atyja, mivel neki igy szabta az isteni sors.
Ot gyaszolva a sir felé hajlott agg Diophantosz:
Négy évvel kés6bb & is elérte a célt.
Mondd, hany esztendét élt hat gyaszban, oromben,
S itta az édes fényt, mig hona lett ez a sir.

(Pollak Gyérgy forditasa)
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[ Elézmények |

Legismertebb miive

Az , Arab konyvek” folfedezése
o G. Toomer (Brown Univ.) 1973-ban értesiilt a Mashad Shrine Library
(Iran) egy frissen Gsszallitott kézirat-katalégusardl.
o Ebben folfedezett egy kézirat cimet, amely egy Diophantosz traktatus
arab forditdsa lehetett, készitdje a 912-ben meghalt Qusta ibn Luga.
o Els6 latdsra az Aritmetika egy részének tiint.
@ Toomer doktorandusza J. Sessiano alaposan megvizsgélta a kéziratot,
és lgy vélte
az az Aritmetika egy hidanyzé része,
amely 4 konyvbdl &ll.
@ Megoldandd probléma ezen 4 arab konyv és a mar ismert 6 gorog
konyv viszonya.
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Elé6zmények

A sorrend

Sessiano megoldasi javaslata

© A 4 arab konyv a gorog konyvek kozott helyezendd el dsszefliggben.
@ Ha a gorog konyveket rendre A, B, I', A, E, Z jeldli,
@ az arabokat pedig 4,5,6,7,

@ akkor a javasolt sorrend

A B,T,4,5,6,7,AE,Z.

Ervek

A konyvek ilyetén elrendezése a problémak elemzésén alapul.
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Gérdg kdnyvek

Az elrendezés indoklasa.

A 2. probléma megolddsa (mai szimbolikaval).
o Legyen az osszeg 20, a négyzetosszeg 208.
o Jelolje a kiilonbséget 2s. Ekkor a nagyobb szam 10 + s, a kisebb
10 — s,
@ a négyzetdsszeg pedig 252 -+ 200, amely 208.
o Ebbél s = 2, azaz a két szam 12 és 8.

o Megjegyzés. Az eredetileg kéthatdrozatlanos problémat dgy
redukalja, hogy a szamtani kozéptdl valé eltérésre vezet be 0j
hatarozatlant.

o Ez megoldasi médszer ugyanaz, amint amelyet kozel két évezreddel
korabban (Hammurapi kordban) mér alkalmaztak a mezopotamiai
irnokok:

@ az osszeg és kiillonbség mddszere.
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Gérég konyvek

Az elrendezés indoklasa.

Problémdk az A konyvbdl.

o Két tipikus probléma.
@ Adjunk meg két olyan szdmot, amelyek Osszege és szorzata adott szam.
@ Adjunk meg két olyan szamot, amelyek Gsszege és négyzeteik Gsszege
adott szam.
o Megjegyzés. Minden probléma megoldasanal konkrét szimokbdl
indul, nincs altaldnosan megfogalmazott elmélet.
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Az elrendezés indoklasa.

Egy probléma a B konyvbdl.

Legyen egy adott szam két négyzet osszege. Bontsuk ezen Osszeget két
masik négyzet Osszegére.

Megoldas.
o Legyen az adott szam 13 = 22 + 32,

o Tekintsiink egy s + 2 oldalii és egy masik négyzetet, amelynek oldala
3-mal kevesebb s valamely tobbszorosénél, mondjuk 2s — 3.

o Az elsé négyzet s? + 4 + 4s, a masodik 45> + 9 — 12s,

@ amibdl 13 = 552 + 13 — 8s, azaz s = g.

o Az els6 négyzet oldala s + 2 = %, a masodiké 2s — 3 = %

o Erdekes (nyitott) kérdés: miért igy valasztotta az dj négyzetek
oldalait.
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Az elrendezés indoklasa.

Egy probléma a [" konyvbdl.

Hatdrozzunk meg hdrom olyan szamot, amelyek kozil barmely kett6é
szorzatat egy adott szammal novelve négyzetszamot kapunk.

Megoldds (az eredeti, de mai jelolésekkel).

1. Legyen az adott szdm (amivel ndveliink) 12, a hdrom szdmot
lelolje x, y, z.

2. xy + 12 = [y, legyen [0; = 25, amibdl xy = 13, és legyen
x=13s, y = %
3. yz+ 12 = [y, legyen [0y = 16, amibdl yz =4, igy y = % lévén

z =4s.

4. xz +12 = 25 ahol xz = 13s - 45 = 5252, igy olyan s-et kell keresni,
amelyre 52s% + 12 = 3.

5. Diophantosz megjegyzése: j6 lenne, ha az 52 helyén négyzetszam
allna.
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- ooy o 20U e 1L,
12-vel novelve négyzetszamot kapunk.
7. Ez egyszeri, legyen e két szam 4 és %: 4412 =47 és
1 _ (7)2
1+12= (5"

Gérog kdnyvek

Az elrendezés indoklasa.

1. Megjegyzés.

Erdekes, hogy azt az esetet, amikor 5252 + 12 négyzetszdm az s = 1
esetben is, Diophantosz nem vette figyelembe. Ebbdl rogton adédétt volna
az

1
x =135 =13, y:;:1, z=4s =4

megoldas.

2. Megjegyzés.

Megolddsdban Diophantosz a , hamis foltevés” mddszerét alkalmazta: tett
egy foltevést, és amikor abbdl nem kapta meg a kivant eredményt,
moédositotta foltevését, de ugyanazzal a médszerrel dolgozott ismét.
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Gérég konyvek

Az elrendezés indoklasa.

A megoldas folytatasa.
8. Kezdjiink egy tjabb szamoldst. Legyen x =4s, y = %, = %s,
ahol s kés6bb meghatdrozandé.
9. Lathatd, hogy csak azt kell mar elézni, hogy xz + 12 = [J legyen.

10. legyen e , négyzet oldala” s + 3, igy a négyzet s + 65 + 9,

11. azaz 6s + 9 = 12, ahonnan s = %

12. A keresett hdrom szdm: x =4s =2, y = % =2, z= % = %
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Arab kényvek

Arab konyvek: néhany formalis kérdés

@ Osszesen 101 = 44 + 16 + 23 + 18 problémt tartalmaznak.

@ A 4 Konyv preambuluma szerint a gorog konyvek nem érheték el az
egyszer(i moszlim olvaséknak.

© Az alexandriai Diophantosz négyzetekrél és kobokrél szolo
traktdtusanak negyedik kényve, amelyet a baalbeki Qusta ibn Luqga
forditott goroghdl arabra.

@ A fordité idéz(het) az eredeti nyelvii 4 kdnyv el8szavdbdl, amely az
A — I" konyvek anyagara utal megemlitve, hogy azokra épit a
késébbiekben.

Q Megemlitve példaul, hogy a korabban négyzetekre vonatkozékat most
majd kobokre altaldnositja.
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Arab kényvek

A 4. Konyv

1. Probléma

Két olyan kobszamot keresiink, amelyek Osszege négyzetszam.

Az eredeti megoldas mai jelolésekkel.

o Legyen a két kob oldala x és 2x. A kobok Gsszege 9x3, ennek kell
négyzetnek lennie.

o Meérjiik a négyzet oldalat x-ben, monjuk legyen 6x. |Igy a négyzet
36x2, amelynek 9x3-bel kell egyenldnek lennie.

@ Mivel a x? kisebb hatvany, mint az x3, elosztjuk az egészet x?-tel: az
eredmények 9x és 36, igy x = 4.

@ A kisebb kob oldala 4, a nagyobbé 8, tehat a kobok 64 és 512,
o ezek Gsszege 574, amely négyzet, 242
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Arab kényvek

4. Konyv

A megoldds folytatasa.
@ Hom=2, n=7 akkor x =7.
0 2% =x3 =343, b3 = (2x)% = 143 = 2744,
o [0 =2401 = 492,

Megjegyzés.

A megoldasi médszer megegyezik egy, az A Konyvben olvashatéval.

Klukovits Lajos (TTIK Bolyai Intézet) Aritmetika - Szdmelmélet 2014. mércius 11. 15 /20

Arab kényvek

4. Konyv

2. Probléma

Két olyan kobszamot keresiink, amelyek kiilonbsége négyzetszam.

Némileg modernizalt megoldas.

@ Olyan a < b szamokat keresiink, amelyekre b — a3 = .
e Ha a = x, b= mx; akkor

(m*-1)x3=0
o Legyen 0 = (nx)?, és igy (m® — 1)x® = n®x?; amibsl

n2

X = —F"7
m3—1
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7. Konyv
8. Probléma

Olyan négyzetszdmot keresiink, amelynek oldala kobszdm, és akkor is
négyzetszamot kapunk, ha egy bizonyos szdmot, valamint annak a
kétszeresét hozzaadjuk.

14 / 20

Modern formalizmussal.

Olyan a, b szamokat keresiink, amelyekre
(3®)?+2b=00
(@®)?+b=0»

Megoldas 1
Ha (a%)? = 64 = (3%)?, akkor

64+ 2b = [,
64+ b =0
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7. Konyv 8. Probléma

Megoldas 2

o A megoldast egy latszélag masik probléma megoldasaval folytatta:
keressiink olyan u, v szamokat, amelyekre

v +2v=0 (1)
P +v=0, (2)

Ha u? = x? és v = 2x + 1, akkor (2) azonosan teljesiil.
igy (1)-b8l x2 + 4x + 2 = O, mondjuk (x — 2)2,
ezért x2 +4x+2=x2—4x+4,ésx=1

i
; 2_ 2 _ 1 ,_ 11
Kapjuk, hogy u” = x* = 35, v = 15.

Legyen most t tetszbleges ardny(=racionlis szam), és ekkor u?t?, vt?
szintén megoldasok, az uf =1, vy = 24 egészek pedig megoldasai az
el6bbi segédproblémanak.

4
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Az utolsé probléma altalanositdsa
A megoldandé egyenletrendszer
()2 + ky = A
)2+ my = B?
k,m e Z.
A segédegyenlet
u? 4 kv = A2 (3)
v+ mv = B? (4)
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7. Konyv 8. Probléma

Megoldds 3
o A keresett megoldést (az eredeti probléma megolddsat) 64-gyel valé
szorzas révén kapjuk ebbdl:
(a®)>=64  b=064-24=1536,
@ amibdl

O, = 3136 = 56°, O, = 1600 = 402
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Arab kényvek

Az utolsé probléma altalanositdsa

o A kv = 2nu+ n?, n tetszbleges valasztassal (3) teljesiil.
o Ezutdn azt kell elérni, hogy

2mn m

2 2 2
i =B
u® + K u+ K n

legyen.

o Ez pedig egyszerlien elérhetd.
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