A két f6 témakor.

Az aritmetika és a szdmelmélet torténete az

Okortdl Hilbert VII. probléméja megoldasaig.
Bevezet6 gondolatok. 1. Mit értettek szdmon az egyes torténeti korokban,
pontosabban a mai szdimfogalom terminusait hasznalva,
milyen tipusd szamokat ismertek, hasznaltak.

Klukovits Lajos 2. Az adott korban ismert szamokkal hogyan szamoltak.

1. Aritmetika.

3. Az igényeknek megfeleléen hogyan definidltak, hasznaltak
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A két f6 témakor. Példak az egyes szamelméleti iranyzatokra.

Klasszikus szdmelmélet.
» Pitagoraszi szdmharmasok.

2. Szamelmélet.

( . P . . > Tokéletes szamok.
1. A szamelmélet alapvetden az egész szamokkal kapcsolatos o
kérdésekkel foglalkozik. » Hatdrozatlan egyenletek az egész szamok folott.

2. Mddszereit, problémafdlvetéseit figyelembe véve 3 f6 irdnyzata

van. Analitikus szamelmélet.

2.1 Klasszikus szdmelmélet: a problémak megfogalmazdsiban és
azok kezelésében, valamint a bizonyitdsokban haszndlt
fogalmak és mddszerek nem terjednek til az egész szdmokon.

2.2 Analitikus szamelmélet: a bizonyitdsokban, sét olykor a » Transzcendens szamok.
problémak megfogalmazdsaban analitikus/fliggvénytani
fogalmakat és mddszereket alkalmaznak.

2.3 Algebrai szdmelmélet: az egész szamok alkotta gydirii
dltaldnositdsait vizsgalja absztrakt algebrai médszerekkel. > A Fermat probléma megold4sa az n = 3 esetben

» Becslések a primszamokkal kapcsolatban.

» Diofantikus approximacid.

Algebrai szamelmélet

» Kvadratikus testek, ezek egészeinek gyiiriije: meddig
altaldnosithaté a szdmelmélet alaptétele.



l.e. XX-XIX. szazad: az Egyiptomi Kozépbirodalom kora. l.e. XX-XIX. szdzad: az egyiptomi kozépbirodalom kora.
A megoldds.

1. Ha a differencia 5% lenne, akkor egy lehetséges elosztas
Rhind 40. probléma, egy hatdrozatlan egyenletre vezetd.

100 cipét tigy kel elosztani 5 ember kézdtt, hogy a két legkisebb 1 6L 12, 17% 23
Osszege egy hetede legyen a 3 legnagyobb Gsszegének. Mennyi a 2 2
differencia? 2. Ez kielégiti a foltételt, de
Kommentar. 3. a tagok Osszege csak 60, azaz csak 60 cipdt osztottunk el 100
A megold4sbdl kiolvashatd, hogy az egyes emberek kozott helyett.
kiosztandé mennyiségek szdmtani sorozatot alkotnak, és a kérdés 4. A 100-hoz még 40 kell, ami a 60 kétharmada.
ennek a differencidjara utal. 5. Az el8bbi sorozatot , aranyositani” kell: azaz megszorozni
1%—da|.
A megoldast mai, nem a korabeli szimbolikdval adjuk meg. 6. igy a megoldds
2 2 1 1 1
12, 10542, 20, 29-, 38-.
3 3 + 6 6 3
7. A végleges differencia: 9%.
l.e. XVIII. szdzad: az Obabyloni Birodalom. A Plimpton 322. agyagtédbla, Neugebauer atirasaban.
A Plimpton 322. agyagtabla.
[1,59,0,]15 1,59 2,49 1
[1,56,56,]58, 14,50, 6, 15 56,7 3,12,1 2
[1,55,7,]41, 15,33, 45 1,16,41 1,50,49 3
[1,15[3,1,]0,29,32,52,16 3,31,49 5,9,1 4
L [1,]48,54,1, 40 1,5 1,37 5
[1,]47,6,41, 40 5,19 8,1 6
[1,]43,11, 56, 28,26, 40 38,11 59,1 7
[1,]41,33,59,3,45 13,19 20,49 8
[1,]138,33,36,36 9,1 12,49 9
1,35,10,2,28,27,24,26,40  1,22.41 2,161 10
1,33,45 45 1,15 11
1,29,21,54,2,15 27,59 48,49 12
[1,]27,0,3,45 7,12,1 4,49 13
1,25, 48,51, 35,6, 40 29,31 53,49 14

[1,]23,13, 46,40 56 53 15




l.e. XVIII. szézad: az C)babyloni Birodalom.

Mit

>

rejt ezen agyagtabla?

A mezopotamiaiak 60-as helyiértékes szamirast alkalmaztak,
amely mindossze két jelet hasznalt.

» Ezt Neugebauer ligyesen irta at decimilis jegyekkel.

> A toredékes tablan 4 oszlopban és 15 sorban allnak szdmok.

> Ha az els6 oszlopbeli szamok négyzetét rendre kivonjuk a

harmadik oszlopbeli szamok négyzetébdl, akkor a masodik
oszlopbeli szimok négyzeteit kapjuk. (Megjegyzés. A
szamok nem foltétleniil egészek.)

> Mit rejt ez?

» Nyilvdn az ismert Pithagorasz tételt, pontosabban un.

, DE

» kb. 1500 évvel Pithagorasz el6tt.

» Ez tekinthetd a jelenleg ismert legkordbbi tisztan szamelméleti

eredménynek.

Okori gorog eredetli, maig nyitott kérdések.

>

Euklidesz 1X.36. Tételének megforditasat a XVIII. szdzadban
igazolta Euler.
A két tételt egybe fogalmazva:

» Egy pdros szam pontosan akkor tokéletes szam, ha

2p=1(2pP — 1) alakd, ahol p és 2P — 1 prim.

> Példaul 6 = 2(22 — 1), 28 = 22(23 — 1),...
Van-e végtelen sok paros tokéletes szam? Van-e paratlan
tokéletes szdm?
Azt mondjuk, hogy (m, n) bardtsdgos szampar, ha mindkett
egyenld a mésik oszt6i (kivéve magst a szdmot) Osszegével.

> Példaul a 220 és a 284 ilyen. (Mdr a Biblidban is szerepel.)

> Létezik-e végtelen sok baratsagos szampar?

» Létezik-e olyan bardtsdgos szampar, amelyiknek tagjai

kiilonbozd paritastak?

Tabit ben Qurra (IX. sz.) eredménye pontositva: Ha p,q,r
specialis alaki primek, akkor m = 2¥pq és n = 2¥r baratsigos
szampdr.

A legkorabbi szigortian bebizonyitott szamelméleti
eredmények.

Definiciék Euklidesz Elemek c. miivébdl.

>

v

v

v

v

VII1.1.D Az egység az, ami szerint minden létez6t egynek
mondunk.

VI1.2.D A szdm az egységekbdl osszetevédd sokasag.

VI1.3.D Egy kisebb szam egy nagyobbnak hdnyada (része), ha
osztja a nagyobbat.

VI1.12.D Primszam, amelyik csak az egységgel oszthaté.

VI1.23.D Egy szdm tdkéletes, ha egyenlé osztdi (részei)
Osszegével.

Két tétel a IX. konyvbdl.

>

>

1X.20. Primszamok barmely adott sokasdganal van tobb.

1X.36. Ha az egységtdl indulva kétszeres aranyban mértani
sorozatot alkotunk addig, amig az Gsszeg primszam nem lesz,
és ezt megszorozzuk az utolsé taggal, akkor tokéletes szamot
kapunk.

Hatdrozatlan egyenletek és egyenletrendszerek 1.

Diophantosz |.sz. 250 kortil

1.

2.

Keressiink hdrom olyan szdmot, hogy koziilik barmely
kettének a szorzatat egy adott szammal novelve
négyzetszamot kapunk. (Aritmetika ' 10. probléma)

Keressiink két olyan négyzetszamot, amelyek Osszege
kobszam. (Aritmetika 4. 3. probléma)

Aryabhata és Brahmagupta, l.sz. VI.-VII. sz.

Keressiink olyan y szdmot, amelyre by y-t a;-gyel osztva ci, és
byy-t ap-vel osztva ¢, maradékot kapunk. Masképpen, megoldandé

az

aixy + ¢ = by

axxo + ¢ = bay

egyenletrendszer.



Hatdrozatlan egyenletek és egyenletrendszerek 2.

Aryabhata és Brahmagupta, l.sz. VI.-VII. sz.
> Egy példa (a hinduk CSAK konkrét szamokkal dolgoztak).

29x; +4 = 8y
25x0 +7 =17y

» Egy megoldds: y = 1001, x; = 276, xo = 378.

Kina: A matematika mivészete 9 konyvben.
» 576 pénzért 78 bambuszrudat vesziink, hossz(t és rovidet.
Mennyit vesziink az egyes fajtdkbdl, és mennyi az aruk.

> A megoldas, 48 rovidet egyenként 7 pénzért és 30 hosszut
egyenként 8 pénzért.

Az europai kezdet, a pisai Leonardo.

A Liber abaci egy feladata.

» Egy ember 30 madarat vasarol: foglyokat, galambokat és
verebeket. A fogoly ara darabonkint 3 eziist, a galamboké 2,
mig a verebeké % Osszesen 30 eziistot fizet. Hany madarat
vett az egyes fajtakbdl?

» Az egyetlen pozitiv megoldds a 3, 5, 22.

» Megjegyzés. E probléma szamos Skori kultirdban is szerepel.

Palermoi Janos egy problémdja a Liber quadratorumbdl.
> Melyik az a négyzetszdm, amelyhez 5-6t adva is és 5-6t
kivonva is négyzetszamok kapunk.
» A megoldandé egyenletrendszer

x24+5=y?

x2—5=2°

A, kinai maradéktétel” .

1. probléma.

» Van egy csomé térgyunk, de nem tudjuk mennyi. Ha
hdrmasaval szamoljuk le, ketté kimarad. Ha otosével
szamolunk harom, mig ha hetesével szamolunk ketté marad ki.

> A targyak szdma 23.

2. probléma.

17 kaldz zsdkmanyolt egy lada aranyat. Egyenl6 ardnyban akartdk
elosztani, de 3 arany kimaradt. Ezen Gsszevesztek, és egy tarsukat
megolték. Ujra kezdték az elosztast ugyanigy, de most 10 arany
maradt ki. Ezen ismét Osszevesztek, és ismét megolték egy
térsukat. Most mar el tudtdk osztani lgy az aranyat, hogy
mindenkinek ugyanannyi jutott. Hany arany volt a ldddban?

A ladaban 3930 arany volt.

Leonardo megoldasa.

5 1 7
= —, =4+ — =24 —.
x=3+ IR + o 2 + D
Megjegyzés. Abban a korban — részben Skori mintdra — nem
ragaszkodtak az egész megoldashoz, megelégedtek raciondlissal.



Elemek X. Konyv (az irraciondlisok Skori elmélete).

» X.1.D Mennyiségeket osszemérhetéknek mondunk, ha
ugyanazon mértékkel mérhetdk, osszemérhetetleneknek pedig,
ha nem taldlhaté hozzdjuk kozos mérték.

» X.4.D Es nevezziik az adott szakasz négyzetét racionalisnak,
és az azzal 6sszemérhet6 feliileteket raciondlisnak, az azzal
osszemérhetetleneket pedig irracionalisoknak, az Oket el6éllitd
szakaszokat — ti. ha a feliiletek négyzetek, magukat az
oldalakat, ha pedig valamely mas sokszogek, a veliik egyenld
négyzeteket folrajzol6 szakaszokat — irracionalisoknak.

» X.2.T Ha adva van két nem egyenl6 mennyiség, a kisebbet
véltakozva mindig kivonjuk a nagyobbdl, és a maradék
sohasem méri az el6z6t, akkor a mennyiségek
Osszemérhetetlenek.

Irracionalis szamok 2.
Hinduk a VII.-X. szdzadban.

> Lathatd, hogy az irraciondlisokkal ugyantgy bantak, mint az
egészekkel, a

c+d=4/(c+d)?=+c?+d?+2cd

azonossagot irtak at.

» Bhaskara egy szabdlya két irraciondlis osszegére: A nagyobbik
és a kisebbik hanyadosanak négyzetgyokét noveld eggyel, vedd
ezen Osszeg négyzetét, majd szorozd meg a kisebbel, és ennek
négyzetgyoke a két négyzetgyok osszege.

» lllusztrilé példdja:

V3+VI12=

Irracionalis szamok 1.

Hinduk a VII.-X. szdzadban.
» Korrekt médon szamoltak gyokmennyiségekkel, de semmit
sem bizonyitottak.

» Szabalyokat fogalmaztak meg, amelyeket szampéldakkal
illusztraltak.

» Egy illusztrald példa

V3+V12=1/(3+12) +2V3-12 = V27 = 3V3.

» Tulajdonképpen a

Va+Vb=1/(a+b)+2Vab

azonossagot alkalmaztdk. Természetesen a, b > 0.

Irracionalisok a XVI.-XVII. szdzadban

Rovid attekintés.

» 1500 koriil az eurépai matematikusok, elsésorban az iszlam
tradicidk alapjan, mar egyre kiterjedtebben szamoltak
gyokmennyiségekkel,

» specidlis tipusokat definidltak és kalkulusokat adtak meg, pl. a
Va+ Vb alakdakra (Stevin).

» Az a kérdés, hogy az irraciondlisok, a gyokmennyiségek,
szamok, vagy nem még jé ideig élénk vita targya volt.

» De tisztdzatlan a 0 stdtusza, valamint az, hogy mik is a
negativ szdmok (pl. a hidnyt jelz8 mennyiségek), szdmok e
egyaltalan.



Irracionalisok a XVI.-XVII. szazadban

Stiefel, Arithmetica integra, 1544.

Mivel az olyan geometriai bizonyitasokban, ahol a raciondlis
szamok nem megfeleléek alkalmazhatdk az irraciondlis szamok, és
veliil elvégezhetjiik a bizonyitdsokat; az irdnyba kényszeriiliink
haladni, hogy kijelentsiik: az irraciondlisok igenis szamok, mivel a
veliik kapott eredmények redlisok (valdsdgosak). Mdsrészt azonban
mds meggondoldsok arra késztetnek benniinket, hogy tagadjuk azt,
hogy az irracionalisok egyaltalan szamok. Ugyanis, amikor
szamolunk veliik (tizedestort alakban) azt tapasztaljuk, hogy nem
lehet &ket pontosan meghatdrozni. I/gy nem nevezhetjiik Sket igazi
szdmoknak, mivel természetiiknél fogva hidnyzik belbliik a
precizitds. Ezért, ugyanugy mint ahogy a végtelen nem szam, egy
irracionalis szdm sem igazi szam, hanem éppugy valami kédos
végtelen.

Irracionalisok a XVI.-XVII. szazadban

Néhany érdekesség.

» J. Wallis
4 3-3:5-5-7-7...
T 2-4-4.6-6-8...
» F. Viete formuldja m-re, amelyet korbe irt 4,8, 16, ... oldald
sokszogek segitségével nyert:
90° 90° 90°
cos - cos

2
— =cos
s

_\/T1+1
V22 2

» Bombelli lanctortje: vV2 =1+ ——...

Irracionalisok a XVI.-XVII. szdzadban

B. Pascal.

Ugy vélte, hogy az olyan mennyiségek, mint példdul a v/3 csak
geometriai mennyiségként foghaté fol. Az irraciondlisok pusztan
szimbdlumok, amelyek nem léteznek az altaluk reprezentalt
folytonos geometriai mennyiségtdl fiiggetleniil. A veliik valé
szamolasokra tehat nem aritmetikai szabalyok vonatkoznak, hanem
az Eudoxos-féle aranyelméletet (Euklidesz V. kdnyve) kell
alkalmazni.

Lényegében ugyanezen véleményt olvashatjuk Newton Arithmetica
Universalis c. konyvében, amely 1707-ben jelent meg, de kb. 30
évvel kordbbi eredményeinek osszefoglaldsa.

A negativ szamok és a nulla.

Egy XVI. szdzadi feladat.

» Az apa most 56, a fia 29 éves. Hany év miilva lesz az apa
kétszer annyi idés. mint a fia?

> Az
56 4+ x = 2(29 + x)
egyenlet megoldasa: x = —2.
» Hogyan lehet ezt értelmezni?
> A
(-1):1=1:(-1)

arany kérdése.



Komplex szamok.

Egy integraldsi probléma.

» John Bernoulli és Leibniz az

a2 _a 1 n 1
2-—x2 2\a+x a—x

folbontast hasznilta.

. . P . dx . .
» De ezlt dltaldnositottdk az fm esetre.|s, a"hol rnar .
negativ (esetleg komplex) szdm logaritmusa is el8keriil, mivel

a mésodfokd polinomnak negativ (komplex) gyoke is lehetett.

Euler.
Inkorrekt dton korrekt megoldds a negativ (komplex) szdmok
logaritmusara.

Transzcendens szamok 2.
Liouville 1844.

» Algebrai szdm: az olyan komplex szdm, amely lehet egész
egyiitthatés polinom gyoke. Az Osszes algebrai szamok
halmaza: A.

» Az algebrai szdmok &ltaldban rosszul approximalhaték
raciondlis szamokkal.

> A
i 1
1 n!
n=1 0
végtelen sor konvergens, és Osszege transzcendens szam.

Néhany tovabbi eredmény

» 1873. Hermite: e transzcendens.
» 1874. Cantor: Kontinuum sok transzcendens szam van.

» 1882. Lindemann: A 7 transzcendens.

Transzcendens szamok 1.
Euler egy folvetése.

» Lehetnek olyan szamok, amelyek meghaladjék az algebrai
modszerek erejét.

» Ezek azok a szdmok, amelyek nem lehetnek gydkei racionalis
(egész) egyiitthatds egyenleteknek.

Euler sejtése.

» Ebbe a kategéridba tartozik a két neves konstans az
e é T

valamint a logaritmus- és a trigonometrikus fliggvények
értékeinek zome.

» Bizonyitani csak azt tudta, hogy az e irraciondlis.

» Tanitvdnya Lambert megmutatta, hogy = is irracionalis.

Transzcendens szamok 3.

Egy meglep6 eredmény.
A mai napig nem ismert, hogy e + 7 milyen szam.

D. Hilbert 1900. Parizs.

Hermite és Lindemann eredményeit — amelyek az exponencialis
fliggvényekre vonatkoznak — minden matematikus nagyra értékeli.
Ezen az iton tovdbb kell haladni, s az elkévetkezé idében az alabbi
problémat kellene megoldani. Bizonyos — az analizisben fontos —
transzcendens fiiggvények egyes algebrai szam helyeken algebrai
szam értékeket vesznek fol. Ugy tiinik, hogy ezt érdemes alaposan
megvizsgalni. Ugyanis altalaban azt képzeljiik, hogy a
transzcendens fiiggvények mindeniitt transzcendens értékeket
vesznek fol. Tessziik ezt annak ellenére, hogy ismertink olyan
transzcendens fiiggvényeket, amelyek algebrai szimokhoz algebrai
szamot, sét raciondlisat rendelnek.



Transzcendens szamok 4.

D. Hilbert 1900. Parizs.

Példsul az e'™ exponencidlis fiiggvény értéke minden z € Q-ra
algebrai, mig minden z € A \ Q-ra transzcendens. Ezen &llitds
geometriailag is megfogalmazhaté. Ha egy egyenlszari
hdromszogben az alapon fekv szog és a szdrak dltal alkotott sz6g
aranya transzcendens, akkor az alap €s a szar aranya is
transzcendens. Bar ez egy igen egyszeriien hangzo allitds,
ekvivalens Hermite és Lindemann eredményével, s a bizonyitdsa is
igen nehéz, s6t meglehetésen bonyolult. Hasonléan nehéz lehet a
bizonyitdsa a kévetkezé dllitasnak is.

A VII. probléma.

Ha o €A és 3 € A\ Q, akkor az o alakii szamok, példaul
2V2 em =i mindig transzcendens szamok, vagy legalabb
irracionalisok.
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Polygon Kényvtar, 2008.
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» A kollokvium irasbeli,

» amely egy feleletvdlogatds tesztbdl,
» és ezt kovetben roviden megvélaszolandd kérdésekbdl all.
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