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Folyammenti kultdrak.

Mezopotdmia.

Szémon 6k is pozitiv raciondlis szdmot értettek, DE
szamirasuk 60-as alapu helyiértékes volt.

haszndltak hatvanados torteket is, de egy jelsorozat tort
voltara nem volt specidlis jeliik.

Ha gazdasagi szamitasnal , negativ szdm" adddott volna,
akkor azt nem tekintették rendes szamnak, hanem az
egyszeriien hidnyt, addssagot jelolt.

A (négyzet)gydkvondskor mindig csak pér [épést tettek
algoritmusukban, hitték, hogy az néhany (tovébbi) lépés utdn
(biztosan) véget ér.

Kovetkezésképp, az irracionalis fogalma fol sem mertlhetett.

5. Az anal

5. Az analizis
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Folyammenti kultdrak.

Egyiptom.

0. A folyammenti kultirdk kora. 2. Gérégdk és hinduk.

10-es alapd nem helyiértékes szdmirasuk volt.
A szam ndluk — mai terminoldgidval — pozitiv raciondlis
szam volt,

bar nem haszndltak szdmlaléval és nevezével rendelkezd
torteket,

szinte minden tortet specidlis, 1 szamlaldjd tortek, ,, elemi
tortek” oOsszegeként dllitottak eld.

A gorogok.

A szam Euklidesz elsé 9 konyve szerint.

Euklidesz definicdja szerint: egységekbdl osszetevédd sokasag,

tehat 1-nél nagyobb egész szam.
Definidltdk és haszndltdk a szamok ardnydt, ami a pozitiv
racionalis szamnak felelt meg.

Az ardnyokkal valé szamoldsrdl szl Euklidesz V. konyve, az

Eudoxos altal bevezetett mennyiség fogalmat hasznalva.
De itt csak tin. 6sszemérheté mennyiségekkel foglalkoztak,

bar ezt itt nem posztuldltak, a mennyiségeket is szamnak
tekinthetjiik.

Azaz, a szam 1-t6l kiillonbozé pozitiv racionalis szam.

3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szazadi Eurépaban. 4. Komplex szamok
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2. Gorogok és hinduk. 3

A gorogok.

A X. konyv.

Ezen nagyrészt Eudoxostdl és Theaitetosztdl szdrmazé konyv
bizonyos 6sszemérhetetlen mennyiségekkel és azok aranyaval
foglalkozik, azaz a szam fogalma kiegésziilt specialis, pozitiv
irracionalisokkal is.

0. A folyamme
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2. Gordgdk és hinduk.

Hindu aritmetika (200-1200)

A korszak masodik felétél az eddig csak a szdmjegy hidnyat
jelzd szimbdlumot, a , korocskét”, szamként is kezdték
haszndlni. A szdmjegy hidnyanak jele arab eredetdi.

Mahavira (IX. sz.) a kdvetkez8ket irta: Egy szamot 0-val
szorozva 0-t kapunk, s ha egy szambdl 0-t vonunk ki, akkor a
szam nem valtozik.

Azt is irta, hogy: Ha egy szdmot 0O-val osztunk, akkor a szam
véltozatlan marad.

Itt nyilvdn arra gondolhatott, hogy ha egy szamot ,,sehany”
részre osztunk, akkor nem torténik semmi.

4. Komplex

4. Komplex sz

szamok
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5. Az analizis
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kultirdk kor 3. Irracionalisok a XVI. - XVII

2. Gorogok és hinduk.

Hindu aritmetika (200-1200)

szdzadi Eurépdban

Folytattdk a gorog tradicidkat.

Az V. szdzad végétdl a hindu matematikusok munkajat
elsésorban asztrondmiai és asztroldgiai problémak motivaltdk.
Szinte az dsszes matematikai mii csillagdszati (nem kiiloniilt
ndluk el a csillagjéslastdl még) konyvek részeként jelent meg.
E korbdl mar tdbb matematikus (csillagdsz/csillagjés) nevét is
ismerjiik:
o ARYABHATA (476-550(7)), BRAHMAGUPTA (598-660),
o MAHAVIRA (800(?)-870(?)) és BHASKARA
(1114-1185(7)).
A perddus elsé felében a szamokat hol szavakkal, hol mds,
szam jellegli szimbdlumokkal jelolték. A 600-as évek kordl
kialakult a tizes alapu helyiértékes szamirasuk.

kultirdk kora 3. Irracionalisok a XVI. - XVII

2. Gorogok és hinduk.

Hindu aritmetika (200-1200)

szézadi Eurépdban

Megjelennek a tortek is, féleg csillagdszati szamitdsokban.

irasukra a babyloni hatvanas rendszert alkalmaztak. A

miiveletek elvégzési szabdlyait szinte ugyandgy adtdk meg,

mint manapsag.

Mahavira a torttel valé osztds szabdlyaként azt mondta, hogy
o forditsd meg és szorozz vele.

Bevezették a negativ szam fogalmat is hiany jelolésére.

El6szor Brahmagupta fogalmazta meg 628-ban a négy
alapmiivelet szabdlyat negativ szdmokra.

Konkrét problémdak megolddsandl azonban, ha az egyenlet
valamely gySke (a szdmolds végeredménye) negativ szdmnak
adddott, akkor azt, mint lehetetlen megoldast, elvetették.

4. Komplex szdmok

4. Komplex szdmok
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0. A folyammenti kultirdk kora. 2. Gorogdk és hinduk.

Hindu aritmetika: Bhaskara (XII. sz.) véleménye.

o ...ha egy probléma (pl. egyenlet) megolddsaként 50-et és
—5-0t kapott: Ez esetben a masodik értéket nem lehet
figyelembe venni, mert az nem lehet megoldasa a
problémanak, hiszen az emberek nem fogadjak el a negativ
megoldasokat.

e Egy pozitiv szamnak két négyzetgyoke van, az egyik pozitiv,
mig a masik negativ. Folvetette a negativ szdm
négyzetgyokének kérdését is, de azt mondta, hogy az nem
|étezik, [évén barmely szam négyzete pozitiv.

e De mindezt indoklasok, pontos definicidk és tételek
megfogalmazasa nélkiil tették, dltaldban verses formaban.

Mindezek ellenére, ha igen lassan is, de a negativ szamokat
egyre ltaldnosabban fogadtak el.

0. A folyammenti kultdrik kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irracionalisok a XVI. - XVII. szézadi Eurdpaban. 4. Komplex szimok

Eurdpa, a XVI. sz eleje.

e 1500 koriil az eurépai matematikusok, elsésorban az iszlam
tradicidk alapjan, mar egyre kiterjedtebben szamoltak
gyokmennyiségekkel, speciélis tipusokat definidltak és
kalkulusokat adtak meg, a f6 motivacié a gyakorlati
szamitdsok és a tudomdnyos igények.

Emlitésre érdemes (ij eredményeket tartalmaz példdul az olasz
Luca Pacioli (1445(7)-1517) Summa ..., tovabba Tartaglia
(Nicolo Fontana, 1500(?)-1557) General trattato de’ numeri e
misure cim{i konyve.

e A szdzad mdsodik harmadaban az irracionalisokkal valé
szamolasi technikakat jelent6sen tovabbfejlesztette a német
Michael Stiefel (1487-1567) és a flamand hadmérndk Simon
Stevin (a hollandok ,, Bolyaija”, 1548-1620).
Gyokmennyiségek Ujabb tipusaira adtak meg kalkulusokat.

3. Irracionalisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépaban. 4. Komplex szimok

5. Az analizis

5. Az analizis
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Hindu aritmetika (200-1200)

e A hinduk masik nagy Iépése az aritmetikdban az irracionalisok
problémdjanak egyre korrektebb kezelése. Toluk vették at az
arabok.

Korrekt médon kezdtek vellik is szamolni. Nem bizonyitottdk
ugyan &ltaldnosan eljarasaikat, de bGségesen illusztraltdk
modszereiket. Példdul:

V3+V12=1/(3+12)+2V3 12 = V27 = 3V3.

e Az altaldnos elv, amit hasznaltak, mai jelolésekkel a

Va+vVb=1/(a+b)+2Vab  ahol a,b>0.
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Stiefel Arithmetica Integra (1544)

Mivel az olyan geometriai bizonyitasokban, ahol a racionalis
szamok nem megfeleléek, alkalmazhatck az irraciondlis szamok, és
veliil elvégezhetjiik a bizonyitdsokat; az iranyba kényszertiliink
haladni, hogy kijelentsiik: az irraciondlisok igenis szamok, mivel a
veliik kapott eredmények redlisok (valdsdgosak). Mdsrészt azonban
mds meggondolasok arra késztetnek benniinket, hogy tagadjuk azt,
hogy az irraciondlisok egyaltalan szamok. Ugyanis, amikor
szamolunk veliik (tizedestort alakban) azt tapasztaljuk, hogy nem
lehet Sket pontosan meghatarozni. léy nem nevezhetjiik Sket igazi
szamoknak, mivel természetiiknél fogva hianyzik beldliik a
precizitas. Ezért, ugyantgy mint ahogy a végtelen nem szam, egy
irraciondlis szam sem igazi szam, hanem éppugy valami kodos
végtelen.

Stiefel véleménye szerint a valdsdgos szamok egészek vagy tortek,
igy az irraciondlisok nyilvdn nem szamok.

Bndvez
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3. lIrraciondlisok a XVI-XVII. szazadban.

Egy évszazaddal késébb még Blaise Pascal is ligy vélte, hogy
az olyan mennyiségek, mint példaul a \/3 csak geometriai
mennyiségként foghatd f6l. Az irracionalisok pusztdn szimbdlumok,
amelyek nem léteznek az altaluk reprezentalt folytonos geometriai
mennyiségtél fiiggetleniil. A veliik valé szamolasokra tehat nem
aritmetikai szabalyok vonatkoznak, hanem az Eudoxos-féle
ardnyelméletet (Euklidesz V. kényve) kell alkalmazni.

Lényegében ugyanezen véleményt olvashatjuk Isaac Newton
(1643-1727) Arithmetica Universalis cim{i kdnyvében, amely
1707-ben jelent meg (de kb. 30 évvel kordbbi eredményeinek
Ssszefoglaldsa).

0. A folyammenti kultirak kora. 2. Gérogsk és hinduk. 3. Irracionalisok a XVI. - XVII, szazadi Eurdpaban. 4. Komplex

Negativ szamok a XVI-XVII. szazadban.

Iszldm tradicidk alapjan szémoltak ugyan veliik, de &ltaldban
nem tekintették azokat szamoknak. Egyenletek
megoldasaként tobbnyire még azok sem fogadtak el &ket, akik
kiilonben hajlamosak voltak szamnak tekinteni.

Példaul Stiefel ,, abszurd szdmoknak” nevezte Sket.

Cardano megadta ugyan az egyenletek negativ gyokeit is, de
csak fiktiv megoldadsoknak, puszta szimbdlumoknak tekintette
azokat, hiszen a semminél kisebb mennyiségeket
reprezentdltak, mig a pozitivokat valésoknak nevezte.

Hasonléan vélekedett Descartes is, aki az egyenletek negativ
gyokeit hamis gyokoknek nevezte, mert azok a semminél
kisebb mennyiséget jelolnek, de az egyenlet
transzformdcidjdval pozitivva, azaz — széhasznélata szerint
— valdssa teheték.
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3. lIrraciondlisok a XVI-XVII. szazadban.

Mas vélekedések.

Simon Stevin: az irraciondlisok olyan szamok, amelyek
tetszbleges pontossaggal megkozelithetdk racionalis
szamokkal.

René Descartes (1596-1650) 1628-ban kiadott A gondolkodds
szabalyai cimii konyvében az irraciondlisokat olyan absztrakt
szamoknak tekintette, amelyek folytonos mennyiségeket
reprezentalnak.

Az angol John Wallis 1685-ben megjelent Algebra cimii
konyvében mar teljes jogl szamoknak ismerte el az
irracionalisokat, s azon véleményének adott hangot, hogy az
Elemek V. konyve lényegében aritmetikai jellegi.
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Cardano egy feladata.

Az apa 56, fia 29 éves. Hany év miilva lesz az apa kétszer annyi
idés, mint a fia?

Ha x jeloli az évek szamdt, akkor az

56 + x = 2(29 + x)

egyenletet kell megoldanunk, amibél x = —2. A kapott negativ
megoldas lehetetlen, ami abbdl adédott, hogy rosszul tiiztik ki a
feladatot. Azt kellett volna kérdezniink, hogy , hany évvel ezelétt”
volt az apa kétszer annyi idés, mint a fia

b ndvez

bndvez



0. A folyammenti kultirak kora. 2

). A folyammenti kultirdk kora. 2

Gorogok es hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szazadi Eurépaban. 4. Komplex

Ujabb eredmények az irraciondlisokkal kapcsolatban:
[anctortek.

e A XVI. szézad utolsé harmadanak egyik nagy eredménye a
lanctortek részbeni Ujrafolfedezése és Gjabb alkalmazasai volt.

e A lanctortek implicite megjelentek Brahmaguptéanal
hatarozatlan egyenletek megoldasaban.

e Az ljdonsag az a folismerés volt, hogy a végtelen ldnctortek
jol alkalmazhatdk az irraciondlisok elméletében is.

o Raffaello Bombelli 1572-es Algebra cimii konyvében

talalkozunk ezzel elészor. O a v2-t a kovetkezéképpen
kozelitette.

Gorogok és hinduk. 3. Irracionalisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépdban. 4. Komplex szar

Lanctortek és irraciondlisok 2.

Az eljarast folytatva Bombelli azt kapta, hogy

1
V2=1+

24—
24—
2+ —————

2+

1
24+ —

Azzal természetesen mar nem foglalkozott, hogy a végtelen
lanctort konvergdl-e valamilyen értelemben, hiszen az ilyetén
kérdések abban a korban fol sem meriiltek.

szamok

ok. 5. Az analizis 0. A fol
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Lanctortek és irraciondlisok 1.

Legyen ﬁ:1+%, azazy =1+ /2.

Adjunk az utdébbi egyenldség mindkét oldaldahoz 1-et, igy azt
kapjuk, hogy y =2+ %

Ekkor elébb a

V2=1+—"0
24 —
majd a
1
V2=1+ :
24 ——
24+ —

egyenl6séghez jutunk.
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Lanctortek és irraciondlisok 3.

A lanctortek konvergenciaproblémajival Wallis foglalkozott el6szor
az 1695-0s Opera Mathematica cimii kdnyvében, de csak formalis
szamoldsokat végzett megadva a lanctort véges kezd6 szeleteit, 6

konvergenseknek nevezte ezek sorozatat.

Megjegyzés.

Egyszeriien igazolhaté, hogy minden véges lanctort racionalis
szam, tovabbd minden végtelen, nem periddikus tizedestort (azaz
irraciondlis szam) is eléallithaté végtelen ldnctortként.
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Egy rovid el6remutatas 1. Egy rovid eléremutatds 2.

Végtelen egyszer(i lanctortek.

Legyen a0 € Z, a1, 2, ... € N. Az Egyszer(i észrevételek.

1. « véges kezdd szeletei sorozata mindig konvergens.

1
a=ap+ — 1 2. E hatarérték mindig irraciondlis szdm.
a+ 1 3. Ha az ap, a1, a2, . . . sorozat valahonnan kezdve periddikus,
a0+ — akkor o gyoke valamely egész egyiitthatds masodfoku
i polinomnak.
kifejezést végtelen egyszerii lanctortnek nevezziik.
0. A folyammenti kultirdk kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépaban. 4. Komplex szdmok. 5. Az analizis 0. A folyammenti kultirdk kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szazadi Eurépaban. 4. Komplex szimok. bnd\zz
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» Képzetes szamok™ . . Képzetes szamok” .

Cardano feladata.
Bontsuk f6l a 10-et két részre ugy, hogy a részek szorzata 40

Bombelli kalkulusa.

legyen. A, casus irreducubilis” targyaldsakor leirta a négy alapmiivelet
elvégzésének szabélyait az a &= b\/—1 alakd kifejezésekre, de ezeket

A megoldas. nem tekintette szimoknak, csak haszontalan puszta

A feladat az x(10 — x) = 40 masodfok(i egyenletre vezet, amelyet »szofizmusoknak” .

formélisan megoldva az 5 + \/—15 gydkoket kapjuk. Albert Girard véleménye.

Cardano kommentarja. Mire is hasznadlhatjuk ezen lehetetlen megolddsokat? Harom okunk
... ha tiltessziik magunkat azon a lelki tortiiran, amit az ilyen is van: az altalanos szabdlyok bizonyitdsa, hszndlhatésaguk és mert
szdm okoz, formalisan ellendrizhetjiik az eredményt, ami korrekt, nincs mds megoldds.

de hasztalan.
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» Képzetes szamok™ . . Képzetes szamok .

Konkluzié.
Lényegében tehat, mint az egyenletek formdlis megoldasat, a

. R tr iz [ | N .
komplex megoldasok elfogadasat ajanlotta, de azt nem fogadtak el >3¢ ew.ton . . . -
Kortrsai. Nem tulajdonitott jelentéséget az egyenletek komplex gyokeinek

nyilvan azért is, mert nem volt (akkor még) fizikai jelentésiik.

G. Leibniz 1702.
Az Isteni Szellem egy nagyszerii megnyilvanuldsi alkalmat taldlt az
analizis ezen csoddjaban, az idedlis vilag e szokatlan

Descartes.

1. Elutasitotta, imagindrius (képzeletbeli) megolddsoknak
nevezete azokat.

2. Ervelése. tineményében, amely egyidejiileg Iétezé és nemlétez8, amelyet mi
2.1 Az egyenletek negativ gydkei az egyenlet transzformacidja a negativ egység imaginarius gyokének neveziink.

révén valdsokkd (azaz pozitivokkd) tehetdk,
2.2 a komplex gyokokkel ezt nem lehet megtenni.
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Vita a komplex szamok mibenlétérél: Johann és Jacob Johann és Jacob Bernoulli, Leibniz és Euler vitai.

Bernoulli, Leibniz és Euler. « Stilyos problémak:

A matematikai tartalom. o Létezik-e logaritmusa egy negativ szdmnak?

22dx o S6t: egy komplex szamnak?
e Jacob Bernoulli az fﬁ integral kiszamitdsdra az e Ha igen, akkor azok milyen szamok???
a? —x ,
b2 — t2 o Erveltek végtelen sorokkal is:
X=as——> helyettesitést alkalmazta,
b+t 1 oo
dt . L B 1 2 3., .4 _ YA
e ez A[ — = Alogt alakd, tehat logaritmusfiiggvényre vezetd 14+x l=xt+x®=x"+x"—...= Z( 1),
. . . i=0
integralt eredményezett. '
0 . o d. , amelybdl x = —3 és x = 1 helyettesitésekkel,
o Leibniz Johann Bernoullival kozdsen az fzix alakud * amelybolx x Y I
. ) ax?+bx +c¢ 1
integralokat is hasonléan szamolta. 5= 1+34+9427+...
o DE nem foglalkozak azzal, hogy a b? — 4ac < 0 esetben a 1
gyokok nem valésak, 5:171+171+...

B laki integralokat
cx + alaku integralokat 1s o Azaz e sorokkal nem lehet érvelni.
eredményezett, amelyekben legaldbb a d nem valds szam.

igy eljarasuk alapjan olyan [
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A vita néhdny hasznos mellékterméke.

1. Euler levele Johann Bernoullinak:

o y=2cosx ésy = eV=Ix 4 o= V=Ix megolddsa ugyanannak a

differencialegyenletnek, igy sziikségképp egyenldk.
o Azaz: kapcsolatot taldlt a trigonometrikus és a logaritmus
fliggvények kozott.

2. 1748-as publikacidja:
eV Tx | oV Ix _ eV Tx | oV Ix
COSX = ——mm snx— ———

2 2y/-1

3. EbbdI (is) kovetkezik R. Cotes kordbbi, de késdbb elfeledett
eredménye:

V—10 = log(cos ® + v/—1sin ®).

0. A folyammenti kultdrdk kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irracionélisok a XVI. - XVII. szazadi Eurépaban. 4. Komplex szdmok. 5. Az analizis

Euler megoldasa 2.

o Mivel x egy végtelen nagy kitevdjli gyok (lévén 1/ végtelen
kicsi kitevd), az y-ra végtelen sok komplex értéket kapunk,

e tovabbd y = log x, ezért log x-nek is végtelen sok komplex
értéke van.

e Pontosabban fogalmazva, ha
x=a+ bv—-1=c(cosp+ v—1singp),
akkor a ¢ helyett e€-t irva

x =e%(cosp + V/—1sing) = eCeV~Ilpx22m)

0. A folyammenti kultirak kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irracionalisok a XVI. - XVII. szazadi Eurépaban. 4. Komplex szamok.

Euler megoldasa 1.

e Egy ismert sor

1 1\"
e:Zﬂ:Jfgo(H;)
=

o Az e végtelen Osszegként vald ismert elGéllitdsa alapjan
y\i
x=e = (1 + 7_) ;
i

ahol i egy végtelen nagy szamot jelol.
o Mindkét oldalbdl i-edik gyokot vonva

xi=1+ X,, azaz  y = i(x% -1).
i

adddik.

0. A folyammenti kultdrdk kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irracionalisok a XVI. - XVII. szazadi Eurépaban. 4. Komplex szdmok.

Euler megoldésa 3.

lgy
y=logx=C+ (p+£2\1)V—1,

ahol )\ tetszbleges nemnegativ egész szam.

Euler kommentarja.

...valamely adott pozitiv valés szamnak egyetlen valds és végtelen
sok képzetes logaritmusa van, mig a negativ és a képzetes szamok
logaritmusanak minden értéke képzetes, tehat imaginarius, azaz

. képzeletbeli”.

Bndvez

Bndvez



0. A folyammenti kultirdk kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépaban. 4. Komplex szdmok. 5

Zaré megjegyzések.

1. Megjegyzés.
E zsenidlis megolddsaval nem aratott osztatlan sikert. Példaul

D’Alambert, aki a Nagy Francia Enciklopédia matematika fejezetét
osszedllitotta, analitikus, geometriai és metafizikus érvek sorat adta

a log(—1) = 0 egyenl8ség elfogaddsa érdekében.
2. Megjegyzés.

e Euler gondolatmenet mai szemmel is brillidns, de
e bar korrekt eredményre vezet
e mai értelemben teljesen inkorrekt.

e Mentségiil: Euler zseni volt.

Az analizis valsaga: Konvergenica problémak.

XVIII. szazad.
e Newton és Leibniz infinitizimélis kalkulusa: szabadon
szdmoltak végtelen kicsi/nagy , szdmokkal" .

e Euler:

X X\ . X\ e X"
= o) (2 am (2 =55,

ahol i, végtelen nagy szam".
o Alapvetd kérdés: mi is a végtelen kis/nagy szam, mi egy
végtelen sok tagl Osszeg?

o Akkor csak intuitiv megkozelités volt (pl. mint a gorbe
aszimptotdja).

Az analizis

0. A folyammenti kultirdk kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szazadi Eurépaban. 4. Komplex szamok. 5. Az analizis

0. A folyammenti kultirdk kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szazadi Eurépaban. 4. Komplex szdmok.

Ut a valés szamok felé: XVIII. szazad.

Integréldsi problémakban ismét eldjonnek az a + by/—1 alakii
kifejezések, és képzetes, imaginarius szamoknak nevezik 6ket
(Leibniz és Euler), mert nem a valésigban, hanem , csak a
képzeletiinkben Iéteznek’ .

Ugyancsak integralasi problémakbdl indulva Euler inkorrekt
Uton korrekt eredményre jut a negativ és az imaginarius
szamok logaritmusaival lapcsolatban.

Ugyancsak Euler sejti meg, hogy vannak olyan szamok,
amelyek meghaladjdk az algebrai mddszerek erejét, azaz nem
algebraiak, ezek a transzcendens szamok.

Sejtése szerint az e, m, valamint a trigonometrikus és a
logaritmus fliggvények értékei altaldban ilyenek.

Bizonyitani csak azt tudtdk (& és Lambert), hogy a két
konstans irraciondlis.

XIX.-XX. szdzad: Végtelen sorok konvergenciaja.

o Definicié. Legyenek ag, ai, ..., ap,... valds szamok. A
oo
ao+a1+...+an+...:2ak
k=0

végtelen sor konvergens, ha a
n
lim E EP
n—oo
k=0

hatarérték létezik és véges. Ellenkezd esetben a végtelen sor
divergens.
o Megjegyzés. Vildgos, hogy a konvergencia sziikséges
foltétele, hogy lim a, = 0 legyen.
n—oo

b ndvez
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XIX.-XX. szazad: Hatvénysorok konvergenciaja. Konvergenica problémak: XVIII. szazad.

e J. Fourier: a rezgd hur problémaja: analitikus sorfejtések.

e Definicié. Az o Az f(x) fliggvény Fourier sora

oo
. L]
ao+alx+agx2+...+a,,x"+...:Za,-x’ 0 )
=0 f(x)= > +Z(a,, cos nx + by sin nx),
n=1
alaku kifejezéseket, ahol a; € R és x valds valtozd, e ahol
hatvanysoroknak (pontosabban valds-) nevezziik.
.« s e ” . z 2
o Definicié. Az elébbi hatvanysor konvergens az (a, b) 17
intervallumon, ha a an=_ / f(x) cos nxdx,
n
0
l ,
Jim > ax o
k=0 1 .
[ Al gl bn:f/f(x)smnxdx.
(véges) hatarérték létezik minden x € (a, b)-re. ™)
0. A folyammenti kultirak kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irracionalisok a XVI. - XVII. szazadi Eurépaban. 4. Komplex szamok. 5. Az analizis 0. A folyammenti kultirak kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irracionalisok a XVI. - XVII. szazadi Eurépaban. 4. Komplex szamok. 5ndza
Konvergenica problémak: XVIII. szdzad. A kilt keresése a valsaghbdl, a hatarérték pontos fogalma.

e A definicié:
o Az (ap)nen Szdmsorozat hatédrértéke az a szdm, azaz e sorozat
a-hoz konvergal, ha barmely € > 0-hoz van olyan v € N, hogy

e Silyos probléma: tobb olyan fiiggvény keriilt elé, amelynek minden n > v esetén |a, — a| < e.
Fourier sora nem éllitotta el6 a kiindul3si fiiggvényt. o De hogyan lehet megillapitani egy sorozatrdl, hogy ez
e Nagy kérdés: hol a hiba? teljesiil? Meg kell ,, dlmodni” el6bb az a-t?

o Nem korrekt a sorbafejtés, vagy

‘ ) Ve e Cauchy un. belsé konvergencia kritériuma a XIX. szdzad
o a konvergencia fogalma santit.

elején.

o Az (ap) szdmsorozat konvergens, azaz lim,_,o a, létezik, ha
barmely € > 0-hoz létezik olyan v, hogy valahanyszor
m, n > v mindannyiszor |a, — a,| < €.

e Probléma: e foltétel sziikségessége nyilvanvald, de elegendd is?



0. A folyammenti kultirdk kora. 2. Gor,

). A fol

6k és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szazadi Eurépaban

A kilt keresése a valsagbdl, a folytonossag kérdése.

o A folytonos fiiggvények Bolzano-Darboux tulajdonsiga:

e Ha az f(x) flggvény folytonos az [a, b] intervallumon, akkor
barmely f(a) és f(b) kozétti ¢ € R-hez van olyan y € [a, b],
hogy f(y) = c.

e A probléma: Nem sikeriilt e szemléletesen nyilvanvalé allitast
bizonyitani.

e Egyre er6sodik az a nézet, hogy az igazi probléma a valds
szam fogalmdnak tisztazatlansdga, pontatlansiga.

e A nagy kérdés": Valdjaban mik is a valds szamok?

o A vélasz még varat magdra.

ammenti kultirdk kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépaban

Egy kerulout lépései.

A miiveletek a kovetkezd.

(a,b) £ (c,d) =(axc,d+d)
(a, b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc)
( b)_(ac+bd bcfad>
(c;d)  \2+d?’ 2+ d?

a,

[

A , szokdsos” miiveleti tulajdonsdgok: asszociativitas,
kommutativitds, stb. egyszer(i szamoldssal belathaté. Ezzel a
komplex szam fogalma — a valés szam fogalmara épitve
— logikailag is korrekt megalapozast nyert.

Azt sajnos még mindig NEM TUDJUK, hogy mik is a valds
szamok, de nekik az (a,0) alakd parok felelnek meg.

4. Komplex sz

zamok

4. Komplex s:

amok. 5. Az analizis ). A folyammenti kultirak kor. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szazadi Eurépaban

Egy kerulout lépései.

o Az 1830-as években a komplex szdm ,,intuitiv’ fogalma széles
korben haszndlatos, de ez tobbeket nem elégitett ki.

e William Rowland HamirToN (1805-65): Conjugate Functions
and on Algebra as the Science of Pure Time c. 1837-es
dolgozata.

e Hamilton legfontosabb észrevételei:

1. Pontositja az Gn. komplex egység fogalmat: i-vel egy olyan
szimbdlumot jelol, amelynek négyzete —1.

2. Egy a+ bi alakban irott komplex szdam NEM olyan osszeg,
mint példdul a 2+ 3. A, plusz jel" hasznalata torténeti
tévedés, hiszen a bi nem adhaté hozzd a-hoz az ismert, a
+-szal jelolt osszeadassal.

3. Az a+ bi komplex szdm nem tobb (és nem is kevesebb), mint
az (a, b) (valds szamokbdl 4ll6) rendezett par.

5. Az analizis 0. A folyammenti kultdrdk kora Gorogok és hindul 3. Irracionadlisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépaban

Egy kerulout lépései.

o Nem mellékes , melléktermék”: a bizonyos értelemben
misztikus v/—1 problémdja is rendezdétt, mivel az nem mis,
mint a (0, 1) pér, hiszen (0,1)? = (—1,0), de
(0,—1)% = (~1,0) is all.

e Gauss egy 1837-ben Bolyai Farkashoz irott levelében
megemlitette, hogy 6 mar 1831-ben eljutott a komplex szdm
ezen fogalmahoz, de (természetesen) ezt sem publikalta. gy a
matematikai vildg a prioritdst Hamiltonnak adta és adja a mai
napig is. A, komplex szdm" elnevezés minden bizonnyal
Gausstdl ered.

o Cauchy 1847-ben egy masik definicidjat adta meg a komplex
szamok testének, s igy a komplex szdmoknak is:

C = R[x]/(2 +1).

4. Komplex szdmok

4. Komplex szmok

bndvez

bndvez
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enti kultirdk kora. 2. Gord,

6k és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépaban. 4. Komplex szam

Egy lehetséges tovabblépés.

A valés szamokat tekinthetjiik egydimenziés szamoknak, a
komplexeket kétdimenziésoknak. Jogos kérdés: léteznek-e
haromdimenziés szamok anndl is inkabb, hogy a minket
korlilvevé tér is harom dimenzids.

Ugyanis, a komplex szdmok sikvektoroknak (is) tekintheték és
hasznosak a sikgeometridban. Miért ne lehetne ugyanigy
haromdimenziés szimokat hasznélni a térgeometridban?

A komplex (kétdimenzids) szdmok geometriai alkalmazdséval
— a legtobszor e sikbeli reprezentdcidt tekntve definicidjuknak
— tobben is foglalkoztak: Caspar WESSEL 1797-ben, Jean
Robert ArRcAND 1806-ban, John WARREN 1828-ban, és mint
mar emlitettiik Carl Fridrich Gauss 1831-ben.

nti kultirdk kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépaban

A kvaternidk és azokon tdl.

AQ={a+bi+¢+dk:ab,c,decR} halmaz, ahol i,j, k
az iménti képzetes egységek, komplex szamoknal megismert
Osszeaddassal és szorzassal, figyelembe véve az el6bbi
azonossagokat, egy un. ferdetest, a kvaternio-ferdetest, ahol
(Q,+) Abel-csoport, (Q,-) csoport, és a szorzds disztributiv
az Osszeaddsra, és a mint gylir(i zérusoszté-mentes.

1882-ben Frobenius igazolta, hogy tovabbi bdvitésnek nincs
értelme, hiszen 8 dimenzidst még lehetne definidlni, de az mar
nem asszociativ és nem zérusoszté-mentes szorzasu.

A kvaternidknak kiterjedt alkalmazésai lettek, tobbek kozt az
elméleti fizikdban és a geometridban.

4. Komplex szdmc

ok

). A folyammenti kultirak kor Gorogok és hindul

A folyammenti kultirak kor, Gorogok és hinduk Irraciondlisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépaban

Hamilton: Léteznek-e 3 dimenzids szamok?

o A méltdn hires matematikus és fizikus a komplex szdmok
preciz fogalmanak megadasa utan, 30 évig dolgozott a 3
dimenzids szdmok megalkotasan.

o Természetesen a valds szam fogalmdnak tisztazdsa nélkiil, DE
arra alapozva.

o A sikertelen kisérletek utan attért a 4 dimenzidra, és itt sikeres
volt: megalkotta a kvaternié fogalmat.

o Az i-hez hasonlé tovabbi két képzetes egységet, j, k vezetett
be:

o A definidlé egyenldségek: ii = jj = kk = —1,

ik = iij = —j, K = ijj = —i
ki=j,  jk=i

2 = ijij = —iifj = =1

Irraciondlisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépaban

Ut a valds szam mai fogalmdhoz: de mi is az?

o Naiv megkozelités: valds szdm = ami a valdsagban létezik.

o Gyakorlatilag: kezdetben pozitiv, késébb tetszéleges racionalis
szam (= el64ll, mint két egész szdm hanyadosa), végiil
bizonyos algebrai irracionalisokat, pontosabban a v/a+ ¥/b
alakd szamokat, — lényegében azokat, amelyek szerepelnek
Euklidesz X. konyvéban — is ide soroltak.

e De mar a pisai Leonardo rdmutatott, hogy nem minden
egyenlet gyokei

o Megjelenik a XVI. szazadban — nem pontosan — a képzetes
(=komplex) szdm fogalma, de az a valdés szdm fogalman
alapul.

o Euler egy sejtése: vannak olyan szamok is, amelyek
meghaladjak az algebrai mddszerek erejét.

4. Komplex szmo

4. Komplex szmo

k

bndvez

bndvez



0. A folyammenti kultirak kora. 2

Gérogdk és hinduk

Ut a valés szam mai fogalmdhoz, Euler pontosit.

0. A folyammenti kultirdk kora

Pontosabban: vannak olyan , valés” (=val6sigos) szamok is,
amelyek nem raciondlisok, de nem is gyokmennyiségek.

Definicié. Az « ,,valds szam” algebrai szam, ha van olyan
f(x) raciondlis (egész) egyiitthatés nemzéré polinom, hogy
f(a) = 0.

A kordbbi sejtés pontosabban: Az irraciondlis szimoknak két
osztdlya van: az el6bb definialt algebraiak, valamint azok,
amelyek ,, meghaladjak” az algebrai médszerek erejét, azaz
nem gydkei egyetlen raciondlis egylitthatds (nemzérd)
polinomnak sem.

Ez utdébbiakat Euler transzcendens szamoknak nevezte.

Az elnevezés eredete: transcend=meghalad.

2. Gorogok és hinduk

Hogyan ismerhetok fol a transzcendens szamok?

Sajnos nem igy van, a peridédikus ldnctortek az dn. (valds)
kvadratikus irraciondlisokat, azok amelyek egész egyiitthatds
masodfoku egyenletek nem racionilis gyokei.

Euler egy eredménye: Az e irraciondlis, mert lanctort alakja
végtelen, DE vélhetéen NEM kvadratikus irraciondlis, mert
lanctort alakja nem tiinik periédikusnak.

3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szazadi Eurépaban. 4. Komplex szamok

3. Irracionalisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépaban. 4. Komplex szimok

5. Az analizis

5. Az analizis

1}

1}

A fol

A fol

ammenti kultiirak kor:

ammenti kulttirdk kora

2. Gorogok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szézadi Eurépaban. 4. Komple

kézenfekvd otlet.

Egyszeriien igazolhatd, hogy a raciondlis szdmok tizedestort
alakja véges, vagy periddikus.

Bizonyithatd, hogy egy « valds szdm pontosan akkor
racionalis, ha lanctort alakja véges, igy a végtelen lanctortek
allitjak elé az irraciondlisokat.

Hasonldan, mint a tizedestorteknél, definidlhatd a lanctortek
periodicitdsa.

Jambor 6haj: De szép lenne, ha éppen a periddikus végtelen
lanctortek lennének az algebrai irracionalisok.

2. Gorogok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépaban. 4. Komple

Az e és a m lanctort alakja

e=2+

1+
24
1+
1+

4+
=<2:1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,... >

e Ez tényleg nem tiinik periddikusnak, s6t a 7 ldnctort alakja

sem:

o Lambert (Euler tanitvdnya) megmutatta, hogy

T =<37,15,1,282,... >

x szamok

Hogyan ismerhetok fol a transzcendens szamok: egy

x szamok

bndvez

bndvez
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Egy alapveto tétel.

Raciondlis approximacid.

Definicié. « € Z n-edfoku algebrai szdm, ha gyoke valamely
n-edfoku raciondlis egyiitthatés polinomnak, de nem gyodke
egyetlen n-nél alacsonyabb fokd raciondlis egyiitthatds
nemzéré polinomnak sem.

Definicié. Legyen t € N, t > 1 tetszéleges. Azt mondjuk,
hogy az a valés szam t-edrendben approximalhaté racionalis
szamokkal, ha végtelen sok olyan 2, b > 1 raciondlis szdm

létezik, hogy

‘ a
a=2

b
ahol c(a) csak a-tdl fiiggd konstans.

<

Tétel. Egy n-edfokd valds algebrai szam nem approximalhaté
n-edrendnél jobban raciondlis szamokkal.

0. A folyammenti kultirdk kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépaban. 4. Komplex szamok

A szamfogalom folépitésének vazlata.

Természetes szamok.

o A természetes szamok a Peano axiémak egy modelljeként
definidlhatdk:
o N a természetes szamok halmaza, ha
1. 1eN,
2. Vk € N-hez létezik egy k' € N,
3. nem létezik olyan k € N, hogy 1 = K/,
4. ha valamely m,n € N-re m’ = n’, akkor m = n,
5. ha S C Nolyan, hogy 1 € S, és valahdnyszor m € S,
mindannyiszor m’ € S, akkor S = N.
e Az N halmazon definidlhaté két asszociativ és kommutativ
miivelet, amelyeket &ltaldban + és - jeloli, és Osszeadasnak,
valamint szorzdsnak nevezziink.

5. Az analizis

5. Az analizis

0. A folyammenti kultirdk kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szazadi Eurépaban. 4. Komplex szamok

Attorés:

LIOUVILLE.
Az 1840-es évek elején folytatott vizsgalatai elvezettek annak
igazolasahoz, hogy

LETEZIK TRANSZCENDENS SZAM.

Liouville tétele (1844).
A

17 zérus

—~
=0,1100010...010...

1

sor konvergens, és Osszege tetszdleges rendben
approximalhaté racionalis szamokkal, igy az transzcendens
szam.

0. A folyammenti kultirdk kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépaban. 4. Komplex szamok

Egész szamok.

o A természetes szimok egységelems félgyiiriit alkotnak, igy
koriikben altaldban nem oldhatdék meg az a + x = b alaku

egyenletek, ahol a, b € N, ezért azt boviteni kell.

Végezziik el a kovetkezd konstrukcidt.
o Legyen A= N x N és definidljuk a kovetkezd reldciét.
o Tetszéleges (a, b),(c,d) € A-ra
(a,b) ~ (c,d) & a+d=b+d.
o Definidljunk Gsszeaddst és szorzast az A/ ~ halmazon:

(a,b)+(c,d) =(a+c,b+d) (a b)(c,d) = (ac+ bd,ad + bc)

o Megmutathatd, hogy az (A/ ~; +, -) algebra egységelemes
kommutativ zérusosztémentes gylir{i (=integritastartomdny).

Bndvez

Bndvez
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Egész szamok. Racionalis szamok.

o A bOvités a kovetkez6 konstrukcidk nyugszik.

o Legyen A=7Z x (Z\ {0}), amelyen két miiveletet és egy
(ekvivalencia) relaciét definidlunk:

e Ezen a gylir(i elemeit egész szdmoknak nevezziik, és ‘
halmazukat Z jeloli. N bedgyazhaté Z-be, azaz létezik N — Z (a,b) + (¢, d) = (ad + bc, bd)
injektiv homomorfizmus. (a,b) - (c,d) = (ac, bd),

e Azaz a Z gyiirii tekintheté az N félgylirli bévitésének. (a.) ~ (c.d) d—b

e (a, ~ (c, < ad = Dbc.

o A bdvitési folyamatot tovabb kell vinni, meg kell konstrudlni lsmét Kiter: " iveletek A faktorhal )
az egész szamokat tartalmazd legsziikebb testet, amelyben o lsmét kiterjesztjiik a milveleteket az A/ ~ faktorhalmazra:
mar megoldhatdk az ax = b, a # 0 alaku egyenletek is. (a,b) + (0,b) = (a,b)

(a,b) - (d,d) = (a,b)
3750 = (avb)(bva):(dvd)
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Racionalis szamok. A szamfogalom folépitésének vazlata.

o Tetszlleges a, b, c,d € Z, b,d # 0-ra

° Raciondlis szamok.
b 0.6)=(a. b e A raciondlis szimok testében — tobbek kozt — nem oldhatdk
(2.6) +(0,5) = (2, b) meg a kovetkezd problémak.
(a,b) - (d,d) = (a,b) 1. Bar a konvergens sorozat fogalma definidlhaté: a raciondlis
a#0 = (a,b)-(b,a)=(d,d) szdmokbdl all6 (a,) sorozat konvergens, ha tetszbleges € > 0

raciondlis szdmhoz van olyan v € N kiisz6bszam, hogy barmely

m,n > v-re |a, — a,| < € az ilyen sorozatoknak gyakran nem

létezik hatdrértéke.

(3,b) - (x,y) = (¢, d) 2. A Q test algebrailelxlg nem “zért, azaz egy.nemzéré feQx]
polinomnak nem foltétleniil van raciondlis szdm zérdhelye.

o Az utdbbibdl kovetkezik, hogy ha a # 0, akkor megoldhaté az

egyenlet. o A kovetkez6 bovitést ligy végezziik, hogy az elsé probléma
o Ez azt (is) jelenti, hogy a A/ ~ algebra test, amelyet a megoldddjék.
raciondlis szamok testének nevezziink, és altaldban Q-val

jeldjiik.
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Gorogok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szézadi Eurépaban. 4. Komplex szimok

Valés szamok: G. Cantor eljarasa 1.

Jelolje Qoo az Osszes racionalis tagl végtelen sorozat
halmazit, és legyen o = (ax) € Quo. Ezen sorozat
nullasorozat, ha tetsz8leges ¢ € Q1 esetén van olyan v € N,
hogy minden n > v-re |a,| < e.

A nullasorozatok halmazat jelolje Qp.

Azt mondjuk, hogy az « sorozat konvergens, ha tetszbleges o/
részsorozatdra a — o’ € Qp.

Egyszeriien lathatd, hogy ez egy atfogalmazasa a
konvergencia korabban adott definiciéjdnak.

A konvergens sorozatok halmazat jelolje Qéo.

Vildgos, hogy e halmaz a sorozatok szokdsos osszeadasaval és
szorzdsaval egységelemes kommutativ gyir(.

2. Gorogok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szazadi Eurépaban. 4. Komplex szamok

G. Cantor eljardsa 3.

A QK. / ~ testet a valds szimok testének nevezziik.

A valds szamok tehat modellezheték, mint raciondlis szamokbdl
allé konvergens sorozatok hatarértékei.

Megjegyzés.

Megmutathatd, hogy a Qéo/ ~ test, amelyet a kovetkezékben R
jeldl, kielégiti az 1. foltételt, azaz barmely, az elemeibdl képezett
konvergens sorozatnak van hatdrértéke R-ben. A masodik foltételt
azonban csak a komplex szdmok teste elégiti ki.

5. Az analizis

5. Az analizis
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G. Cantor eljarasa 2.

Vezessiik be a kovetkezd ~ relaciét QX -n:
Legyen o, 5 € Q‘go.

an~f =

a—Fe€Qo

Egyszeriien belathatd, hogy ~ kongruencidja a ng gylriinek.

Ugyancsak egy egyszer(i eljirassal kaphat, hogy
Qk/ ~
test.

o Vildgos, hogy e testnek van olyan részteste, amely izomorf a
racionalis szamok Q testével: valamely a € Q-nak azt az
osztalyt feleltessiik meg, amely tartalmazza az (a) dn.
konstans sorozatot.
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Egy nem éppen kedvezd eredmény.

G. CANTOR (1874)

o A valds szdmok (a végtelen tizedestortkekkel reprezentélhaté
szamok) , tébben vannak”, mint a raciondlis szimok, azaz egy
Un. nem megszamlalhaté halmazt alkotnak, de

e az Osszes (valds és komplex) algebrai szamok halmaza
megszdmldlhatd.

o Kovetkezésképp, a transzcendens szdmok (kiilon a valdsk is!)
nem megszamlalhaté halmazt alkotnak, ,, ugyanannyian”
vannak, mint az &sszes valds (vagy komplex) szamok.

e Mdsképpen mondva a transzcendens szimok halmaza
kontinuum szdmossagti, azaz majdnem minden valds szam
transzcendens.

bndvez

bndvez
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Gorogok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépaban

Néhany fontos konstans.

HERMITE (1873)
Az e szam transzcendens.

LINDEMANN (1882)

e Haay,...,af kiilonbozé algebrai szamok, akkor

linedrisan fliggetlenek az algebrai szamok teste folott.

o Masképpen mondva (az elébbi jelolésekkel) tetszbleges
pi,-- ., Pk algebrai szamokra

e+ ...+ pe** =0 & pp=...=p=0.

Gorogok és hinduk. 3. Irracionalisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépaban

Néhany fontos konstans.

Harom nyitott kérdés.

1. Természetes kérdés ezek utan, hogy az e + 7 szam
transzcendens-e.

e A vidlasz nem ismert, mig
e e+ i transzcendens volta trivialitas.

2. Ugyancsak ismeretlen az tn. Euler-konstans, a

—im (14 le 1o
¢=im \1+5+. 4 ~logn),

szam milyensége, a sejtés: transzcendens.

3. Szintén ismeretlen az of alaki szdmok természete, ha «
algebrai, B pedig irraciondlis algebrai szam, példaul algebrai-e
vagy transzcendens a 2V?2 szdm.

4. Komplex

4. Komplex

szamok

szamok

5. Az analizis

5. Az analizis
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A

A folyammenti kultirak kora. 2. Gorog

folyammenti kultirak kor. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépaban. 4. Komple

Néhany fontos konstans.

Kovetkezmények.

1. Ha o € A, o #0, akkor e®, tovdbb3, ha « € A, a # 0,1,
akkor log « transzcendens.

2. Az €™ +1 = 0 egyenléség alapjan im transzcendens, igy —
mivel az algebrai szdmok testet alkotnak, és i algebrai — 7 is
transzcendens.

3. fgy a kor négyszogesitésének Skori problémdja nem
megoldhatdnak bizonyult.

4. Lindemann tételébdl kovetkezik Hermite eredménye: ha
n=2, p1 =1, xo =0, akkor & nem algebrai, s igy e sem
lehet az.

ok és hinduk. 3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szdzadi Eurépaban

Részlet D. Hilbert 1900-as parizsi el6adasabdl.

Hermite és Lindemann eredményeit — amelyek az exponencialis
fliggvényekre vonatkoznak — minden matematikus nagyra értékeli.
Ezen az uton tovabb kell haladni, s az elkovetkezé idében az alabbi
problémat kellene megoldani. Bizonyos — az analizisben fontos —
transzcendens fiiggvények egyes algebrai szam helyeken algebrai
szam értékeket vesznek fol. Ugy tiinik, hogy ezt érdemes alaposan
megvizsgalni. Ugyanis altalaban azt képzeljiik, hogy a
transzcendens fiiggvények mindeniitt transzcendens értékeket
vesznek fol. Tessziik ezt annak ellenére, hogy ismertink olyan
transzcendens fiiggvényeket, amelyek algebrai szamokhoz algebrai
szamot, s6t raciondlisat rendelnek.

x szamok

4. Komplex szdmok

b nevez

b nevez
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Részlet D. Hilbert 1900-as parizsi eléadasabdl.

Példsul az e'™ exponencidlis fiiggvény értéke minden z € Q-ra
algebrai, mig minden z € A\ Q-ra transzcendens. Ezen 3llitds
geometriailag is megfogalmazhaté. Ha egy egyenlszari
hdaromszogben az alapon fekvs szog és a szarak altal alkotott szog
ardnya transzcendens, akkor az alap és a szar ardnya is
transzcendens. Bar ez egy igen egyszeriien hangzo allitds,
ekvivalens Hermite és Lindemann eredményével, s a bizonyitdsa is
igen nehéz, s6t meglehetésen bonyolult. Hasonléan nehéz lehet a
bizonyitdsa a kovetkezé dllitasnak is.

A probléma megoldésa.

Részlet Hilbert egy el6addsabdl, Gottingen 1919.

1. A VII. Probléma nagyon nehéz, igy érdemes osszehasonlitani
néhdny ismert problémaval.

2. A Riemann-hipotézis bizonyitasa irdnydba az utébbi években
komoly elérehaladds tortént, igy nagyon reméli, hogy még
megéri a bizonyitdsat.

3. Szdmos biztaté eredmény van a Fermat-sejtéssel kapcsolatban
is, ezért taldn a hallgatésag legfiatalabb tagjai megérik a
sejtés bizonyitdsat.

4. Annak a bizonyitdsat azonban, hogy a 2V2 transzcendens
szam, a jelenlevék koziil senki sem fogja latni.

3. Irraciondlisok a XVI. - XVII. szazadi Eurépaban. 4. Komplex szamok
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5. Az analizis

5. Az analizis
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HILBERT VII. PROBLEMAJA.

Hilbert kérdése.

Legyen a € A és 5 € A\ Q, ekkor az o alakt szamok,
példaul 2\/5, e™ = i~2 mindig transzcendens szam, vagy
legalabb irracionalis.

Tovébb az el6adas.

Biztos vagyok benne, hogy ezen, és a hasonld problémak megoldasa
egészen uj modszereket igényel, s egy uj szemléletet is ad. Uj
megvilagitasba helyezi az irraciondlis és a transzcendens szamokat.
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Hilbert vélekedésérol.

Az elsé két kérdésrol.
e A Riemann-hipotézis, azaz a ( fiiggvény minden komplex
zérdhelyének a valds része %, a mai napig nyitott kérdés.
o A Fermat sejtés bizonyitdsat 1993-ban publikalta A. Wiles.
o Azaz egy kérdésben Hilbert tévedett, egyben taldn nem, ha ...

A harmadikrdl.
Az elsé részleges megoldas, az elsé nem teljes vélasz 1929-ben
jelent meg, majd par év alatt teljessé valt a megoldas.

bndvez

bndvez
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A VII. Probléma részleges megoldasa.

Gelfond tétele. (1929)

Ha 8 komplex kvadratikus irracionalis szam, akkor of
transzcendens.

Ez tartalmazza az e” esetet, hiszen e az i’ egyik értéke. i pedig
komplex és kvadratikus irraciondlis.

Kuzmin és Siegel tétele. (1930)
of akkor is transzcendens, ha [3 valds kvadratikus irraciondlis szam.
Megjegyzések.

1. A két matematikus eredményét egymastdl fiiggetlendil érte el.

2. Hilbert megérte annak bizonyitasat, hogy 2V2 transzcendens
szam?

0. A folyammenti kultirak kora. 2. Gorogok és hinduk. 3. Irracionalisok a XVI. - XVII. szazadi Eurépaban. 4. Komplex szamok. 5. Az analizis

A VII. Probléma teljes megoldasa.

Megjegyzések.
1. Gelfond és Schneider egymastdl fiiggetleniil jutott el ezen
eredményhez.
2. Hilbert sejtése a legerésebb formdban bizonyult igaznak.
3. Hilbert 1943-ban halt meg, azaz megérte sejtése teljes
bizonyitasat.

4. Még egy 1919-es tévedése.

DE

Az el6bbi tévedések nem arnyékoljdk be azon dltalanos vélekedést,
miszerint David Hilbert a XIX. szdzad utolsé harmaddnak és a XX.
szazad elsé felének egyik legnagyobb hatdsi matematikusa volt.

A VII. Probléma teljes megoldasa.

Gelfond — Schneider tétel. (1934)
Ha o, 0 és 1-t6l kiillonboz6 algebrai szamok, tovabba 3
irracionalis, akkor o transzcendens szam.

Két tovabbi ekvivalens allitas.

1. Ha «, 8 0, 1-tél kiilonbdzé algebrai szamok, akkor log «t/ log 8
raciondlis, vagy transzcendens.

2. Legyenek «, 8 nemzérd algebrai szamok. Ha log «, log 8
linedrisan fiiggetlenek a raciondlis szamtest folott, akkor
linedrisan fiiggetlenek az algebrai szamok teste folott.
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Egy zaré gondolat.

e Gelfond bizonyitdsdban alapveté szerepe volt a kdvetkezé
komplex fliggvénynek:

‘ K-1L-1
F(Z) — Z Ckle(klog a+llog B)z
k=0 I=0

e ahol Cy € Z és |FK)(p)| ,,nagyon kicsi” sok p, k értékre.

Az el6bbi fliggvény csak egy szerény adalék a probléma nehézsége
illusztraciéjahoz.
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