A XIX. Szdzad matematikajanak fébb vondsai Néhany elvi kérdés A kidt keresése. Az elveszett igazsig keresése A XIX. Szazad matematikajanak fébb vondsai. Néhdny elvi kérdés A kitt keresése Az elveszett igazsag keresése

A XIX. Szdzad matematikdja: Algebra 1.

IGAZ-E AMI BIZONYITHATO,

BIZONYITHATO-E AMI IGAZ. 1. Megjelennek a nem-kommutativ miiveletek,
1.1 matrixok,

; 1.2 kvaternidk.
SZAZADBAN. Definicié. Q = {a+ bi + ¢j + dk: a, b, c,d € R}, ahol

A7 1GAZSAG ELVESZTESE, MAJD KERESESE A XIX-XX.

P=p=K=-1
=k, jk=1i, ki=j
xy = —yx, x#y, x,y € {i,j, k}.

Klukovits Lajos

TTIK Bolyai Intézet

ferdetest (nem kommutativ test).
2021. majus 17.

A XIX. Szézad matematiksjanak fébb vonasai. Néhany elvi kérdés A kit keresése Az elveszett igazsag keresése A XIX. Szazad matematiksjanak fébb vonssai. Néhany elvi kérdés A kit keresése Az elveszett igazség keresése

A XIX. Szdzad matematikdja: Algebra 2. A XIX. Szdzad matematikdja: Szamelmélet 1.

1. n dimenziés linearis terek.

2. Galois: az egyenletek megoldhatésaganak vizsgalata, 1. Analitikus vizsgalatok.

2.1 testbdvitések: cél, az egylitthaték generdlta testnek a gyokoket 2. Vizsgaltdk a primszamok eloszldsat, empirikus becslések.

tartalmazé legsziikebb bdvitésének leirdsa; 3. Legyen m(x) = k, ha az x € R-nél nem nagyobb primszdmok
2.2 permutdciécsoportok, a , helyettesitések” csoportja, szama k.
2.3 a/kl’vént bévités létezésének foltétele csoportelméleti kérdés, 3.1 Gauss sejtése: m(x) ~ ﬁ,
24 véges Fe'_.:,tek. . 3.2 Csebisev tétele (1854): |égteznek olyan a, b pozitiv konstansok,
3. A geometriai szerkeszthet6ség algebrai elmélete. hogy
3.1 Gauss: a szabdlyos n-szog pontosan akkor szerkeszthetd meg, P <n(x) < P
ha n=2p;...pm, ahol k >0, py,...,pm kiilonbszé log x log x
Fermat-primek (22" +1). Ha m = 0, akkor k > 2. minden elég nagy x € R-re
3.2 Minden szerkeszthetd komplex szdm algebrai. 3.3 Hadamard és de la Vallée-Poussin (1896): a , Nagy
4. A csoport absztrakt fogalma. Az elsd struktiratétel 1882 (a Primszamtétel”. ()
véges Abel-csoportok alaptétele). XIer;o = =1
og x

5. Test folotti algebrak: Frobenius lezarja a szdmfogalom
bbvitését.



A XIX. Szazad matematikajanak fébb vonasai. Néhany elvi kérdés. A kit keresése Az elveszett igazsag keresése A XIX. Szazad matematikajanak fébb vonasai. Néhany elvi kérdés A kit keresése Az elveszett igazsag keresése

A XIX. Szdzad matematikdja: Szamelmélet 2. A XIX. Szdzad matematikdja: Geometria.

1. Létezik transzcendens szdm, azaz olyan komplex szam, amely
nem lehet gydke egyetlen nemzéré f € Q[x] polinomnak sem.

2. Euler sejtése: e, m, valamint a logaritmus- és a trigonometrikus

figgvények értékei a legtobb helyen transzcendesek. 1. Folfedezik a nem-euklideszi geometridkat:
3. Liouville (1844): a o 1.1 hiperbolikus geometria: Bolyai és Lobacsevszkij,
Z i 1.2 elliptikus geometridk és egységes elmélet: B. Riemann.
n—1 107 2. Megjelenik az dbrazol6 geometria,
szam transzcendens. 3. djra folfedezik a projektiv geometrit.
4. Hermite (1873): Az e szam transzcendens. 4. n-dimenziés analitikus geometria.

5. Lindemann (1882): A 7 szdm tanszcendes.

6. Kovetkezmény: A , kornégyszogesités’ problémaja nem
oldhaté meg.

7. Nyitott kérdés, hogy e + 7 algebrai, vagy transzcendens, mig
az e + i esete trividlis.

A XIX. Szazad matematikéjanak fébb vonasai. Néhany elvi kérdés. A kit keresése Az elveszett igazsag keresése A XIX. Szazad matematikdjanak fébb vonasai Néhany elvi kérdés. A kiit keresése Az elveszett igazsag keresése.

A XIX. Szdzad matematikdja: Figgvénytan. Stlyos elvi kérdések.

A bizonyitds, az igazség.

1. Vizsgalatok végtelen sorokkal kapcsolatban: 1. l.e. 100 kortiltdl fokozatosan megsziinik az axidmatikus
konvergencia-problémak. targyalds, eltlinnek a szigord bizonyatésok.
1.1 Hatvanysorok, . 2. A matematika szinte teljesen empirikus tudomannyd alakul.
1.2 trigonometrikus sorok (Fourier- sorok). . P PN
Y Y . ., , 3. A XIX. $zZAZAD ELSO HARMADATOL SULYOS MEGOLDATLAN
2. Jelentdsen béviilt a differencidlegyenletek elmélete, PROBLEMAK

2.1 kozonséges differencidlegyenletek — mechanikai alkalmazasok,

o S, . . 3.1 Mit jelent az ,igazsidga” egy nem-kommutativ miivelettel
2.2 parcidlis differencidlegyenletek — elektrodinamika

kapcsolatos 4llitdsnak?

(Maxwell-egyenletek). 3.2 Egy éllitdsnak pl. az 5 dimenzids térre vonatkozéan?
3. Teljesen 0j diszciplinaként megjelenik a komplex fiiggvénytan, 3.3 Melyik geometria irja le a fizikai teret?
amely az alkalmazasok szempontjibdl szinte azonnal jelentés 3.4 A derivdlt és az integrdl valami komoly matematikai fogalom,

lesz. vagy egyszeriien roviditett irasméd?

4. Valdjaban mi a , konvergencia"?

5. A Fourier-sorok problémdja.



A XIX. Szdzad matematikajanak fébb vondsai Néhany elvi kérdés. A kidt keresése. Az elveszett igazsig keresése

Stlyos elvi kérdések.

Gauss egy véleménye

Az a legmélyebb meggybzédésem, hogy a tér fogalma egy teljesen
egyedi helyet foglal el a proiri ismereteink kéz6tt, lényegesen
kiilonbézik példaul az aritmetika altal elfoglalttdl.

. a szam fogalma gondolkoddsunkbdl ered, mig a téré azon kiviil
van. I/gy annak torvényeit nem tudjuk a priori teljesen el6hivni.

Néhany , zliros” fogalom.

e Transzcendens szam, valés szam,
o folytonossdg, a Bolzano-Darboux tulajdonsag,

o konvergencia, sorfejtések.

A XIX. Szdzad matematikajanak fébb vondsai Néhany elvi kérdés A kit keresése. Az elveszett igazsdg keresése

A bizonyitds kérdése.

1. A két f6 kérdés:
1.1 MI Az, HOGY BIZONYITAS?, és egydltaldn
1.2 M1 A MATEMATIKA?

2. Térjlink-e vissza a klasszikus gorog matematika
hagyomanyaihoz, vagy keressiink (j utakat?

3. Vildgos, hogy ujra kell éleszteni az arisztotelészi logikat, de mi
az elsédleges: a matematika vagy a logika.

A XIX. Szdzad matematiksjénak f8bb vondsai Néhany elvi kérdés. A kitt keresése Az elveszett igazsag keresése

Egy alapvetd kérdés.

Mit jelent az, hogy , egy éllitast bebizonyitottunk?”

IGAZ-E AMIT BIZONYITOTTUNK, BIZONYIiTHATO-E
AMI IGAZ?

A XIX. Szazad matematikdjanak fébb vonasai Néhany elvi kérdés A kit keresése. Az elveszett igazsag keresése

Tovabbi jelentds véltozasok a XIX. szdzadban.

Egyre tobb folydirat kozolt matematikai cikkeket, a szdzad
végére kb. 500. A legtobb megsziint, de az 1826-ban L. Crelle
altal alapitott Journal fiir Rheine und Angewandte
Mathematik a mai napig |étezik.

e Egy nem csak Orvendetes: a matematikai diszciplindk annyira
szétvaltak, hogy a kozlemények egyre inkabb egy sziik
csoportnak széltak.

e Sok (j tudoményos kozpont alakult A hagyomanyos angol,
francia és német egyetemek mellett.

o Az eurdpai akadémidk , tudds tarsasdgok” voltak, iiléseknek,
tudomdnyos vitaknak adtak helyet.

o Az 1863-ban alapitott National Academy of Sciences (USA)

mar , tudomanyos miihely” volt, amely folydiratot adott ki,

kutatdsokat tdmogatott, intézeteket alapitott.



A XIX. Szdzad matematikajanak fébb vonasai Néhany elvi kérdés. A kit keresése Az elveszett igazsag keresése.

Az igazsag keresése 1.

o Vizsgdljuk meg a régi gorogok axiomatikus matematikdjat.
e Ha van egy , félig-meddig” kidolgozott elméletiink, akkor
hogyan lehet azt axiomatizdIni?

o Rendezziik a fogalmakat: eljutunk elméletiink alapfogalmaihoz.

o Rendezziik a mar , bizonyitott” tételeinket: eljutunk az
axiémakhoz.

e DE a bizonyitds mibenléte, a , kdvetkezmény fogalma” még
tisztazatlan, valahonnan importalni kell: Arisztotelész.

o Kérdés: hogyan alkalmazhatjuk mindezt a ,, modern” a ,, mai”
matematikdra?

o KINOS kérdések:

e Ellentmondds-mentes-e rendszeriink?

o Azaz, tartalmaz-e olyan tételt/allitast, hogy az meg a tagadasa
is bizonyithaté a rendszeren beliil.
Ha igen, mit sem ér a rendszer.

A XIX. Szdzad matematikajanak fébb vonasai Néhany elvi kérdés. A kit keresése Az elveszett igazsag keresése.

Az igazsag keresése 3.

2. kisérlet: G. Frege logicizmusa.
1. A logika elsédlegességét hirdeti a matematikaval szemben: a
matematika a logika egy fejezete.
2. Frege: Logika, matematika, szemantika.
3. Whitehead-Russel: Principia Mathematica.

4. Eltiinik az alkalmazott matematika, az alkalmazasok korrekt
lehetbsége.

5. Zsakutca.

A XIX. Szazad matematikdjanak fébb vonasai Néhany elvi kérdés A kit keresése Az elveszett igazsag keresése

Az igazsag keresése 2.

1. kisérlet: G. Cantor halmazelmélete.

1. Részleges visszatérés a gorogok axidmatikus médszeréhez.
1.1 Az alap a , halmaz" fogalma, amely egy
definialatlan fogalom, alapfogalom..
1.2 Axiématikus alapozés kell, de kérdés, hogy
ellentmonddsmentes-e az adott axiémarendszer.
1.3 Els6 Iépés: a halmazelmélet axiomtizélasa.

2. A fogadtatas: teljes elutasitds, ,, antindmiak” tomege.

2.1 J. Richard: ,, A 100, vagy kevesebb betiivel meg nem adhaté
szdmok halmaza.”

2.2 B. Russel: ,, A tartalmazkodd, és a nem-tartalmazkodd
halmazok.” , A falu borbélya.”

3. Cantor vélasza: , csak” aprébb mdédositasok kellenek.

4. A matematika és a logika még nem meriil fol.

A XIX. Szazad matematikdjanak fébb vonasai Néhany elvi kérdés A kiit keresése Az elveszett igazsag keresése.

Az igazsag keresése 4.

3. kisérlet: konstruktivizmus (intuicionizmus).

1. A matematika az elsédleges a logikaval szemben.

2. A megalapité: Kronecker német matematikus az 1870-es
években.

3. F8bb érvei a halmazelméleti megalapozis ellen (Weierstrass,
az egzisztencia bizonyitdsok, irraciondlisok).

4. Modern intuicionizmus: Brouwer

5. A. Weyl véleménye: ,,Ha a logika a matematika hygiénéje,
akkor nem lehet taplalékforrasa.” (1950)

6. A N. Bourbaki csoport tevékenysége a 20-as évektdl.

7. Magat szamolta fol a XX. szdzad mdsodik felében: sajat
nekrolég 1976-ban.



A XIX. Szdzad matematikajanak fébb vonasai Néhany elvi kérdés. A kiut keresése. Az elveszett igazsag keresése.

4. kisérlet: Hilbert bizonyitaselmélete, ill. a
metamatematika.

1. Az axiématikus médszer a kovetendd.

2. meg kell kiilonboztetni a matematikai elméleteken beliili
allitasokat azoktdl, amelyek valamely matematikai elméletrdl
szdlnak.

3. Példaul.

3.1 Az, hogy , az egyszerli Abel-csoportok primrendiiek”
matematikai allitas,

3.2 mig az, hogy , az elemi aritmetika ellentmondds-mentes” egy
allitds valamely matematikai elméletrdl.

3.3 Az utdbbiak un. metamatematikai allitasok.

4. A metamatematikai allitdsok bizonyitasdban csak olyan elvek,
eljardsok engedheték meg, amelyekben ,, mindenki egyetért”,
tehdt pl. a véges jellegli médszerek.

A XIX. Szdzad matematikajanak fébb vonasai Néhany elvi kérdés. A kiut keresése. Az elveszett igazsag keresése.

Az igazsag keresése 7. Axidmatikus elméletek.

Formalis axiématikus elméletek 1.

e A formalizalds magasabb szintii.
o A kovetkezményfogalom is része az elméletnek:
levezethetdség.

o Eldonthetéség: megjelenik az ALGORITMUS fogalma, ami
egy NEM MATEMATIKAI fogalom (nem definidlhaté
szigordan).

A XIX. Szazad matematikajanak fobb vonasai Néhany elvi kérdés. A kit keresése Az elveszett igazsag keresése.

Az igazsag keresése 6. Axiomatikus elméletek.

Nem formalis axidmatikus elméletek.

e Hasonldéak ahhoz, amit Euklidesz konyvében olvashatunk.

o Az ilyen elmélet definidlatlan (alap-) és definidlt fogalmakat
hasznal.

o Kiindulasi allitdsokat fogalmaz meg, amelyeket nem bizonyit,
zommel az alapfogalmakra vonatkozdak. Ezek az elmélet
axiémai.

o Az elmélet tételei olyan allitasok, amelyekben az alap- és a
definialt fogalmakrdl mondanak valamit. A tételek
formalizalhatdk.

o Ezeket akkor fogadja el igaznak, ha az axiémak
kovetkezményei valamely — az elméleten kiviil
megfogalmazott — kovetkezmény-fogalom értelmében.

A XIX. Szazad matematikdjanak fébb vonasai Néhany elvi kérdés. A kiut keresése Az elveszett igazsag keresése.

Metamatematika 1.

Formdlis axiomatikus elméletek 2.
o Axiémarendszer (axiématikus elmélet)
ellentmondas-mentessége, konzisztencidja.

o Axidmatikus elmélet teljessége: egy axidatikus elmélet teljes,
ha minden allitdsa (formuldja) vagy annak tagaddsa (negiltja)
bizonyithaté (tétel).

o A konzisztencia , altaldnosan elfogadott” kritériuma: a véges
modell létezése.

e Relativ konzisztenciak.



A XIX. Szdzad matematikajanak fébb vonasai Néhany elvi kérdés. A kit keresése. Az elveszett igazsag keresése.

Metamatika 2.

Néhany pozitiv eredmény.

1. Konzisztens elméletek.
1.1 [téletkalkulus.
1.2 Az elsérendii fliggvénykalkulus.
1.3 Boole-algebrak.

2. Bizonytalan: az elemi aritmetika.

Egy relativ konzisztencia sorozat.

Hiperbolikus geometria — euklideszi geometria — a valds szamok
aritmetikdja — némi halmazelmélet (ez , biztonsigos") és az elemi
aritmetika.

Eldontésprobléma, eldonthetd elméletek.

A XIX. Szazad matematikdjanak fébb vonasai Néhany elvi kérdés A kit keresése Az elveszett igazsag keresése

Az igazsag keresése 9. Metamatika 3.

Két negativ eredmény.

1. K. Godel 1. tétele: Ha valamely elsérendii elmélet elegendben

gazdag, axiémdinak halmaza eldénthet8 (azaz axiématikus
elmélet) akkor bévitésével nem konstrudlhatd olyan
elegendben gazdag konzisztens elsérendii elmélet amelyben az
eredeti elmélet minden igaz allitasa bizonyithatd.

. K. Godel 2. tétele: Egy elegendben gazdag konzisztens

els6rendii elmélet konzisztencidja és teljessége nem
bizonyithaté olyan médszerekkel, amelyek tiikroztetheték az
adott elméletben.
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