A HEURISZTIKUS SEJTES ES A SZIGORU BIZONYITAS
EGYUTTES MEGJELENESE AZ OKORI GOROGOKNEL!

KrukoviTs LAJOS

Azon fogalmak, modszerek és eredmények nélkil, ame-
lyeket a kordbbi generdciok — visszamenve egészen az okori
gorogokig — alkottak, nem érthetjuk meg az utobbi 6tven év
matematikdjanak céljait, eredményeit. (HERMANN WEYL)

1. Bevezetés.

A matematika kezdetben tisztan empirikus tevékenység volt, és — bar a nagy fo-
lyammenti kulturdk matematikaja mar rendszerezett ismeretanyagnak tekintheté —
egészen a gordg klasszikus korig? tisztdn empirikus tudomdnynak tekinthetd. Kizars-
lag konkrét numerikus problémakat oldottak meg, de egytuttal torekedtek a megoldasok
,receptszert” leirdsara, hogy annak alapjan tovabbi hasonlé feladatokat is meg lehessen
oldani. Nem allitunk tul merészet akkor, ha kijelentjiik, hogy — a mai széhasznalattal
— algoritmusok megaddasara is torekedtek. JOl példazza ezt a nevezetes Rhind Papi-
rusz®, amely lényegében az frnokok szdméra késziilt tan- és kézikonyv lehetett. Hasonld
célokat szolgalhatott a Kr.e. II. évezredi mezopotamiai agyagtablak nagy része is.

A gorog klasszikus korban azonban radikalis valtozas allt be, a matematika tisztan
deduktiv tudomannya valt. Ezen radikalis valtozas egy lehetséges okat Szabd Arpéd
az eleai filozéfidban latja [6], s ez a vélekedés a szerzd szamadra teljesen elfogadhato.

A klasszikus kor gorég matematikusai irdsaibdl szinte teljesen eltiintek a gyakorlati
kérdések, csak elméleti jellegii problémék foglalkoztattak e tudomany miivel6it, akik
szinte kivétel nélkiil neves filozofusok is voltak. A kor vége felé mar csak tisztan el-
méleti tételeket talalunk miveikben, s azokat definicidkra alapozva, posztuldatumokra,
axiémakra, valamint mar igazolt tételekre hivatkozva szigortiian bebizonyitottak. Ir4-
saikbdl teljesen eltiintek a heurisztikus gondolatmenetek, csak azt olvashatjuk, hogy
mit allitanak és azt hogyan igazoljak. Semmi sem deriil ki abbdl az utbdl, amelyen
eljutottak az allitdsokhoz.

A klasszikus kort kévetéen, a hellenizmus koraban ismét megjelennek a heuriszti-
kus gondolatmenetek is, olykor el6zetesen megfogalmazzik a sejtéseket, s utana azokat
— a klasszikus korban megszokott szigorisaggal — bebizonyitjak. Az aldbbiakban ezt
a valtozast mutatjuk meg, amely legszebben talan Archimédész miiveibol tarul elénk.

1 Ezen dolgozat [4] bévitett véltozata, amely az azt kozld folydirat szerkesztSinek
javaslatara és engedélyével késziilt.

2 A Kr.e. VI szazad utolsé harmadatdl a IV. szazad végéig, a makedon héditdsok
kiteljesedéséig tarto kor.

3" A minden bizonnyal az Egyiptomi Kozépbirodalom koraban 6sszeallitott, 84 prob-
lémat tartalmazo, tekercs Hiikszosz korbeli (Kr.e. 1750 koriili) mésolatban maradt
fonn.



2. Egy gyongyszem az Okori folyammenti kultirak empirikus matematika-
jabol.

Az Obabyloni Birodalom matematikusai brilidns médon oldottak meg mésodfoku
egyenletekre vezetd feladatokat. Mindig konkrét problémakkal foglalkoztak, de eljara-
saik, mint mar utaltunk ra, alkalmasak voltak arra is, hogy azt kovetve mas, hasonld
feladatokat oldjanak meg. Igen fejlett aritmetikajuk kialakulasaban donto6 szerepe lehe-
tett a sumer eredetii, de altaluk jelentésen tovabbfejlesztett helyiértékes szamirdsnak,
amelynek alapja a 60 volt. Eredeti — mindossze két jelet haszndlé — szamirasukra
e helytlitt nem tériink ki, hanem a Neugebauer altal bevezetett tizes szamrendszerbeli
jegyeket /szdmokat alkalmazd atirast fogjuk hasznélni*. Nevezetesen a

12,0, 56; 13, 5 jelsorozat a 12 - 60% 4+ 0 - 60 4+ 56 + 13- 60~ + 5 - 60~2 szdmot jeloli.

Musztralé példaként tekintsiik a kovetkezo problémat, amely egy Szenkereh mellett
talalt agyagtablan (AO 8862) olvashaté [7]. A kissé toredékes tébla kiegészitéseit szog-
letes zardjelbe tettiik.

Hossziisag és szélesség. A hossziisagot és a szélességet Osszeszoroztam, és igy megkap-
tam a tertiletet. Amennyivel pedig a hosszusag meghaladja a szélességet, azt hozzaad-
tam a teriilethez, és 3, 3[-at kaptam]. Hossziisag és szélesség Osszeadva pedig 27. Mi a
hosszisag, szélesség, teriilet?

27 3,3 az Osszegek

15 a hosszisag

12 a szélesség
3,0 a teriilet

Eljarasod ez legyen: 27-et, a hossziisag és a szélesség Osszegét 3, 3-hoz add hozza;
3,30 [az eredmény]|. 2-t a 27-hez add hozd; 29 [az eredmény]. 29-bdl letéréd a felét;
14; 30-szor 14;30 |az| 3,30;15. Levonsz 3,30-at 3,30; 15-bél; 0;15 a kiilonbség. 0;15
négyzetgyoke 0;30. Az els6 14;30-hoz add hozza a 0;30-at: a hosszisag 15. 0; 30-at a
masodik 14; 30-bdl kivonsz: a szélesség 14. Azt a 2-t, amit a 27-hez hozzaadtal, 14-bdl,
a szélességbdl levonod: 12 a végleges szélesség. A 15 hossziisagot és a 12 szélességet
dsszeszoroztam. 15-szér 12 |az] 3,0 [ennyi a] tertiilet.

A 15 hosszisag a 12 szélességen mennyivel nyilik til? 3[-mal] haladja meg. 3-at a
3,0-hoz, a teriilethez adj hozza: 3, 3[-at kapsz].

A megoldas elemzése. Vildgos, hogy ha a hosszisagot és a szélességet x,y jeloli,
akkor az
zy+x—y=3,3
r+y=27

egyenletrendszert kellene megoldani. A szamolds méasodik 1épésébol latszik, hogy az y
szélesség helyett egy 1j y' = y + 2 szélességet vezet be (,0sszeadta” a két egyenletet),
és igy az
zy = 3,30
x+y =29

4 Az olvasé ezt megtaldlhatja péddul van der Waerden konyveiben [7], [8]



egyenletrendszert oldja meg a kovetkezd eljarassal. (A jobb attekinthet&ség kedvéért
egymas mellett szerepeltetjiik az eredeti szoveges megoldas numerikus lépéseit és a mai
szimbolikus szamolést, az egyenletrendszer megoldasat. )

27+ 3,3 =3,30 xy +2x = x(y + 2) = 2y’ = 3,30
2 4+27=29 r+y =29
/
29 : 2 = 14; 30 x;y — 14;30
x4+ 2
14: 30 x 14: 30 = 3,30; 15 ( 5 ):3,30;15
x+y 2
3,30:15 — 3,30 = 0; 15 ( - )—xy':0;15
/ o
VO 15 = 0: 30 \/<x+2y) ey =Y 030
/ o
14: 30 + 0: 30 = 15 x;y+x2y — =15
/ T
14:30 — 030 = 14 x;y _2 2y —y =14
14-2=12 Y —2=y=12
Osszegezve. A kéthatarozatlanos
zy =P

rt+y=a

alaku egyenletrendszert tgy oldottdk meg, hogy bevezettek egy 1ij w hatarozatlant (a
két eredeti hatdrozatlan szamtani kozepétdl vals eltérést), amelynek révén egyhatéro-
zatlanossa valt a probléma:

= +
rT=—-a+w
2
1 1\?
Yy=—a—w, w = —a| —P
2 2
A megoldasbdl sejthetd, hogy egyrészt ismerték az
(a+b)* = a* + 2ab + b (1)
(a —b)* = a® — 2ab + b* (2)

azonossagokat,® amelyre bizonyitékul szolgalnak tovabbi hasonlé feladatok is, mésrészt
tudniuk kellett négyzetgyokot vonni. A feladatok megoldasandl ugyan tablazatokat

> Ezen azonossigokat elészor Euklidész bizonyitotta be geometriai formaban, az
Elemek I1.4. és 11.13. Tételeként. [2]



hasznaltak (erre utalnak a megoldédsok leirdsai), de ezeket is egyszer meg kellett szer-
keszteni, el kellett végezni a szamolasokat. Erre is volt hatékony eljarasuk.

Vegyiik észre, hogy a megoldas leirdsa ugyan olyan, hogy azt més hasonlé prob-
lémaknél is lehet haszndlni (azaz ,receptszerti”), de szé sincs arrdl, hogy valamiféle
altalanos eljarast, plane formulat adnanak meg, és nem is indokoltak meg, hogy miért
igy szamoltak. Azonban szinte minden esetben ellenérizték a megoldast. Nyoma sincs
tehat valamiféle altalanos elmélet kidolgozasara valé torekvésnek. Ugyancsak rejtve
marad, hogy hogyan talaltak ra eljarasukra.

3. A gorog klasszikus kor tisztan deduktiv matematikaja.

A Kr.e. V. -1V. szdzad matematikdjanak nagy részét zsenialisan foglalta egységes
keretbe Euklidész az Elemek c. miivében [2]. Ebben a kényvben semmi szdmolds nincs.
Definiciokat, posztulatumokat és axiémakat ad meg, majd rengeteg tételt bizonyit nagy
szigorusaggal. Nem taldlunk azonban egyetlen sort sem arrél, hogy hogyan jottek ra
a bizonyitandd Osszefliggésekre, tételekre, miért éppen ugy bizonyitjak be allitdsaikat.
Nem foglalkoznak gyakorlati problémakkal, csak absztrakt fogalmakkal. Példaként &ll-
jon itt néhany definicid és tétel e konyvbdl, kettd bizonyitdasaval egylitt, amelyeket
a jobb attekinthet6ség kedvéért nem az eredeti geometriai, hanem a tartalmat kife-
jez6 aritmetikai nyelvezeten adunk meg. Az aldbbiakban a romai szamok a kényvekre
utalnak, mig az azokat kévetd arab szamok a definicidk, ill. a tételek konyvon beliili
sorszamai az idézett kiadasban.

VII. 1. Definicié. Az egység az, ami szerint minden 1étezét egynek mondunk.

VII. 2. Definicié. A szdm az egységekbdl osszetevédd sokasig.©

VII. 3. Definicié. Egy kisebb szam egy nagyobbnak hinyada (része), ha osztja a
nagyobbat.”

VII. 12. Definicio. Primszdam, amelyik csak az egységgel oszthato.

VIL. 14. Definicid. Osszetett az a szdm, amelyiket valamely szdm oszt.

VII. 23. Definicié. Egy szdm tékéletes, ha egyenld osztéi (részei) dsszegével.®

IX. 20. Tétel. Primszamok barmely adott sokasaganal van tobb.
Bizonyitas. Legyenek az adott primszamok a, b és c. Azt allitom, hogy t6bb primszam
van, mint a,b és c. Vegyiik ugyanis a,b és c legkisebb k6zos tobbszorosét, ami — a
VII. 34. és 35. Tételek szerint — abce és tekintsiik az d = abc + 1 = e 4+ 1 szdmot. Ez
vagy primszam, vagy osszetett szam. Legyen el6szor prim. Taldltunk tehat az a, b, c
szamoknal tobb primet, ezeket és még d-t.

Ne legyen most d prim. Ekkor osztja valamely primszam (VII. 31. Tétel). Ossza
a g prim. Azt allitom, hogy g az a, b és c egyikével sem azonos. Tegyiik fol ugyanis,

6 Azaz a szam egynél nagyobb természetes szam a mai széhasznélattal. Az egység
tehat nem szam.

7 Vildgos, hogy itt mai széhasznalattal az oszt6 fogalmardl van sz6. Meg kell azonban
jegyezniink, hogy Euklidésznél a ,hanyad” mindig szam, azaz soha nem 1. fgy az 1
minden szamnak osztéja, de maga a szadm mar nem osztd, hiszen nem szamszor, hanem
egyszer (az egység!) van meg benne.

8 Lésd az el6z6 labjegyzetet.



hogy az a,b és c osztjdk e-t, tovdbba g is osztja e-t (ugyanis a,b és ¢ az Osszes prim).
Viszont g d-t is osztja, tehat a a maradék egységet is osztja g (itt az oszthatdsig egy
elemi tulajdonsidgat hasznalja, amit — két masikkal egyetemben — sohasem fogalmaz
meg, de ismertnek tételezi fol), noha szam, ami ellentmondés, g tehdt nem azonos az
a, b, c szamok egyikével sem. A feltétel szerint prim, tehat talaltunk az adott a,b,c
primeknél tobb primet, a-t, b-t, c-t és g-t. Eppen ezt kellett megmutatni.

Vegyiik észre egyrészt, hogy az iménti bizonyitas lényegében megegyezik azzal,
amelyet az olvasé elemi szamelméleti tanulméanyaiban megismert, csak ott a foltétel-
ben szerepl6 ,,0sszes” primszam a pq,pa, ..., pr. Euklidész bizonyitasa lényegében csak
azt hasznalja ki, hogy abbdl a foltételbol, hogy csak véges sok primszam létezik, sziik-
ségképp ellentmondasra jutunk. Tehat tulajdonképpen azt igazolja, hogy végtelen sok
primszam van, de ezt igy nem fogalmazza meg, hiszen az ¢ vilaga véges.

IX. 36. Tétel. Ha az egységtol indulva kétszeres aranyban mértani sorozatot alko-
tunk addig, amig az Osszeg primszam nem lesz, és ezt megszorozzuk az utolsé taggal,
akkor tokéletes szamot kapunk.

X. 1. Tétel. Ha adva van két nem egyenlé6 mennyiség és a nagyobbikbdl levonunk a
felénél tobbet, és a maradékbdl ismét a felénél tobbet, és igy tovabb, akkor egy olyan
mennyiség fog megmaradni, amely kisebb az adott mennyiségek kisebbikénél.
Bizonyitas. Legyen a két nem egyenl6 mennyiség a,c és a > c¢. Az V.4. Defini-
ci6 — mennyiségek egymashoz viszonyitott aranyarol akkor beszéliink, ha az egyik
tobbszorose meghaladja a masikat — értelmében c-nek van olyan tobbszorose, amely
meghaladja a-t. Legyen

de > a.
(Megjegyettiik, hogy Euklidész eredeti bizonyitasdban d = 3, amit gy haszndl, hogy
az nem szoritja meg az altaldnossagot.) Adjuk meg a kovetkezo ey, ..., eq—1 mennyi-
ségeket:
a a—ep a— (e1 + e2) a—(e1+...+eq-2)
> —, ey > : - eg > .
€1 5 €2 B €3 5 €d—1 B

Az a mennyiségbdl ezutan levonjuk ei-et, majd az a — e; mennyiségbdl az es-t, az
a — (e1 + e2)-bOl az es-at és igy tovabb, Osszesen d — 1 szamu 1épést tesziink. Az
e1,...,eq—1 mennyiségeket gy hatarozzuk meg, hogy a levonasok mindig elvégezhetok
legyenek, azaz pozitiv mennyiség maradjon minden egyes 1épés utéan.

Tekintsiik most a dc mennyiségeket, és abbdl is vonjunk le d — 1 szamu lépésben
mindig c-t. Ez esetben mindig az adott (kapott) mennyiség felénél kevesebbet vonunk
le. Hasonlitsuk most Gssze a két eljarasunkat. Mivel dc > a,

dc—c=(d—1)c>a—e
(d—1)c—c=d—2c>a— (e +e2)

(d—(d—-2)c—c=c>a—(e1+...+€4-1).
Az utols6 egyenl6tlenség éppen a bizonyitando, hiszen

(d=(d=2)c—c=c>a—(e1+...+e4_1)=(...((a—e1)—€e3) —...—€4_2) —€4_1.
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Megjegyzés. Euklidésznél a fonti bizonyitasban d = 3, de gondolatmenete megegyezik
az altalunk leirt altaldanos esetnél alkalmazottal.

XII. 2. Tétel. A korok (tertiletei) ugy ardnylanak egymaéshoz, mint dtméréik négy-
zetei.

A folsorolt tételek koziil az elsének emlitett bizonyitasa indirekt (,,reductio ad
absurdum”), mig a masodiké és a harmadiké direkt (szintetikus). Az egyes lépések
vildgosak, lathatd, hogy miért azokat alkalmazza. Nincs ugyanakkor semmiféle utalas
arra, hogy hogyan jott ra a bizonyitandé allitasokra. Azon , technikai” foltételezése,
hogy a bizonyitasokban a ,, véges sok” 3, nem befolyésolja allitasdnak altalanos érvényét,
azok tetszoleges véges sok tagu sorozatra, illetve d szamra ugyanigy végezhetdk el.

A negyedik emlitett tétel, a korok teriiletére vonatkozo allitas, igazolasa a kizart
harmadik elvén nyugszik (ugyanigy, mint az indirekt bizonyitds), megmutatja, hogy
az arany sem kisebb, sem nagyobb nem lehet az allitottnal.

4. A hellén kor matematikajanak néhany jellegzetes vonasa.

A Nagy Sandor héditdsaival kezd6do, a Kr.e. III. szazadtol az i.sz. VI. szazadig
terjed6 idészakot a , hellénizmus” kordnak is szokds nevezni tudoménytorténeti (filozo-
fiai) szempontbdl.” Ez az dkori gordg kultira széleskorti elterjedésének idészaka, amikor
Alexandria vélik a mivelt vilag kdzpontjava, a tudomanyok févarosava. Tovabb élnek
a klasszikus kor hagyomdényai, de jelentos béviilésiik, bizonyos mértékii atalakulasuk is
megfigyelheté. Hosszui ideig megmarad a matematikdban a szigoru bizonyitas kovetel-
ménye, de mar nemcsak absztrakt kérdésekkel foglalkoznak. A kor legnagyobb hatasu
matematikusa Archimédész volt, akit az antikvitdas harom legnagyobb matematikusa
egyikének tartanak. A masik ketto a klasszikus korban élt Eudoxos és Theaitetosz, de
Archimédész volt ,,az elsé az egyenlok kozott”.

O nem irt nagy, enciklopédikus miivet, csak rovid traktatusokat. Ezek az alkotasok
kivétel nélkiil a matematikai frasmiivészet gyongyszemei: a problémakat fokozatosan
bontja ki, a tételeket mesterien rendezi egymas utan, szigori logikai sorrendben kovetik
egymast. Az olvaso csak tiszteletteljes bamulattal veheti azokat kézbe. Nagysagat mar
az 6korban is elismerték, hiszen Plutarchosz!® a Parhuzamos életrajzok [5] Marcellus
fejezetében igy ir:

A geometria legnehezebb és legbonyolultabb kérdéseit is a lehets legegysze-
riibb és legvilagosabb tételekbe foglalva oldja meg. Azt az utat azonban,
amelyeken eredményeihez eljutott, szamos esetben fatyol takarja.
Vilagos ugyanis, hogy a tételekre nem a leirt sorrendben, nem a leirt 1épések soran,
lehetett rajonni.

J. Wallis (XVII. szazadi angol matematikus) véleménye szerint Archimédész

...mintegy szandékosan rejtette el kutatasai nyomat, mintha sajnalna az uto-
kortol a felfedezési médszerei titkat, de mégis arra akarna kényszeriteni, hogy

9 Hasznélatos ezen kormegjelolés egy sziikebb értelmezése is, amely szerint csak Kr.e.
30-ig, Egyiptom bukéasiig (rémai uralom ala keriiléséig) tartott.

10 Rémai 1ré, aki i. sz. 46-120 kozot élt. Athénban tanult, majd Rémaban filozéfiat
tanitott és Hadridnusz neveldje volt, aki csaszarra valdsa utan Gorogorszag prokuratova
nevezte ki. Emlitett miivén kiviil 60 esszéje és egy aforizmagytijteménye maradt fonn.
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eredményeit elismerje.

Miaésutt igy irt:
...nemcsak Archimédész, hanem a régiek majdnem mind gy elrejtették az
utckor eldl analitikus modszereiket (noha vilagos, hogy voltak ilyen médsze-
reik), hogy az djabb kutatok kényelmesebbnek talaltak tj analizist feltalalni,
mint a régit kitalalni.

Ezeket a véleményeket azonban érdemes némi kétkedéssel fogadni. Erre j6 alapot
ad az aldbbi részlet Archimédész Erathosztenészhez irott egyik levelébél [1].

Mint mar emlitettem, tudom, hogy szorgalmas és kivalo tanara vagy a
filozofianak, és nagyon érdeklédsz a matematikai vizsgalatok mikéntje irant,
gy gondolom hasznos Osszeallitanom és leirnom e kényvben néhany specialis
modszert, amelynek révén te is képes leszel bizonyos matematikai problé-
mak félismerésére a mechanika segitségével. Ugy vélem, hogy ez nem kevésbé
hasznos, mint ugyanezen tételek bizonyitasanak megtalalasa. Szamos dolog
ugyanis eloszor mechanikai modszerek révén lett vilagos szamomra.

Ezeket kés6bb geometriailag igazoltam, mert az el6bb emlitett modszerek
nem nyujtanak valodi bizonyitast. Egyszeriibb azonban a bizonyitast megta-
lalni akkor, ha korabban e médszerrel bizonyos tudasra tesziink szert, mintha
ezen elozetes tudas nélkiil prébalkoznank.

Most leirom neked a mddszert, egyrészt azért, mert mar korabban be-
széltem réla, de sokan ugy tekintették azt, mint haszontalan beszéd (itt va-
l16szintileg arra céloz, hogy mar vazolta e modszert a Parabola Kvadraturaja
elészavaban, utalva arra, hogy az eredményt el6bb mechanikai tton sejtette
meg), mdsrészt pedig azért, mert igen hasznosnak bizonyult a matematika
szamara. 'Tulajdonképpen hangsilyozni akarom, lesznek olyanok a jelenlegi
és a jovendo generaciokban, akik e modszer segitségével képesek lesznek mas
tételeket megtalalni, olyanokat, amelyek eddig nem kertiltek latokoriikbe.

Most el6bb leirjuk azt, ami el6szor lett vilagos nekiink a mechanikai mod-
szerrel, nevezetesen azt, hogy barmely parabolaszelet egyharmadaval nagyobb
az ugyanolyan alapu és magassagu haromszognél, majd mindazt, ami ennek
révén vilagosodott meg szamunkra. A kényv végén megadjuk a tételek ge-
ometriai bizonyitasat, azon allitasokét, amelyeket mar korabban elkiildtiink
neked.

Ezen megjegyzések olyan ismeretekre utalnak, amelyek egyrészt olvashatok Plu-
tarchosz Parhuzamos életrajzok mar emlitett fejezetében, masrészt a klasszikus és a
hellén kor matematikdja némileg més jellegére mutatnak ra, amirdl szintén olvasha-
tunk a Plutarchoszndl [5]:

A napjainkban mar annyira kedvelt és kézismert mechanikat Eudoxos és Ar-
chiitasz alapitottak meg elsé kisérleteikkel, amelyeknek az volt a célja, hogy
finom megtigyelésekkel gazdagitsak a geometriat és az érzékek altal felfoghato
gépezetekkel hajtsak végre azokat a feladatokat, amelyeket széval és abraval
nem lehet bizonyitani és igazolni. Igy példdul mindkét filozéfus a két kézép-
aranyos vonalrol szolé problémat, amely elengedethetetlentil sziikséges sok
geometriai tétel megoldasahoz, mechanikai szerkezetek elkészitéséhez alkal-
magzta oly médon, hogy gorbe vonalak és metszetek felhasznalasaval bizonyos
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miiszereket szerkesztett. De Platon felhaborodott ezen, és szemrehanyast tett
nekik, hogy megsemmisitik és elrontjak, ami jo van a geometriaban azaltal,
hogy az emberek figyelmét a testetlen és elvont targyakrol az érzékelhets vi-
lagra forditjak, és ismét a testi dolgokkal foglalkoznak, ami sok és faraszto
fizikai munkat igényel; igy a mechanika, amellyel a filozofia hosszu ideig nem
torédott, elkiilontilt a geometriatol, és a hadmiivészet szolgalataba allott.

Az el6bbi idézetek arra is utalnak, hogy megvaltozott a kor tuddsainak kozeledése a
matematikahoz. Ennek legfontosabb jele az, hogy nemcsak tételeket fogalmaztak meg,
majd bizonyitottak be a klasszikus korban megszokott szigortusiggal, hanem gyakran
leirtédk azokat a heurisztikus gondolatmeneteket is, amelyeken eljutottak a bizonyitandé
allitasokhoz. Ezt jol példazza az el6bb emlitett levélrészlet, amelyben Archimédész
Erathosztenésznek vazolta egyik folfedezéséhez vezeto utat.

Emellett az is lényeges — bar talan nem ugyanilyen fontos — kiilonbség, hogy
e kor matematikusai mar szamoltak is, tiltéve magukat Platon (ugyancsak emlitett)
,dorgedelmein”. Példaként emlitjiik, hogy a korok tertiletével kapcsolatban Archimé-
dész szamara nemcsak Euklidész tétele volt fontos, hanem az is, hogy kozelitést adjon
az ott emlitett ardanyossagi tényezore. Nevezetesen Euklidész szerint barmely r sugari
kor teriilete kr?, ahol a k ardnyossigi tényezével kapcsolatban szdmara csak az volt
fontos, hogy az altalanos, barmely korre azonos. Archimédész azonban szamos kozeli-
tést adott ra, s ,mellesleg” azt is megmutatta, hogy a keriiletek esetén is ugyanez az
aranyossagi tényezo alkalmazhaté. Ha ezt szokas szerint 7 jeloli, akkor példaul

223 _ 22
71 TS

amit 0 a korbe és a kor koré irt szabalyos sokszogek segitségével kapott meg.

4. Archimédész egyik szép heurisztikus gondolatmenete.

Sajnos az a traktatus, amelyben az Erathosztenészhez irott levélben is emlitett
heurisztikus gondolatmeneteit irta le, egészen a XX. szazad els6 éveiig ismeretlen volt.
Ez indokolta a kordbban idézett véleményeket ezen meggondolasok elrejtésérol.

Archimédesz talan egyik legzsenidlisabb miive egy kis konyvecske volt, amely a
MODSZER (E@odoC) cimet viseli. Ez hosszi ideig csak dttételesen volt ismert, tébbek
kozt Heron is utalt rd Metrika c¢. konyvében. 1906-ban J. L. Heiberg dan filozéfus és
tudomanytorténész Istambulban megvizsgalt egy pergamen tekercset, amely a Jeruzsa-
lemi Szent Sir Kolostorbdl szarmazott. Ez valamikor a X-XII. szazadban irédott és egy
un. palimpszesztus volt, azaz olyan pergamen, amelynek eredeti szovegét lekapartdk és
1j szoveget irtak ra. Gondosan eltavolitva a latin irast elotiint az eredeti gérog nyelvii
szoveg. Ez szamos, mar ismert Archimédész toredéket tartalmazott, de kozottiik volt
egy rovid traktatus is, az imént emlitett nevezetes Mddszer.

E konyvecskében, amely az elején tartalmazza az Eratoszthenészhez {rott — maér
részben idézett — levelet, megtaldlhatjuk azon mddszerek leirdsat (t6bb véltozatban
is), amelyekkel mechanikai elveket alkalmazva allitott fol bizonyitandé matematikai
sejtéseket. Az egyik f6 eredmény egy parabolaszelet teriiletének meghatarozéasa volt.
Alapvetéen fizikai meggondoldsokat alkalmazott ebben is, kordbban a tomegkozép-
pontra (stulypontra) nyert eredményeit hasznélta {6l arra, hogy megallapitsa, mi is az
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az eredmény, amelynek helyességét matematikailag be kell bizonyitania. Célja tébbek
kozott az is volt, hogy moédszerét szemléltesse. Ez indokolhatta azt, hogy gondolatme-
netét tbb véltozatban is megfogalmazta. Alljon itt egyikiik.

Allitas. Legyen adott az a3y szelet, amelyet az o~y egyenesszakasz és az af3y pa-
rabolaiv hataroz meg; jelolje 0 az a~y felez6pontjat, s a (e egyenesszakasz legyen
parhuzamos a parabola tengelyével, majd késsiik 0ssze a 3 pontot o és y-val. Allﬁ;om,
hogy az afvy szelet egyharmadaval nagyobb az a3~y haromszdgnél.

Modszere leirasdhoz tekintsiik a kovetkezd dbrat.

n
)
T ¢
ol
K €

%

Q,)Q

1. abra

Az a feladatunk, hogy meghatarozzuk az a3~ parabolaiv és az a-y szakasz altal kozre-
fogott tertiletet.
Az abra konstrukcidja.
a7y a parabolaszelet, amelyet az ay egyenesszakasz és az a3y parabolaiv hataroz meg,
~v( a parabola érintdje a v pontban,
0 az ary szakasz felez6pontja,
03¢ a parabola tengelyével parhuzamos egyenes d-n keresztiil,
¢ az ary egyenesszakasz tetszoleges (valtozd) pontja,
Eovp a de egyenessel parhuzamos egyenes,
ak( a de egyenessel parhuzamos egyenes,
KO = Kry.
Archimédész Kupszeri és gémbszerti testekrdl sz6l6 traktatusdnak [1] 2.2. Allitasa
szerint

0f = fe,

amibdl kovetkezik, hogy
ak =k( és Ev=vu.

Megjegyzés. Ezen allitds — az Okori gordog kommentarok szerint — megtalalhato
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Euklidész Kupszeletek c. konyvében is, de e miinek mindmadig egyetlen példanya sem
keriilt elo.
Archimédész heurisztikus gondolatmenete a Médszer c. traktatusbdl.[1]

A parabolaszelet teriiletét az alabbi meggondoldsok révén osszehasonlitja az avy(
héromszog teriiletével:
egyenesszakasz sulya: a szakasz hossza,
alakzat terilete: olyan parhuzamos, sulyozott egyenesszakaszok Osszege, amelyek kitol-
tik az alakzatot,
az afy parabolaszelet terilete: a £o-val parhuzamos, a szeleten beliili, sulyozott egye-
nesszakaszok Osszege,
az ay( hdaromszog terilete: a £u szakasszal parhuzamos, e hdromszogon beliili, silyo-
zott egyenesszakaszok Osszege.
Archimédész elébb megmutatta (az olvasé ezt geometriai megfontoldsokkal kénnyen
ellenérizheti), hogy

Ik -Eo= kv - Ep,

majd ennek a kovetkezd mechanikai elveken nyugvé elemzését adta meg.

(2) Tekintsiik a ¥k és a kv szakaszokat egy olyan emel6 két karjanak, amelynek alaté-
masztasi pontja .

(12) Helyezzeiik a o szakasz silyat a ¢ pontba, és legyen v azon pont, ahova a £u
szakasz sulyat helyezve az emel6 egyensilyban lesz.

A bizonyitandé allitashoz, amelyet csak sejtésnek tekintett el6bb, ezek utan a ko-
vetkez6 gondolatmenettel jutott el.
() Vildgos, hogy ha azt az dsszes fo-szerti szakasz stlyaval megtessziik, akkor egyensi-
lyi helyzetet ériink el azaltal, hogy az Gsszes £ u-szerii szakasz sulyat azok felezOpontjaba
helyezziik.
(w) Az Osszes u-szerli szakasz silyanak a felezGpontokba (a tomegkdzéppontokba)
helyezése egyenértékli azzal, ha az ay( haromszog silyat e haromszog tomegkozép-
pontjaba helyezziik.
(v) Archimédész a Bolygdk egyensulyardl szol6 traktatusdban [1] megmutatta, hogy az
utébbi tomegkozéppont azon y pont a vk szakaszon, amelyre

1
RX = g’}/li

(1) A kétkari emelékre vonatkozé torvény értelmében

kX - t(ayla) = Uk - t(a57par)7
ahol t(ay(a) és t(aBypar) rendre az af¢ hdromszog, ill. az a3y parabolaszelet terii-

letét jeloli.
Ezen egyenl6ségbol adodik, hogy

tlaya) _ KU _ 3
t(afypar) kx 17

10



(v21) amib6l mér kovetkezik a keresett

t(aﬂ’}/par) . 4

t(ay¢a) 3

egyenloség.

E ponton Archimédész hangsilyozta, hogy iménti eredményét nem matema-

tikai aton érte el, igy matematikai tétel csak akkor lesz bel6le, ha azt geo-
metriai Giton bebizonyitja.

5. A szigoru bizonyitas.

Az el6bb megfogalmazott heurisztikus sejtés deduktiv bizonyitasat a Parabola

kvadraturdja c. traktdtusaban [1] irta le Archimédész, amely egyrészt Euklidész egy
tételén, masrészt sajat ,, approximaciés mdodszerén” alapult.

Tekintsiuk a kovetkezo két abrat.

&)
o1

2.a. abra 2.b. abra

Az abrak konstrukcidja.

1.

Legyen a3~y a parabolaszelet, tovabba (36 olyan egyenes, amely felezi az Osszes
olyan hurt, amely parhuzamos ay- val. Igy & felezdpontja az ay hurnak. (2.a.
abra)

A parabola kvadraturdja c. traktdtusdnak [1] 18. Allitdsa szerint a parabola
pontbeli érintéje parhuzamos a~vy-val. (Ezen allitdst az olvasé maga is egyszeriien
igazolhatja.)

Huzzuk meg a 36 egyenessel parhuzamos vy és pua szakaszokat.

Euklidész Elemek c. konyvének [2] 1. 41. Tétele szerint az a8y hadromszog teriilete
fele az auv~y parallelogramma teriiletének.

Az afy haromszog teriilete tobb a parabolaszelet tertiletének felénél.

Legyen 61 és 01 a (v, ill. az a8 hur felez6pontja, tovabbé a (3161 és a (31d] szaka-
szok parhuzamosok (d-val, azaz megismételjik az a3~ parabolaivre alkalmazott
konstrukciénkat a 5317 és 313 parabolaivekre.
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7. HBBiYA) + t(aBiBa) = Lt(aBya) (2.b. dbra)
Ha megismételjiik a 6. pontbeli eljarast az af], 818, BP1, (1 parabolaivekre,
majd tovabb folytatjuk eljarasunkat az igy kapott parabolaivekre, akkor a

o) + 3H0Bya) + gpt(0Bva) + .. 3

geometriai sor véges kezdo szeleteit kapjuk.

Megjegyzés. Az olvasd szamara — ha jaratos a modern matematikaban — vi-
lagos, hogy a parabolaszelet teriilete a (3) konvergens geometriai sor Osszege. Fz a
megkozelités azonban az Okori matematikusok szaméra értelmezhetetlen volt. Arisz-
totelész filozofiajaban szerepel ugyan kétféle végtelen, a ,, potencidlisan végtelen” és az
y,aktualisan végtelen”, de a matematikaban csak az elobbi fogalom volt hasznalatos
olymoédon, ahogy az példaul Euklidész két idézett tételében is szerepel.

A bizonyitas el6készitése.

Archimédész egy brilians Otlettel oldotta meg a végtelen sor Gsszegének meghata-
rozasat. Mindvégig csak véges Osszegekkel foglalkozva, a kovetkezd allitds szolgalt
szamara kiindulépontként.

23. Allitis. (Archimédész, A parabola kvadraturdja [1]) Legyen adott mennyiségek
egy olyan sorozata, amelyben minden egyes tag az 6t kovets tag négyszerese. Ha az
osszes tag Osszegéhez hozzaadjuk az utolso tag egyharmadat, akkor a kapott Gsszeg
egyvharmadaval haladja meg az elsé tagot.

Megjegyzés. Modern terminolégiaval tehat a kovetkezot allitotta. Ha cq, ..., ¢, egy
% kvéciensti mértani sorozat, akkor

1 4
Cl+---+cn+§cn:§61- (4)

Archimédész bizonyitasat az n = 5 esetre adta meg anélkiil, hogy ténylegesen
kihasznalta volna ezen megszoritast. Ugyantigy tett, mint az 6sszes tobbi korabeli gorog
matematikus, akik szamara a ,véges sok” mindig konkrét szamot jelentett. Lattuk
példaul, hogy Euklidész szdaméra ez példaul a 3 volt a IX. 20. és a XI. 1. Tételek
bizonyitasakor. Azt is megemlitjiik, hogy Archimédész iménti allitasa igazolhatd az
Elemek IX. 35. Tétele alapjan is.

Archimédész approximaciés modszerét tobb traktatusaban is leirta. Ennek egy
megfogalmazasit — az olvasé kényelmére — mai terminolégiaval adjuk meg.
Archimédész approximaciés médszere.[1] Valamely meghatdrozandé Y. mennyisé-
get alulrol kozeliti az S, = a1 + ...+ a, Osszeg, amelyben a tagok pozitivok mégpedig
ugy, hogy a Y — S, kiilonbség az n novelésévek kisebbé teheté barmely elore adott e
mennyiségnél, s ugyanez érvényes a,-re is. (Lényegében S,, egy konvergens sorozat elsé
n tagjanak Osszege.) Ha meghatdrozunk egy olyan K mennyiséget, amely barmely n
re kielégiti az

a1 +...+a,+R, =K, ahol 0< R, <ap (5)

foltételt, akkor igazolhatjuk, hogy ¥ = K.
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Archimédész bizonyitasa [1]. A kovetett eljards kettds indirekt foltevésen alapul:
megmutatta, hogy a ¥ > K és a ¥ < K foltevés egyarant lehetetlen, tehat csak a
> = K eset lehetséges.

Valéban, el6szor tegyiik fol, hogy ¥ > K. Mivel a ¥ — 5, kiilonbség — az n-
et alkalmasan valasztva — akarmilyen adott mennyiségnél kisebb lehet, az n tugy is
megvalaszthatd, hogy

-5, <¥—-K.

Ez azonban azt jelentené, hogy K < S,,, ami lehetetlen, hiszen ellentmond (5)-nek.
Ha pedig ¥ < K, akkor ugyancsak foltételeink szerint alkalmas n-re a,, < K — X.
Ekkor azonban (4) alapjan K < S,, + a,,, amibdl

K-5,<a,<K-X% = X< Sy,

és ez ugyancsak lehetetlen.

Ahhoz, hogy e moddszerrel mechanikai uton nyert sejtését igazolja, a kovetkezo
(korabban mar idézett) tételre volt sziiksége.
X.1. Tétel. (Euklidész, Elemek [2]) Ha adva van két nem egyenlé mennyiség, és
a nagyobbikbdl levonunk a felénél tébbet, és a maradékbol a felénél tobbet, és igy
tovabb, akkor egy olyan mennyiség fog megmaradni, mely kisebb az adott mennyiségek
kisebbikénél.
A sejtés bizonyitasa.

Tekintsiik ismét a 2.a. és 2.b. abrakat, és végezziink el n 1épést az ott emlitett
konstrukciéval. Ha (3)-at a

1

k—1
Ck = (Z) t(aﬁ7A>7 k= ]-7 -y

sorozatra alkalmazzuk, akkor a

4 4 4

egyenloséget kapjuk.
Alkalmazzuk az approximéciés mddszert. ElGszor végezzik el (5)-ben az ap =

(%)k_l t(aﬁ’YA) helyettesitést. Ekkor az Rn = % (i)n_l t(aﬁfyA) valasztassal azt kap_

juk, hogy

Hasa)+ jtlama) +o+ (1) tama)+g (7)) Hata) = gHasre) ©)

K = St{apa).

Vilagos, hogy ez esetben teljesiil az a,, > R,, foltétel is.
Jelolje ¥ az afy parabolaszelet teriiletét. Konstrukciénkbdl Euklidész idézett
tétele alapjan az is kovetkezik, hogy az

Sn = t(afya) + %t(aﬁvg) +...+ (%) t(afya)

Osszeg tetszoleges pontossiggal kozeliti alulrél a parabolaszelet X teriiletét. fgy az
approximacios modszerrel azt kapjuk, hogy

4
Y=K= gt(aﬁ’YA),

amit bizonyitani akartunk.
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Megjegyzések.

(a) Ha mai tuddsunkkal nézziik ezen eljarast lathatjuk, hogy Archimédesz lényegében a
(3) végtelen mértani sort dsszegét hatarozta meg, amely nyilvanvaléan az a8y parabo-
laszelet teriilete. Tette mindezt a végtelen sor, annak konvergencidja ismerete nélkiil.
Eljarasa mindezen ismeretek nélkiil is korrekt. Annak szigorisaga messze meghaladta
a Newton és Leibniz altal kozel két évezreddel kés6ébb a teriiletszamitasoknal alkalma-
zottat.

(b) A matematikaval ismerkedd kozépiskoldsok, de gyakran még az egyetemi hallgatdk
szamara is nem mindig kiiloniilnek el megfelelé mértékben a heurisztikus gondolatmene-
tek a szigori (deduktiv) bizonyitasoktdl. Kiilondsen fontosnak tartjuk ezen kiilonbség
mély megértését a matematika tanarai szamara. Archimédesz munkaibol — kiilénosen
az itt emlitettekbol — kitlinik, hogy 6 éles kiilonbséget tett a fizikai és a matematikai
gondolatmenetek, érvelések kozott. fgy a fontiekben leirt szép példa reményeink szerint
jo szolgdalatot tehet az oktatasban.

Ko6szonetnyilvanitas. A szerzd ezuton is koszonetét fejezi ki egykori tanitvanyanak,
mai kollégajanak, Kovacs Zoltannak az dbrak gondos megrajzolasaért.
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