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Elézmények 1.
Euklideszrél.

L, . 1. Euklidesz az Akadémian tanulhatott, de Alexandridban
A KLASSZIKUS KOR MATEMATIKAJANAK ELSO dolgozott l.e. 300 koriil.

OSSZEGZESE. 2. Részben a klasszikus kor utdn élt (munkdssdganak zéme mar
Euklidesz: ELEMEK :iinis;\tlz)r{ygi)?nnak szellemében irta konyveit (csak

Pszeudaria (hamis tételek, albizonyitasok)
csak a cime ismert.
Dodamenia (adott mennyiségek): , hogyan szamithatdk ki
bizonyos adott mennyiségekbdl mas olyanok, amelyek az
el8bbiekkel dsszefiiggenek, de kozvetleniil nem ismertek”
Egyesek szerint ez az euklideszi algebra, DE Szabé Arpa’d
szerint félreértették az eredeti szovegeket.
Kipszeletekrél (Apolloniosz), Optika (perspektivakrdl),
Katoptrika (tiikorképek).
Sectio Canonis (zeneelmélet),
Phainomena (elemi asztrondémia, a csillagok kelése-nyugvasa).

Klukovits Lajos
TTIK Bolyai Intézet

2021. marcius 22.-29.

Altaldnos megjegyzések. A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonld

El6zmények 2. El6zmények 3.

Milyen formaban maradt fonn?

Az Elemek a klasszikus kor matematikdja egy részének L. A megirds kordbdl nincs fonnmaradt kézirat.

enciklopédikus 6sszefoglaldsa, mai széhasznélattal nem 2. Késébbi gorog kommentarok: az alexandriai Heron, Pappos
formalis axiématikus elméletként. (Iisz. 3. sz.), az alexandriai Theon és a neoplatonista Proklosz
Kordbban irtak , elemeket” (I.sz. 4. és 5. sz.) a legjelent8sebbek.
a khioszi Hippoktatesz, a platonista Leon, a magnesziai 3. A toliik szarmazé gorog nyelvii toredékek és a késébbi arab
Theudiosz. forditdsok az autentikus forrasok.

Ezeket folhaszndlta, tovdabba

Eudoxos és Theaitetosz szimos eredményét épitette be. 4. A legrégebbi teljes kézrat 10. szazadi és a Vatikani

Koényvtarban 6rzik. Gorog nyelvii valtozat a Theon el6tti
idSkbél.
5. Bath-i Adelard latin forditdsa 1142.

Az aritmetikai kényvek. Irracionalisok.  Altaldnos megjegyzések. A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonléség. Az aritmetikai kényvek. Irracio
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Proklosz véleménye 1.

1. Minthogy azt 4llituk, a matematika foltételekbd! kiinduld
tudomadny, amely bizonyos principiumokbdl (elvekbdl) vezeti le
kovetkeztetéseit
...annak, aki Elemeket &llit 6ssze, kiilon kell targyalnia a
tudomany principiumait, és kiilon azokat a dolgokat,
amelyeket az el6bbiekbdl vezet le. A principiumokrdl nem kell
szamot adnia (ezeket nem kell bebizonyitaia). De foltétlentil
be kell bizonyitania mindazt, amit a principiumokbdl
kovetkeztet...

2. A principiumok: definicidk, posztuldtumok és axiémak.

3. Amik a principiumokbdl kdvetkeznek: theorémdk (tételek) és
szerkesztési (konstrukcids) feladatok.

4. Egy Osszegzés.

Proklosz kettéosztja a matematika egészét principiumokra és
theorémdkra.

5. A matematikus a principiumokat nem bizonyitja be, de
mindazt bizonyitania kell, amit bel6liik kovetkeztet.

Altaldnos megjegyzések. A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésdg. Az aritmetikai

Az Elemek szerkezete.

e 13, konyvbsl" &ll.
o Kevés kivétellel mindegyik definicidkkal kezd6dik.
o Ezeket valtozd szamu tétel és azok szigort bizonyitdsa koveti.

o Az elsd kényv més: a definiciék utdn 5 posztuldtum (mai
terminoldgidval axiéma) majd 9 axiéma (ma axiéma séma)
kovetkezik a tételek el6tt.

o Megjegyzés. Az axiémdk szdma kiadasrél-kiaddsra valtozhat,
olykor a posztulatumokhoz csatoljak.

k8nyvek. Irracionalisok.  Altaldnos megjegyzések. A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazds: a hasonlésg. Az aritmetikai kényve

Proklosz véleménye 2.

1. Latni fogjuk, hogy Proklosz hiien jellemezte Euklidesz miivét,
és a klasszikus kor végének matematikajat.

2. De nagy kérdés: Hogyan jutottak el a gorogok oda, hogy igy
értsék és igy épitsék fol a matematika rendszerét, mar
Euklidesz el6tt?

3. Ahhoz, hogy az Elemekhez hasonlé miivet irjon valaki, tényleg
szét kell valasztani a matematikai elveket, és a bel6liik
levezetett (bebizonyitott) tételeket.

4. Ugyancsak alapvet6 kérdés: Mi volt a véltozast kivalté ok, mi
késztette erre az Utra a gorogoket?

5. Erre késébb vélaszolunk, elébb attekintjiik az Elemeket.

konyvek.  Irracionalisok Altalanos megjegyzések. A geometriai kdnyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésag. Az aritmetikai konyve

Az I. Konyv.
Definicidk.
1.1.D Pont az, aminek nincs része.

1.2.D A vonal szélesség nélkiili hosszisag.

1.4.D Egyenes vonal az, amelyik a rajta levé pontokhoz
viszonyitva egyenl&en fekszik.

1.7.D Sikfeliilet az, amelyik a rajta levé egyenesekhez
viszinyitva egyenléen fekszik.

1.8.D A sikszog két olyan egysikbeli vonal egymashoz valé
hajldsa, amelyek egymdst metszik, és nem fekszenek egy
egyenesen.

1.10.D Ha egy egyenesre egyenest dllitunk tgy, hogy egyenlé
mellékszogek keletkeznek, akkor a két egyenlé szog derékszog,
és az 4ll6 egyenest merblegesnek mondjuk arra, amelyen &ll.

1.11.D Tompaszog az, amelyik nagyobb a derékszognél.
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Az |. Konyv. Az I. Konyv.
Posztulatumok.
Definicidk. P1. Koveteltessék meg, hogy minden pontbdl minden
1.15.D A kor sikbeli alakzat, amelyet egy vonal vesz koriil [ezt ponthoz legyen egyenes hiizhaté.
nevezziik kdrvonalnak] dgy, hogy az e vonal és egy, az alakzat P2. Es hogy véges egyenes vonal egyenesben folytatdlag
belsejében fekvé pont kozé esd szakaszok egyenlSk egymassal. meghosszabbithaté legyen.
1.19.D Egyenes vonald alakzatok (sokszégek) azok, amelyeket P3. Es hogy minden kézépponttal és tivolsiggal legyen kor
egyenes vonalak vesznek koriil, hdromoldaliak, amelyeket rajzolhatd.

hdrom, négyoldaldak, amelyeket négy, sokoldaliak pedig,

g e . P4. Es hogy minden derékszog egymassal egyenl6 legyen.
amelyeket négynél tobb oldal vesz koriil.

P5. Es hogy ha két egyenest ligy metsz egy egyenes, hogy az
egyik oldalon keletkezé bels6 szogek (&sszegben) két
derékszognél kisebbek, akkor a két egyenes végtelentil
meghosszabbitva taldlkozzék azon az oldalon, amerre az
(6sszegben) két derékszognél kisebb szbgek vannak.

1.23.D Pdrhuzamosok azok az egyenesek, amelyek
ugyanabban a sikban vannak és mindkétoldalt végteleniil
meghosszabbitva egyiken sem taldlkoznak.

Altaldnos megjegyzések. A geometriai kdnyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazds: a hasonlésig. Az aritmetikai kényvek. Irracionalisok. Altaldnos megjegyzések. A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazds: a hasonlésig. Az aritmetikai kényve

Az |. Konyv. Az I. Konyv.
Axiémak.
Al. Amik ugyanazzal egyenl6k, egymdssal is egyenl6k.

A2. Ha egyenl6khoz egyenléket adunk hozza, az osszegek

egyenlék. 1.4. Tétel.

A3. Ha egyenl6kbdl egyenlSket vesziink el, a maradékok Ha két haromszognek két-két oldala egyenld, és egy-egy szoge

egyenl6k. egyenld, az, amelyet az egyenl6 oldalak fognak kozre, akkor az

A4. Ha nem egyenlékhoz egyenléket adunk hozzd, az alapok is egyenl6k, és a hdromszogek is egyenldk, és a tobbi szog is

dsszegek nem egyenlék. paronként egyenld, amelyekkel szemben az egyenlé oldalak
fekszenek.

A5. Ugyanazok kétszeresei is egyenl6k.

A6. Ugyanannak a fele részei egyenlék egymdssal.
A7. Az egymasra illeszked6k egyenl6k egymassal.
A8. Az egész nagyobb a résznél.

A9. Két egyenes nem fog kozre teriiletet.



Altaldnos megjegyzések. A geometriai konyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésag
Az |. Konyv.
1.5. Tétel.
e Az egyenl6szari hdromszogben az alapon fekvd szogek
egyenlok.

o Megjegyzés. E tétel tankonyvi bizonyitdsai a szarak alkotta
szog felezdjét haszndlja, DE Euklidesz bizonyitdsa szebb és
egyszeriibb:

Figure 4.2

A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazds: a hasonlésag

1.14. Tétel.

Altalénos megjegyzésck. A geometriai kényvek.

Ha valamely egyenesen lev6 pontndl két egyenes fekszik nem
ugyanazon az oldalon, és két derékszoggel egyenlé szoget alkotnak
egymas mellett, akkor (ugyanazon az) egyenesen van a két egyenes.

Az aritmetikai konyvek. Irraciondlisok

Az aritmetikai konyvek. Irracionalisok

Altalinos megjegyzések. A geometriai kinyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazds: a hasonlésig

Az |.5. Tétel bizonyitasa.

Figure 4.2

1. AFCa = AGB az elébbi tételbdl.
2. Ezért FC =BG, L1+ 45 = 46+ /2, és /3= /4, BF = CG
lévén, BFCx = CGBa ugyancsak az elébbi tételbdl.

3. Ezért /5 = /6, igy a 3. axiéma alapjan £1 = Z2.

Altaldnos megjegyzések. A geometriai kinyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazds: a hasonlésig

Az I. Konyv.

Tételek.

1.29. Ha parhuzamos egyeneseket metsz egy egyenes, akkor
egymassal egyenld valtészogek keletkeznek, és a szemkozti
belsé szoggel egyenld kiilsé szog keletkezik, és ugyanazon az
oldalon (egyiitt) két derékszoggel egyenlé belsd szogek
keletkeznek.

o Megjegyzés. Itt hivatkozik el6szor az V. posztuldtumral

1.41. Ha egy paralelogrammdanak ugyanaz az alapja, mint egy
hdromszognek, és ugyanazon parhuzamosok kozt fekszik,
akkor a paralelogramma kétszerese a hdromszognek.

Az aritmetikai kol

Az aritmetikai kol

k
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Az |. Konyv.

Tételek.

1.47. A derékszogili haromszogekben a derékszoggel szemkozti
oldalra emelt négyzet egyenlé a derékszoget kozrefogd
oldalakra emelt négyzetek osszegével.

o Megjegyzés. fme a nevezetes |, Pithagorasz tétel”, amelyet
mar évszazadok Sta ismernek.
1.48. Ha egy haromszogben az egyik oldalra emelt négyzet
egyenlé a hdromszog masik két oldaldra emelt négyzetek
Osszegével, akkor derékszog a haromszog masik két oldala
altal kozrefogott szog.

o Megjegyzés. Ez pedig a megforditdsa.

Altaldnos megjegyzésck. A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazds: a hasonlésdg. Az aritmetikai kényvek. Irracionalisok

Az |.47. Tétel bizonyitasa.

e A G,A, C ésa B, A, H pontok egy-egy egyenesen vannak az
I.14. Tétel szerint.

e Az FBC haromszog és az FBAG négyzet ugyanazon
parhuzamosok kozt fekszik, alapjuk kozos.

o Az |.41. Tétel alapjdn: FBC haromszog fele az FBAG
paralelogrammanak.

e FBCp = ABDp (1.4. Tétel.)

Altaldnos megjegyzések. A geometriai kdnyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésdg. Az aritmetikai kényve

Az |.47. Tétel bizonyitasa.

G
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B G
|
Figure 4.6 D E
Altalinos megjegyzések. A geometriai kinyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésag. Az aritmetikai kényve

Az |.47. Tétel bizonyitasa.

I3

e K
J
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/ nl
Figure 45 » I

o A BDL téglalap és az ABD haromszog alapja ugyanaz és
ugyanazon parhuzamosok kozt fekszenek.

e |.41. = a haromszog fele a téglalapnak.
e 5. Axidma = az FBAG négyzet egyenl6é a BDL téglalappal.
e Hasonldan: az ACKH négyzet egyenl6 az LEC téglalappal.

e A 2. Axiéma alapjan a bizonyitas kész.
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A 'll. Kényv (a , geometriai algebra™).

Az 1. - 10. Tételek mai jelolésekkel.

alb+c+d+...)=ab+ac+ad+...

(a+ b)a+ (a+ b)b=(a+ b)?
(a+b)a=ab+a?
(a+b)>=a? 4 2ab+ b2

b+ (5a+b)- b)2 ~ (3 b)>2
(a+b)?

(2a+ b)b+ a°

Altaldnos megjegyzések. A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazés: a hasonlésdg. Az aritmetikai kényvek. Irracionalisok

A ll. Konyv tételei eredeti szoveggel.

11.4. Ha egy egyenesszakaszt tetszélegesen kettéosztunk,
akkor a teljes szakaszra emelt négyzet egyenld az egyes
részekkel szerkesztett négyzeteknek meg a két rész dltal
kozrefogott téglalap kétszeresének Osszegével.

o Bizonyitas.

b ab B
a a ab
a b
Figure 4.9

e Formalizélva: (a+ b)? = a% + 2ab + b?

Altaldnos megjegyzések. A geometriai kinyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésdg. Az aritmetikai kényvek

A ll. Konyv tételei eredeti szoveggel.

11.1. Ha van két szakasz, és az egyikiiket valahany részre
osztjuk, akkor a két szakasz altal kozrefogott téglalap egyenld
a folosztatlan szakasz és az egyes részek dltal kozrefogott
téglalapok osszegével.

¢ Bizonyitas.
B H E ¢
4 I3 L D
Figure 4.8

e Formalizdlva: a(b+c+d+...)=ab+ac+ad+...

Altaldnos megjegyzések. A geometriai kinyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazds: a hasonlésdg. Az aritmetikai kényve

A'll. Konyv tételei eredeti szoveggel.

11.11. Osszunk ketté egy adott szakaszt, hogy a teljes szakasz
és az egyik rész altal kozrefogott téglalap egyenlé legyen a
masik részre emelt négyzettel.

¢ Bizonyitas.

F G

4 - i B
E

6= ——————Db
Figure 4.10

Irracio
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A 11.11. Tétel bizonyitdsa (vazlat)

5

b
Figure 4.10

e A folosztandd szakasz az AB, ABCD az ezen oldallal
szerkesztett négyzet.

e E az AC felez6pontja, az AC meghosszabbitasara folmérjiik
E-bdl EB-t, kapjuk az F pontot.

o Megszerkesztjiik az FAHG négyzetet, a GH oldal
meghosszabbitdsa CD-t K-ban metszi.

Alll'tjuk, hogy H a keresett osztépont.

A 11l. Konyv (elemi geometria).

Tételek.

111.2. Ha egy koron vélasztunk két tetszéleges pontot, akkor a
pontokra illeszkedd szakasz a koron beliil halad.

111.9. Ha egy koron beliil vélasztunk egy pontot, s e pontbdl a
korhoz tobb mint két egyenld szakasz vezet, akkor a valasztott
pont a kor kozéppontja.

111.14. Egy korben az egyenld hirok egyenlé tavol vannak a
kozépponttdl, és a kozépponttdl egyenld tavol levd hirok
egyenl6k egymassal.

111.20. Egy korben a kozépponti szog kétakkora, mint a
keriileti, ha e szogek ugyanazon iven nyugszanak.

negjegyzések. A geometriai konyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésag. Az aritmetikai kanyve

105 megjegyzesek. A geometriai konyvek. A mennyisegek elmélete. | Ikalmazas: hasonlésa Az aritmetikai kol

A 1ll. Konyv (elemi geometria).

Definicidk.
111.1.D Korok egyenldk, ha dtmérbik egyenl6k vagy a sugaraik
egyenldk.
111.2.D Azt mondjuk, hogy egy egyenes érint egy kort, ha
metszi a kort, de nem szelik at egymast.
111.6.D Az egy egyenes (hiir) és (hozz4 tartozd) koriv §ltal
kozrefogott alakzat a korszelet.
111.8.D Ha a korszelethez tartozé iven valasztunk egy pontot,
és belble a korszelet alapegyenesének végpontjaiba
egyeneseket hizunk, akkor a meghdzott egyenesek &ltal
kozrefogott szog korszeletbeli szog.
111.11.D Korszeletek hasonldk, ha egyenlé szogeket fogadnak

be, vagy (mds kifejezéssel) ha a benniik levé szogek (D8)
egyenl6k egymassal

os megjegyzések. A geometriai konyvek. A mennyiségek elmélete. E lkalmazas: hasonlésa Az aritmetikai kol

A IV. Konyv (elemi geometria).

Definicidk.
IV.3.D. Azt mondjuk, hogy egy egyenes vonali alakzatot
beirunk egy korbe, ha a beirt alakzat minden szoge a
korvonalon van.
IV.4.D Azt mondjuk, hogy egy egyenes vonall alakzatot kor
koré irunk, ha a koréirt alakzat minden oldala érinti a kort.
IV.5.D Hasonléképp azt mondjuk, hogy egy kort beirunk egy
alakzatba, ha a korvonal ennek minden egyes oldalat érinti.

IV.6.D Azt mondjuk, hogy egy kort egy alakzat koré irunk,
ha ennek minden egyes szoge a korvonalon van.
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A IV. Konyv (elemi geometria).

Tételek.
IV.2.T. irjunk adott korbe hdromszoget, amelynek szogei
egyenl6k egy adott haromszog szogeivel!

IV.3.T. irjunk adott kor koré haromszoget, amelynek szogei
egyenl6k egy adott haromszog szogeivel!

IV.4.T. irjunk adott haromszogbe kért!
IV.5.T. irjunk adott hdromszog koré kort.

IV.11.T. frjunk adott korbe egyenld oldali és egyenld szogii
Otszoget.

Altalanos megjegyzések. A geometriai konyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésag. Az aritmetikai kényvek. Irracionalisok

Az V. Konyv (Eudoxos: Mennyiségek elmélete).
Definicidk (csak mai terminoldgidval).
V.5.D Legyenek a, b, c, d mennyiségek. Ezekre fonall, hogy

a C

b d’
e Ha a, c-t tetszlleges egész szammal, mondjuk m-mel, mig
b, d-t tetszbleges egész szammal, mondjuk n-nel
megszorozzuk, akkor m, n barmely valasztasanal

ma<nb = mc<nd,
ma=nb = mc=nd,
ma>nb = mc>nd.

Altalinos megjegyzések. A geometriai kinyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazds: a hasonlésig. Az aritmetikai kényvek. Irracio

Az V. Konyv (Eudoxos).

Definicidk.
V.1.D Egy kisebb mennyiség egy nagyobb része, ha osztja a
nagyobbat. [Azaz maradék nélkiil megvan benne, tehat egész
szamu t6bbszordse.
V.3.D Az ardny két egynemii [egyenld dimenzidjd] mennyiség
nagysagbeli viszonya.
V.4.D Mennyiségek egymdshoz viszonyitott ardnyardl akkor
beszéliink, ha az egyik tobbszorose meghaladja a maésikat.

o Megjegyzés. Euklidesz — ellentétben Archimédésszel —
nem mondja ki kovetelményként, hogy egynemii mennyiségek
kielégitik ezt a foltételt, de tobbnyire hallgatdlagosan, a
X.1.-ben ki is mondva, él ezzel. Lasd a tétel utdni
megjegyzést.

Altaldnos megjegyzések. A geometriai kinyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazds: a hasonlésag. Az aritmetikai kényvek

Az V. Konyv (Eudoxos: Mennyiségek elmélete).

Tételek (csak mai terminoldgidval).
Legyenek a, b, . .. tetszbleges mennyiségek, m, n (pozitiv egész)

szamok.
V.1. ma+mb+mc+...=mla+b+c+...)
V.4, Ha § = 5, akkor
ma _ mc
nb  nd
V.12. Ha %: g = % akkor
a _ atc+e
b b+d+f




A geometriai kényvek k elmélete

\ mennyisége Egy alkalmazés: a hasonlésdg. Az aritmetikai

A VI. Konyv (alakzatok hasonlésaga).

Definicidk.

VI.1.D Sokszogek hasonlék, ha a szogeik egyenként
megegyeznek és az egyenl6 szogek melletti oldalak ardnyosak.
VI1.3.D Azt mondjuk egy szakaszrdl, hogy folytonos aranyban
van félosztva, ha a nagyobb szelet gy aranylik a kisebbhez,
mint a teljes szakasz a nagyobb szelethez.

VI1.4.D Egy alakzat magassaga a csucsardl az alapjdra
bocsatott merdleges.

Tételek.

VI.1 Az ugyanazon magassagu hdromszogek és
paralelogrammdk Ggy aranylanak egymdashoz, mint alapjaik.

k. A geometriai konyvek gek elmélete

A\ mennyis¢ Egy alkalmazés: a hasonlésdg. Az aritmetikal

A VI. Konyv (alakzatok hasonlésaga).

Tételek.

VI1.21. Ugyanazon sokszoghoz hasonld alakzatok egymashoz
is hasonldk.

V1.25.Szerkesziink adott sokszoghoz hasonlé és egytittal egy
masik adott sokszoggel egyenld teriiletli alakzatot.

konyvek.  Irracionalisok

konyvek.  Irracionalisok

Altalano:

A geometriai kényvek A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazds: a hasonlésdg. Az

A VI. Konyv (alakzatok hasonlésaga).

Tételek.

Altalanos

VI.4. Héaromszogeknek, melyek szogei egymassal egyenldk,
ardnyosak az egyenl6 szogek melletti oldalaik, mégpedig az
egyenld szogekkel szemkozti oldalak felelnek meg egymasnak.

VI.6. Ha két hdromszognek egy-egy szoge egyenld és az
egyenld szogek melletti oldalak aranyosak, egyenldk a
haromszogek szogei, mégpedig a megfeleld oldalakkal
szemkozti szogek egyenldk.

VI1.8. Ha egy derékszdgli hdromszogben a derékszog
cslicsabdl az alapra egy merdlegest bocsatunk, a merdleges
melletti haromszogek mind a teljes hdromszoghoz, mind
egymashoz hasonldk.

V1.10.0sszunk fol folosztatlan szakaszt adott folosztott
szakaszhoz hasonldan. (A parhuzamos szel8k tétele.)

A geometriai konyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlds

A VII. Konyv (az elsé aritmetikai).
VII.1.D Az egység az, ami szerint minden |étez6t egynek
mondunk.
VIL.2.D A szam az egységekbdl osszetev6dd sokasag.
VI1.3.D Egy kisebb szam egy nagyobbnak hanyada (része), ha
osztja a nagyobbat.
VI1.12.D Primszam, amelyik csak az egységgel oszthatd.
(A8)
VI11.13.D Szdmok egymdshoz relativ primek, ha csak az
egység kozos osztéjuk.
VI1.14.D Osszetett az a szam, amelyiket valamely szdm oszt.
VIL.17.D A két szdm Osszeszorzdsakor keletkez6 szamot
sikszamnak nevezziik, az 0sszeszorzott szamokat pedig az
oldalaknak.
VI1.23.D Egy szdm tdkéletes, ha egyenlé osztéi (részei)
Osszegével.

aritmetikai koi

Az aritmetikai konyvek. |rracio



Altaldnc

Altaldnos

s megjegyzések. A geometriai kinyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésag

A VII. Konyv (az elsé aritmetikai).
Tételek.

VII.1. Ha van két nem egyenlé szdmunk, a kisebbet
valtakozva mindig kivonjuk a nagyobbdl, és a maradék
sohasem osztja a megel6z6 szamot, mig csak nem az egység a
maradék, akkor az eredeti szdmok relativ primek.

VII.2. Keressiik meg két adott nem relativ prim szam
legnagyobb kozos osztdjat.

VI1.16. A két szdm osszeszorzasakor keletkezé szamok
egyenlék egymdssal [fliggetlenil a sorrendtsl].

VI1.30. Ha két szdmot megszorzunk egymadssal, és a
szorzatukat osztja valamely primszdm, akkor a tényez6k
egyikét is osztja.

VI1.31. Barmely szdm prim, vagy osztja egy primszam.
VI11.36. Keressiik meg hirom adott szdm legkisebb kozos
tobbszorosét.

negjegyzések. A geometriai knyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazds: a hasonlésag

A IX. Konyv (a harmadik aritmetikai: szamelmélet).

Tételek.

1X.2. Ha két szdm Osszeszorzasakor négyzetszam keletkezik,
akkor a szamok hasonlé sikszamok.

IX.11. Ha az egységgel kezdddden valahdny szdm mértani
sorozatot alkot, akkor egy kisebb tag egy nagyobban valamely,
a sorozatban el6fordulé szam szerint van meg.

1X.14. Primszadmok legkisebb kozos tobbszorosét egyetlen
mas primszam sem osztja, csak amelyek eredetileg is osztjak.

Az aritmetikai konyvek. |

Az aritmetikai konyvek. |

acionalisok

aciondlisok

4no:

|

negjegyzések. A geometriai kdnyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlés:

A VIII. Kényv (a masodik aritmetikai: sorozatok).

Tételek.

VIII.1. Ha egy tetszéleges sok tagl mértani sorozat szélsé
tagjai relativ primek, akkor a sorozat tagjai legkisebbek azon
szamok kozott, amelyeknek ugyanaz az ardnya, mint nekik.
VII1.6. Ha egy tetszbleges sok tagld mértani sorozat els6 tagja
nem osztja a masodikat, akkor egyetlen tag sem oszt
semmilyen masikat.

VIII.14. Ha egy négyzetszdm oszt egy masikat, akkor az
oldala is osztja a masiknak az oldaldt; s ha az egyiknek az
oldala osztja a masiknak az oldalat, akkor az egyik
négyzetszam is osztja a masik négyzetszdmot.

VII1.22. Ha egy hdromtagd mértani sorozat elsé tagja
négyzetszam, akkor a harmadik is négyzetszam.

negjegyzések. A geometriai kinyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlés:

A IX. Konyv (a harmadik aritmetikai: szamelmélet).

Tételek.

1X.20. Primszamok barmely adott sokasaganal van tobb.
Bizonyitas. (az eredeti) Legyenek az adott primszamok a, b
és c. Azt allitom, hogy tobb primszam van, mint a, b és c.

e Vegylik ugyanis a, b és c legkisebb kozos tobbszorosét, ami —
a VII. 36. Tétel szerint — abc és tekintsiik az
d =abc+1=e+1 szamot.

e Ez vagy primszdm, vagy Osszetett szam.

o Legyen el6szor prim. Taldltunk tehdt az a, b, c szdmoknal
tobb primet, ezeket és még d-t.

Az aritmetikai kényvek. Irracio

Az aritmetikai konyvek. |rracio



Altalanos megjegyzések. A geometriai konyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésag. Az aritmetikai konyvek. Irracionalisok

A IX. Konyv (a harmadik aritmetikai: szamelmélet).

A bizonyitas folytatdsa.

o Ne legyen most d prim. Ekkor osztja valamely primszam (VII.
31. Tétel). Ossza a g prim.

Azt llitom, hogy g az a, b és c egyikével sem azonos.

Tegylik fol ugyanis, hogy az a, b és c osztjak e-t, tehat g is
osztja e-t (ugyanis a, b és ¢ az Gsszes prim).

Viszont g d-t is osztja, tehat a maradék egységet is osztja g,
ami ellentmondas, hiszen g szdm.

e g tehat nem azonos az a, b, c szamok egyikével sem.

A feltétel szerint prim, tehat taldltunk az adott a, b, ¢
primeknél tobb primet, a-t, b-t, c-t és g-t. Eppen ezt kellett
megmutatni.

Altalanos megjegyzések. A geometriai kdnyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonléség. Az aritmetikai konyvek. Irracionalisok

A IX. Konyv (a harmadik aritmetikai: szamelmélet).

A Parosrdl és a Paratlanrdl sz416 tanitas.

1X.21. Barhany paros szdmot adunk Ossze, az Gsszeg paros.
1X.23. Ha osszeadunk valahdny paratlan szdmot, amelyek
paratlan sokan vannak, akkor az 6sszeg is paratlan lesz.
1X.25. Ha egy péaros szambdl paratlant vonunk ki, a maradék
paratlan.

1X.30. Ha egy paratlan szam oszt egy parosat, akkor a felét is
osztja.

1X.31. Ha egy pératlan szadm relativ prim valamely szdmhoz,
akkor a kétszereséhez is relativ prim.

1X.33. Ha egy szam fele paratlan, akkor a szam csak
parosszor paratlan alakban all el6.

Altalanos megjegyzések

A IX. Konyv (a harmadik aritmetikai: szamelmélet).

A bizonyitas folytatdsa.

Altaldnos megjegyzések

1. Megjegyzés. Az oszthatésidg egy elemi tulajdonsagat
hasznalja, amelyet — két masikkal egyetemben — sohasem
fogalmaz meg, de ismertnek tételez fol: ha

z=u+v, t|z, tlu akkor t|v.

2. Megjegyzés. Az iménti bizonyitds lényegében megegyezik
azzal, amelyet az elemi szamelméleti tanulmanyainkban
megismertiink, csak ott a foltételben szereplé , Gsszes”
primszam a p1, p2, ..., px. Euklidesz bizonyitasa lényegében
csak azt haszndlja ki, hogy abbdl a foltételbél, hogy csak
véges sok primszam létezik, sziikségképp ellentmonddsra
jutunk. Tehat tulajdonképpen azt igazolja, hogy végtelen sok
primszam van, de ezt igy nem fogalmazza meg, hiszen az 6
vildga véges. (Arisztotelesz kétféle végtelene.)

A IX.33. Tétel bizonyitasa.

Legyen az a szam fele paratlan.

Ha a el6dll parosszor paratlan alakban, akkor a fele, amely
pératlan, pdrosszor van meg benne.

Allitom, hogy csak ilyen alakban all el6.

Ha ugyanis a el8allna pédrosszor paros alakban, akkor egy péros
szam paros szdmszor lenne meg benne, lgyhogy a felét is
osztand egy paros szam, noha az paratlan, ami ellentmondas,

a tehat csak parosszor pératlan alakban all el6.

Eppen ezt kellett megmutatni.

A geometriai konyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazés: a hasonlésig. Az aritmetikai kinyvek. Irracio

A geometriai kinyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazds: a hasonlésdg. Az aritmetikai kényvek. lrracio



Altalanos

me

cjegyzések. A

seometriai konyvek. A mennyiségek elmélete. Egy

alkalmazas: a hasonlésig

A IX. Konyv (a harmadik aritmetikai: szamelmélet).

A konyv utolsé tétele.

1X.36. Ha az egységtdl indulva kétszeres aranyban mértani
sorozatot alkotunk addig, amig az dsszeg primszam nem lesz, és

ezt megszorozzuk az utolso taggal, akkor tokéletes szamot kapunk.

Mai terminoldgidval, szimbolikaval
A

(14244+... 42k 1)kt

szam tokéletes, ha az elsé tényezd, azaz

14244+, 421 =02k_1

primszam.

Altalénos megjegyzések

A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésdg. Az aritmetikai

A X. Konyv (az irraciondlisok Skori elmélete).

X.1.D Mennyiségeket osszemérhetéknek mondunk, ha
ugyanazon mértékkel mérheték, osszemérhetetleneknek pedig,
ha nem taldlhaté hozzdjuk kozos mérték.

X.4.D Es nevezziik az adott szakasz négyzetét racionalisnak,
és az azzal dsszemérheté fellileteket racionalisnak, az azzal
Osszemérhetetleneket pedig irracionalisoknak, az éket eléallitd
szakaszokat — ti. ha a feliiletek négyzetek, magukat az
oldalakat, ha pedig valamely mds sokszogek, a veliik egyenld
négyzeteket folrajzolé szakaszokat — irracionalisoknak.

X.1. Tétel. Ha adva van két nem egyenld mennyiség és a
nagyobbikbdl levonunk a felénél tobbet, és a maradékbdl ismét
a felénél tobbet, és igy tovabb, akkor egy olyan mennyiség fog
megmaradni, amely kisebb az adott mennyiségek kisebbikénél.

Az aritmetikai konyvek. |Irracionalisok

<onyvek.  Irracionalisok.

Altalanos

Altaldnos megjegyzése

gjegyzések

A geometriai konyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésig

Egy kis kitekintés.

. Euklidesz tétele azt mondja, hogy a P, = 2"71(2" — 1) alaki

szamok tokéletesek, valahanyszor a masodik tényezd
primszdm.

. Az Skori gorogok 4 tokéletes szamot ismertek:

6, 28, 496, 8128

. A geresai Nichomachosz (I.sz.l.-ll.sz.) sejtései:

3.1 A péros tokéletes stdmok folvéltva 6-ra és 8-ra végzbédnek.

3.2 A k-adik tokéletes szam k jegy(i.

3.3 Mindkettét megcdcoltdk a XV.-XVI. szdzadban: az 6todik
tokéletes szam a 33.550.336, mig a kovetkezd a 8.589.869.056.

. Euler igazolta, hogy minden paros tokéletes szam az emlitett

alakd.

. Ez alapjan egyszeriien igazolhatd, hogy minden pdros

tokéletes szdm 6-ra vagy 28-ra végzddik.

. 2018-ban 51 péros tokéletes szdm volt ismert, az a sejtés,

hogy végtelen sok van.

. Nem ismert, hogy van-e paratlan tokéletes szam.

k. A geometriai konyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésag. Az aritmetikai

A X.1. Tétel bizonyitasa 1.

Legyen a két nem egyenlé mennyiség a,c és a > c.

Az V.4. Definici6 — mennyiségek egymashoz viszonyitott
aranyardl akkor beszéliink, ha az egyik tobbszorose
meghaladja a masikat — értelmében c-nek van olyan
tobbszorose, amely meghaladja a-t. Legyen ez dc > a.
Megjegyzés. Euklidesz eredeti bizonyitdsdban d = 4, amit
ugy hasznal, hogy az nem szoritja meg az altalanossigot, de
csak 3 lépést tesz.

Adjuk meg a kovetkezé ey, ..., eq_1 mennyiségeket:

a a—e a— (e + e)
> —, > s > PR}
sy e s 2
eyq > a—(el+...+ed,2)

2

Az aritmetikai kényvek. Irracio

ek lrracio



Altaldnos megjegyzések. A geometriai kdnyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazés: a hasonléség. Az aritmetikai kdnyvek. Irracionalisok.  Altaldnos megjegyzések. A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazds: a hasonlésdg. Az aritmetikai kdnyvek. Irracio
A X.1. Tétel bizonyitasa 2. A X.1. Tétel bizonyitasa 3.
e Mivel dc > a,
L]
e Az a mennyiségbdl ezutan levonjuk e;-et, majd az a — e;
mennyiségbdl az e>-t, az a — (e + €)-bél az ez-at és igy dc—c=(d-1)c>a—¢
tovabb, osszesen d — 1 szamu lépést tesziink. (d=lc—c=d—-2c>a—(e1+ &)
e Lathatd: az ey,..., e4—1 mennyiségeket Ugy hatdrozzuk meg,
hogy a levondsok mindig elvégezhetSk legyenek, azaz pozitiv :
mennyiség maradjon minden egyes Iépés utdn. (d=(d=2))c—c=c>a—(e1+...+e4-1)

e Tekintsiik most a dc mennyiségeket, és abbdl is vonjunk le

e Az utolsé egyenlStlenség éppen a bizonyitandd, hiszen
d — 1 szamd |épésben mindig c-t. Ez esetben mindig az adott &Y & PP y

(kapott) mennyiség felénél kevesebbet vonunk le. °
e Hasonlitsuk most Ossze a két eljarasunkat. (d=(d—2)c—c=c>a—(e1+...+e4_1) =
(...((a—e1)—e)—...—es2) —ed-1.
Altaldnos megjegyzések. A geometriai konyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazds: a hasonlésag. Az aritmetikai konyvek. Irracionalisok. Altaldanos megjegyzések. A geometriai konyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésdg. Az aritmetikai konyvek. Irracio
A X.1. Tétel bizonyitasa 4. A X.1. Tétel bizonyitasa 5.
Megjegyzések.

1. Euklidesznél a fonti bizonyitasban d = 4, de gondolatmenete
megegyezik az dltalunk leirt dltaldnos esetnél alkalmazottal.

2. Euklidesz megjegyzi: , hasonlé a bizonyitds, ha a fele részeket Archimedesz megjegyzése.
vonjuk le". Archimédész rdmutatott, hogy ezt posztulalni kellettt volna, amit
Vegyiik észre: Euklidesz azt hasznilta — hivatkozva az V. Eudoxos meg is tett. Archmédész ugyancsak posztuldtumként
konyv 4. definiciéjdra —, hogy haszndlta, azdta nevezik Archimédész - Eudoxos axiémanak.

... ha két nem egyenlé mennyiség koziil a kisebbiket véges
szamui lépésben 6nmagahoz adjuk, akkor a nagyobbiknal
nagyobb mennyiséget kapunk.

DE az idézett definici6 erre nem jogosit, az csak aranyuk
|étezésérdl szdl.



Altaldnos megjegyzések. A geometriai konyvek A\ mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésag Az aritmetikal kényvek. Irracionalisok. Altalanos megjegyzések. A geometriai kdnyvek A mennyiségek elmélete. E lkalmazas: hasonlésa Az aritmetikai kényvek. Irracio
A X.1. Tétel bizonyitasa 6. A X. Konyv befejezése.

Kommentarok.

1. A kutatdsok szerint a X. konyv legnagyobb része Eudoxostdl
és Theaitetosztdl ered, igy lehet, hogy Euklidesz
. egyszerlibbre vald torekvésével” taldlkozunk itt.

A. DE MORGAN rovid summadzata: ,, Euklidesz e kdnyvben Egy régen vart tétel.
Osszegzi az Osszes olyan szakaszra vonatkozé ismeretet, A 115. Tétel (az utolsd) utdn kovetkezik a
amelyek (modern terminolégidval) megadhatdk, mint X.27. Fliggelék. Mutassuk meg, hogy a négyzetekben az atlé

linedrisan ésszemérhetetlen az oldallal.

Va£ Vb,

ahol a, b 6sszemérhetd szakaszok.”

2. Vilagos, hogy nem az Osszes irraciondlis reprezentalhatd
ilymédon, Euklidesz e részben a geometriai algebrajaval (a Il.
kényv tartalma) kezelheté esetekre szoritkozott.

Altaldnos megjegyzések. A geometriai konyvek A\ mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésag Az aritmetikai konyvek. Irracionalisok Altalanos megjegyzések. A geometriai kdnyvek A mennyiségek elmélete. E lkalmazas: hasonlésa Az aritmetikai kényvek. Irracio
A XI. - XIII. Konyvek. A XI. - XIIl. Konyvek.
Egybefiiggd anyag, definicidk is csak a XI. Konyvben vannak, Definiciék 2
egyiitt targyaljuk a harom konyvet. Valamennyi térgeometridval ’
foglalkozik, e mellett alakzatok teriiletével és testek térfogatdval X1.12.D Giila az a téridom, melyet egy sikbdl indulé egy
kapcsolatos tételeket is tartalmaznak. pontban taldlkozé siklapok fognak kozre.
Definiciok 1. X1.14.D Ha ?gy félkti.rt réngt(]&ttla.itméréje kélri.il adq'ig
forgatunk, mig eredeti helyzetét Gjra el nem éri, a kdzrefogott
X1.1.D Test az, aminek hossziisdga, szélessége és magassiga idom gomb.
is van.

X1.18.D Ha egy derékszogli hdromszoget egyik derékszog

XI1.2.D A test vége feliilet. melletti oldaldt rogzitve addig forgatunk, mig eredeti helyzetét

X1.4.D Két sik merbleges egymasra, ha az egyik sikban a Ujra el nem éri, a kozrefogott idom kip. Ha a rogzitett oldal
sikok kozos részére bocsitott merélegesek merdlegesek a egyenl6 a korbeforgatott mdsik derékszog melletti oldallal,
masik sikra. akkor a kip derékszogti, ha kisebb, akkor tompaszog, ha
X1.6.D Két sik hajlata az a hegyesszog, amely a sikok kozos pedig nagyobb, akkor hegyesszogi.

részére ugyanazon a pontban az egyes sikokban llitott
merdlegesek fognak kozre.



Altaldnos megjegyzések. A geometriai kényvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésdg. Az aritmetikai

A XI. - XIII. Konyvek.

Definicidk 3.
X1.24.D Kipok és hengerek hasonldk, ha tengelyeik és
alapjaik atmérdi aranyosak.
X1.25.D Kocka a hat egyenld négyzet &ltal kozrefogott
téridom.

X1.26.D Oktaéder a nyolc egyenld (teriiletii), egyenlé oldali
haromszog altal kozrefogott téridom.

X1.27.D lkozaéder a hisz egyenlé, egyenld oldali hdromszog
ltal kozrefogott téridom.

X1.28.D Dodekaéder a tizenkettd egyenld, egyenld oldali és
szogli Otszog altal kozrefogott téridom.

Altaldnos megjegyzések

seometriai kdnyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazés: a hasonlésdg. Az aritmetikai

A XI. - XII. Konyvek.

Tételek.

X1.38. Ha egy kocka két szemkozti lapjanak oldalait megfelezziik
és az osztaspontokon sikokat fektetiink at, akkor a sikok metszete
és a kocka atléja felezik egymast.

konyvek.  Irracionalisok

konyvek.  Irracionalisok

Altalanos megjegyzések. A geometriai kinyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésig. Az aritmetikai konyve

A XI. - XII. Konyvek.

Altaldnos megjegyzés.
Viszonylag kevéssé kidolgozott e két konyv, a poliéderekre
vonatkozé tételeket olykor csak specialis esetekre igazolta.

Tételek.

X1.1.-19. Egyenesek és sikok kdzos helyzetével foglalkoznak.

X1.24. Ha egy sikidomot (hat paronként) parhuzamos lap fog
kozre, akkor a szemkozti lapok egybevagdk és
paralelogrammak.

X1.27. Emeljiink adott szakaszra adott paralelepipedonhoz
hasonlé és hasonldan fekvé paralelepipedont.

X1.32. Azon paralelepipedonok, amelyek magassiga ugyanaz,
Ugy aranylanak egymashoz, mint az alapjaik.

Altaldanos megjegyzések. A geometriai kdnyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlés, Az aritmetikai konyve

A XII. Konyv.

Teriilet - térfogat.
XI1.1. Kdrbe irt hasonlé sokszogek (teriiletei) tigy ardnylanak,
mint a korok atmérdi négyzetei.

XI1.2. A korok (teriiletei) tgy aranylanak egymdashoz, mint
atmérdik négyzetei.

XII.2. Bizonyitasa.
o Els6 1épésként azt igazolja: a kor , kimerithetd” sokszogekkel.
A X.1. Tételt alkalmazza.

o Masodik Iépés: Megmutatja, hogy két kor aranya nem lehet
sem kisebb, sem nagyobb az atmérék négyzetei ardnydnal.

o Az eljaras illusztracidja a kovetkez6 dian lathaté.



Altaldnos megjegyzések. A geometriai konyvek. A mennyiségek elmélete Egy alkalmazas: a hasonlésdg. Az aritmetikai konyvek. Irracionalisok
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Figure 4.18

A XIII. Konyv.
A két 6 téma.

o A szabdlyos sokszogek tulajdonsagai, az aranymetszés
(tekinthetd K. Ptolemaiosz hdrtéblizatai eléfutdranak,
el8készitbjének).

e Hogyan irhatjuk be adott gdmbbe AZ 5 szabalyos testet?
(Hasonlithaté a IV. Kdényv kérbe irt sokszdgekre vonatkozé
tételeihez.)

Fontos!

e E konyv tekintheté — kiilonosen a mésodik része — dgy is,
mint az egész mii (ti. az Elemek) f6 célja, minden ennek
érdekében tortént.

e Ugyanis azt is igazolja, hogy a tekintett ot szabalyos test az
Osszes lehetséges ilyen test.

e Vélhetéen Theaitetosz eredményeit tartalmazza a XIlI. Konyv.

Altaldnos megjegyzések. A geometriai kinyvek. A mennyiségek elmélete. Egy alkalmazas: a hasonlésdg. Az aritmetikai kényvek

A XII. Konyv.

Tovébbi tételek.
XI1.5. Azonos magassagu hdromszog alapd gildk gy
aranylanak, mint alapjaik.
XI11.10. Minden kdp harmadrésze az egyenl6 magassigi és
ugyanazon alapd hengernek.
XI11.18. Gombok (térfogatai) ardnya dtmérdik haromszoros
aranya.

yzések. A geometriai konyvek. A mennyiségek eimélete. Egy alkalmazas: a hasonlésag. Az aritmetikai konyvek. | Irraciondlisok. Térgeometria. Teriilet - térfogat. Szabslyos sokszgek, szabilyos testek.
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